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Medidas de Acuerdo bajo el Modelo Estructural Multivariado
Julio Cesar Avila Albornoz
Profesor guia: Dr. Manuel Galea Rojas

Resumen

En biometria, ingenieria, medicina y otras areas es comun disponer de distintos instru-
mentos que midan alguna caracteristica en una unidad experimental. En ocasiones, un nuevo
instrumento es propuesto como una alternativa mas econémica o practica respecto al ins-
trumento estandar. Si ambos trabajan en una misma escala, es deseable medir el grado de
acuerdo o de concordancia que alcanzan. En este contexto, existen varias propuestas pa-
ra medir el acuerdo entre instrumentos de las cuales se profundizara en: El Coeficiente de
Correlacion de Concordancia (CCC) y la Probabilidad de Acuerdo (PA).

Las mediciones de los instrumentos pueden estar sujetas a error en la medicién. Si estos
errores de medicion no fueran considerados, las inferencias realizadas podrian estar compro-
metidas o ser incorrectas. Los Modelos con Error de Medicién (MEM ) permiten incorporar
la incertidumbre que el proceso de medicion pueda tener. Una aplicacion de los MEM es el
modelo de calibracién en su version estructural.

Para modelar el error de medicion, los MEM asumen una distribuciéon multivariante, sien-
do la distribucién Normal multivariada de gran utilidad en varias aplicaciones. Sin embargo,
en presencia de colas pesadas o de datos atipicos, la suposicion de normalidad puede ser poco
adecuada llevando a comprometer los resultados. Una manera de afrontar este problema es
emplear la distribucién ¢ multivariada considerada como una extension de la distribucion
Normal multivariada.

El objetivo de este trabajo es desarrollar bajo el Modelo Estructural Multivariado, he-
rramientas de inferencia estadistica para las medidas de acuerdo: CCC y PA. El Modelo
Estructural considera el uso de la distribucién Normal Multivariada y la ¢ multivariada.

Las herramientas estadisticas fueron aplicadas a conjuntos de datos clasicos en la com-
paracion de instrumentos y ademads, en aplicaciones financieras como el retorno de acciones
y las proyecciones del tipo de cambio por parte de operadores financieros.



Capitulo 1

Introduccion

Este capitulo introduce a las Medidas de Acuerdo y los Modelos con Error de
Medicion, conceptos que seran utilizados en los préximos capitulos. También,
presenta los objetivos, estructura y contribuciones de la tesis.

1.1. Formulacion del Problema

Al cuantificar caracteristicas de un objeto es necesario tomar mediciones sobre éste. El
procedimiento para tomar las mediciones dependera del grado de desarrollo del area de apli-
cacion. Cuando se proponen nuevos instrumentos, técnicas o procedimientos, es deseable
asegurar un nivel de concordancia o de acuerdo con los instrumentos ya establecidos con el
objetivo de lograr intercambiabilidad entre ellos.

Un desafio al momento de realizar mediciones es considerar que estan sujetas a errores.
Los expertos buscan maneras para reducir los errores generados y evitar en lo posible los
efectos que tiene su propagacion.

Teniendo en cuenta que es necesario asegurar un nivel de acuerdo entre instrumentos y
el error en las mediciones, a continuacion se expondran las Medidas de Acuerdo: Coeficiente
de Correlacién de Concordancia (CCC') y Probabilidad de Acuerdo (PA) y los Modelos con
Error de Medicién (MEM).

1.2. Medidas de Acuerdo

Cada vez que se propone un nuevo instrumento, técnica o procedimiento para realizar una
medicion, ya sea por ventaja tecnologica o econdémica, es deseable asegurar estadisticamente
que el nuevo instrumento sea intercambiable con un instrumento de referencia o estandar.

Uno de los primeros métodos para verificar el acuerdo entre dos instrumentos es la grafi-
ca propuesta por Altman y Bland (1983) donde se establecen limites de acuerdo para las
diferencias entre mediciones de dos instrumentos. Una problematica con este método es el
criterio para determinar si la tolerancia es aceptable en el ambito de aplicacién.

Como una adecuacion de la Correlacion de Pearson en la medicion del acuerdo entre
dos instrumentos, Lin (1989) propone el Coeficiente de correlacién de concordancia (CCC)
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basado en la distribucién Normal Bivariada. El CCC estandariza la distancia cuadratica
a la diagonal o funcién identidad (Y = X). El CCC puede ser separado en el producto
de precisién y exactitud, donde queda relacionado con la Correlacion de Pearson. Es este
sentido, el C'CC seria la Correlaciéon de Pearson corregida.

Otras dos medidas estarian asociadas al CCC' de Lin: la extensién a mas de dos instru-
mentos propuesta por Barnhart et al. (2002) conocido como el CCC' global y una formulacién
alternativa propuesta por Liao (2003).

En la revisién realizada por Barnhart et al. (2007) de los métodos estadisticos para la
medicion del acuerdo en variables continuas, se presenta la probabilidad de cobertura a la que
se referird como Probabilidad de Acuerdo. La Probabilidad de Acuerdo (PA) puede interpre-
tarse como el nivel de acuerdo que logran dos instrumentos cuando difieren bajo un nivel de
tolerancia, que es fijado por un experto en la medicién. En un diseno con replicas conside-
rando errores de medicién Stevens et al. (2017) asumen la distribucién Normal Multivariada
para realizar inferencia sobre la PA.

El CCC y la PA se han analizado bajo un diseno multivariado sin errores de medicion en
los trabajos de Leal (2016) y Leal et al. (2019) asumiendo la distribucién t-multivariada con
el objetivo de investigar métodos de diagnostico para la deteccion de datos influyentes.

Una caracteristica de la PA es que a medida que la tolerancia crece, el grado de acuerdo
también aumenta con él. Por tanto, cuando interesa determinar el nivel de tolerancia que se
alcanza a cierto nivel de PA, o sea su inversa, es cuando aparece el Indice de Distorsién Total
(Total Deviation Index, T'DI) propuesto por Lin (2000).

Una formulacién alternativa para la PA se da en el area de la bioequivalencia donde
se interpreta como la proporcién de la poblaciéon donde dos formulaciones tienen efectos
relativamente similares. Anderson y Hauck (1983); Hauck y Anderson (1984); Anderson y
Hauck (1990) proponen medir la bioequivalencia entre dos formulaciones o medicamentos a
través de la proporcion de poblacién (Pg) en la que dos formulaciones tienen efectos similares.
Formalmente, si tenemos el efecto de un medicamento estandar X y el efecto de un nuevo
medicamento alternativo Y, la bioequivalencia puede darse cuando Pg alcanza un alto valor
y como consecuencia ambas formulaciones tienen efectos similares, o sea

<] =

PE:P(l—r§ §1—|—r),

donde r seria la diferencia relativa entre ambas formulaciones. Si se obtiene un Pg alto y
r es un valor de tolerancia situado por un experto entonces ambas formulaciones tienen
bio-habilidades similares.

Otros trabajos pueden ser de interés para el lector. Para profundizar en las medidas de
acuerdo estan las revisiones de Lin et al. (2002) y Barnhart et al. (2007). Mientras que para
el desarrollo de estimadores e inferencia para varias medidas de acuerdo bajo la distribucién
normal bivariada y un disefio de muestras pareadas esta el libro de Lin et al. (2012) y en el
enfoque Bayesiano de las medidas de acuerdo se tiene el trabajo de Vidal y de Castro (2017).

Dada la variedad de medidas de acuerdo, este trabajo se enfocara en el CCC' y la PA las
que seran revisadas en la seccién 2.3.

A continuacion se presenta el Modelo con Error de Medicion que sera empleado para las
inferencias de ambas medidas de acuerdo.
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1.3. Modelos con Error de Medicion

Los Modelos con Error de Medicién (MEM) son ttiles para describir fendmenos en varia-
das disciplinas tales como agricultura, medicina, ingenieria, psicologia, educacién y finanzas.
Estos modelos establecen relaciones funcionales entre variables observadas con error de me-
dicién y su verdadero valor no observado.

A modo de motivacion sea el siguiente modelo bésico

Xi =XT; + €04
Yi=a+ Bz + e, (1.1)

donde E(ep;) = E(e1;) = 0, var(eg;) = ¢, v var(ey;) = o¢.
Si inicialmente no se considera el error de medicién y se estima [ directamente con el
estimador de minimos cuadrados empleando X; y Y; se tiene

Z?:1(Xi — X)sz - Y/)
Z?:l(Xi - X)2 7

si n crece, en el limite el estimador 3 converge en probabilidad ! a

o
bs+ ¢

El factor ¢, /(¢, + ¢) actia como un atenuador del estimador de 8 provocando un esti-
mador sesgado. Por tanto, el costo de no considerar los errores de medicion en el predictor
X; lleva a estimadores sesgados e inconsistentes (Stefanski, 1985).

Una revisién histérica del MEM fue realizada por Stefanski (2000), del cual se sigue la
sistematizacién propuesta por Fuller (2006) para el modelo (1.1) como una extensién del
modelo de regresion lineal simple donde se incorpora al menos un predictor con error de
medicién. El modelo puede escribirse matricialmente como

= () () ()
() (0 1)

B =

OV(Xi, Yy)

Var(X;) p

N

donde

L2 simboliza convergencia en probabilidad
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Cuando los verdaderos valores de x1,xs,...,x, son constantes desconocidas, llamados
parametros incidentales, el modelo se denomina MEM Funcional. Por otro lado, si xq, xo, ..., 2,
son variables aleatorias td con media u, y varianza ¢,, independientes del error de medicion
€;, tenemos el llamado MEM Estructural. Esta tesis seguira el enfoque estructural en los
siguientes capitulos.

Una caracteristica del modelo (1.2)-(1.3) en su versién estructural es que no es identifi-
cable. La siguiente definicion de identificabilidad se encuentra en Fuller (2006, pag. 9).

Definicién 1. Sea Z un vector observable de variables aleatorias y sea Fz(z; €) la funcién
de distribucion de Z para el pardmetro @ evaluado en Z = z. El parametro 0 es identificable
si, para cualquier 8; € ® y 85 € O con 6, # 0, implica que

F7(z; 01) # Fz(z; 0,)
para algtn z. Si el parametro 6 es identificable también decimos que el modelo es identificable.

Dado que el modelo estructural no es identificable en sus pardmetros

0 = (11, v, B, b, G0, 61)7

entonces no existe un estimador consistente de 6. Existen formas alternativas de resolver el
problema de identificabilidad. Chan y Mak (1984), Gleser (1992) y Fuller (2006) consideran
diferentes restricciones de identificabilidad obteniendo estimadores méximo verosimiles de los
parametros y sus propiedades asintéticas. En esta tesis se usara una restriccion en el espacio
paramétrico, tomando ¢ = ¢y = ¢; lo que permite que ¢, modele la variabilidad propia de z
y no sea confundido con ¢.

Una aplicacién de los MEM es la comparacion de instrumentos bajo el siguiente diseno.
Considere en n unidades experimentales (o individuos) se obtiene la medicién de una carac-
teristica bajo un instrumento estandar con error de medicion, digamos X; y paralelamente
tenemos otros p instrumentos alternativos Y; a Y, que miden la misma caracteristica en el
mismo individuo. El propdsito en este diseno es verificar que los instrumentos alternativos
son equivalentes.
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1.4. Objetivo y estructura de la tesis

El objetivo de este trabajo es desarrollar e implementar herramientas de inferencia es-
tadistica para las medidas de acuerdo Coeficiente de Correlaciéon de Concordancia y Proba-
bilidad de Acuerdo considerando una aplicaciéon de los Modelos con Error de Medicion. El
modelo empleado se desarrolla asumiendo la distribuciéon normal multivariada y su extension
t-multivariada.

Los contenidos de cada capitulo se presentan a continuacion:

= En el capitulo dos se desarrolla un estimador de las medidas de acuerdo CCC' y el PA
considerando errores de medicion en multiples instrumentos bajo la distribucién normal
multivariada.

= El capitulo tres extiende el contenido anterior al considerar la distribucion ¢t-multivariada.

= El capitulo cuatro discute los resultados mas relevantes y propone algunas ampliaciones
o mejoras para trabajo futuro.

1.5. Contribuciones

Los aportes de este trabajo son principalmente a la mediciéon del acuerdo entre instru-
mentos, las cuales son:

(i) Herramientas de inferencia desde el punto de vista cldsico para el CCC' y la PA bajo
el modelo estructural asumiendo la distribucién Normal y su extension ¢ multivariada.

= Métodos de estimacion de los parametros utilizando rutinas ya establecidas y el
algoritmo KM para el modelo estructural ¢ multivariado.

» Expresiones para el vector Score y la matriz de Informacién de Fisher para estimar
los errores estandar asintoticos.

= Pruebas de hipotesis para contrastes de interés.

= Inferencia para el CCC' y la PA: Estimadores puntuales, intervalos de confianza y
cotas inferiores basadas en comparaciones multiples.

s Método grafico para evaluar la bondad de ajuste de los modelos y supuestos dis-
tribucionales.

(7i) Aplicacién en la comparacién de instrumentos y en datos del tipo financiero como los
retornos de acciones y las proyecciones del tipo de cambio en la Encuesta de Operadores
Financieros.

(111) Implementacién en R de las rutinas de estimacién y graficas propuestas.
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Medidas de Acuerdo bajo el Modelo
Estructural Normal Multivariado

En varias disciplinas se tiene el problema de comparar un instrumento estandar
contra otros instrumentos que miden un mismo fenémeno considerando el error
de medicién que tienen las observaciones. En estadistica, este problema se abor-
da con los Modelos con Error de Medicién (MEM ), donde al menos un predictor
es medido con error. En este contexto, un MEM estructural lineal homocedastico
basado en la distribuciéon normal multivariada es propuesto para la comparacion
de instrumentos. A partir de este modelo se presentan métodos de estimacién
y test de hipdtesis para evaluar el acuerdo entre el instrumento estandar y los
instrumentos alternativos. El modelo propuesto permite obtener medidas de
acuerdo e inferencias sobre estos, en especifico para el Coeficiente de Correla-
cién de Concordancia y la Probabilidad de Acuerdo. Finalmente, el modelo es
aplicado a dos conjuntos de datos: Capacidad Vital y Terremotos en Alaska.

2.1. Introducciéon

El propésito de este capitulo es establecer un modelo estructural homocedéastico basado
en la distribucién normal multivariada y a partir de éste realizar inferencias en las medidas
de acuerdo.
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2.2. Modelo estructural normal multivariado

Para las unidades experimentales ¢ = 1,...,n, sean x; el verdadero valor del predictor =,

X; el valor observado del predictor e Y;; las respuestas observadas para j = 1,...,p. Como
en Barnett (1969), Shyr y Gleser (1986), Kelly (1984) y Kimura (1992) el MEM multivariado
puede escribirse como

XZ' :xi—i‘Eio (21)
Yij=aj+bjritea;, i=L...n  j=1....p

Bajo la siguiente notacion

Zi:(;(i)’ Yi= (Y ... Yip)T’ S CUNCTRS, QP)T’

los cuales son vectores aleatorios de dimensiéon r =p+ 1y

o = (Oél,...,Oép)T y /6: (ﬁlv--~76p)T7

que corresponden a vectores de parametros de dimensién p.
En notacién matricial el modelo se escribe como

Zi:(0)+(1):1:i+ei 1=1,...,n.
o B

GZ'NNT<O7¢20), izl,...,n

Donde se supone que

con X, conocido. Sin pérdida de generalidad, se puede tomar igual a la matriz identidad de
dimensién r, denotada por I,.

Al igual que en el MEM simple, donde p = 1, en el MEM multivariado se pueden definir
dos versiones: funcional y estructural. Este capitulo seguira la versién estructural que supone
x; independiente de €;. Luego, se tiene

Z;~N,(u, V), i=1,....n (2.2)

son vectores aleatorios i.i.d, con

0 1 1\ 1\
uz(a>+<ﬁ>um y V:¢x(/8)(/6) +¢I, = ¢,bb' + oI,

con b = (1, BT, Desde (2.2) sigue que la funcién de densidad de probabilidad de Z; es
dada por

fo(2:,0) = 2m) 2|V |2 exp{—d;/2}, (2.3)
donde 6;(8) = 0; = (z; — u)"V " (z; — p) corresponde al cuadrado de la distancia de
Mahalanobis, para i = 1, ..., n,y 8 = (a”,8",¢")" con a = (e, )" v ¢ = (¢, )"

Notar que p depende de a y B mientras V' depende de B y ¢. Esto es, p = pu(a,B) y
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V=V )

2.2.1. Score y matriz de informaciéon de Fisher

En esta seccién se presenta la funcién de log-verosimilitud para (2.3) y su funcién de
Score.

L(0) =) Li(6),
i1
r 1 1 1 ) )
donde L;(0) = —élog(27r) — §log\V| — §5z con §; = 5{511 — o5ty 01 = (Xi — pe)* +

(YVi—a—Bu) (Yi—a—PBu,), bio = (Xi — pta) + (Yi—a— Bua)" B, v = ¢a/(d2c+0) ¥
c=blb=1+p3"3

La funcién Score estd dada por

donde S;(8) = 0L;(0)/00 = (Siy.,, Siews Sig> Sicr,» Sig) T, con

5
Sz' - . )
9t ac
1
Sia = 5{(Yz‘ — o — Bpg) — 6B},
Sig = =B+ (e + 70i2) Sias
1 oz
Sy = —= L) HWe— —2
1/p 1 1 0%
S = —={(B+—)+-(—26-4)),
¢ 2{<¢+¢+¢xc>+¢<7¢+¢xc )}
para i = 1,...,n. En la seccion A.3.1 se presentan los desarrollos de las derivadas parciales

correspondientes al score.
La matriz de informacién correspondiente a la funcién log-verosimilitud £(0) es

1 n
7(0) = ~ Y E{5i(6)S](0)}, (2.4)
i=1
donde la esperanza se toma sobre la distribucién de cada Z;, para i = 1,...,n. Los erro-

res estdndar asint6ticos del EMV se pueden calcular invirtiendo la matriz de informacion
esperada (2.4). Un estimador natural para (2.4) es Z(8).

El siguiente resultado se desprende de aplicar el teorema 2 desde Magnus y Neudecker
(2007, sec. 15.3) a los parametros del modelo propuesto.
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Proposicién 1. La matriz de informacién Z(6) para los pardmetros 8 = (a”, 3", ¢")7,
donde @ = (g, aq,...,a,)", B=(B1,...,0,)" y & = (¢z, )T, bajo el modelo (2.2) sigue de

Zoa Zag O
7(0) = | Zsa Zss Zps
0 Zyg Zyo
y
Taa = D[,V ' Dy,
Top = D,, V™ 'Dg,
1
Isp = D3,V 'Dg, + i(ngecV)T(V_l ® V1) (DgvecV)
1
Ty = E(ngecV)T(V_1 ® V1) (DgvecV)
1
T = §(D¢vecV)T(V_1 ® V1 (DyvecV),
donde
D_E)u_c?u op o D_E)u_@u o
W 9aT  \0¢, Oay  da,)’ TPMT 98T T \9B, 95,
ovecV OvecV OvecV OvecV OvecV OovecV
DgvecV = = , DgvecV = =
wev = = a0 ) ooy =S = (B %5)

En nuestro caso tenemos que

0 1 1\ /1\"
p= (a>+(,8> Jie y V =¢, (ﬁ) (3) + oI, =¢,bb" + oI,

y un calculo directo nos conduce a

1 0 0
o=l 1) pmre(y)

DgvecV = ¢,(vec By,...,vec B,) y DyvecV = (vecbb’  vecl,),

con

0 el
B, = J ,
J ( e, e;B" + Bel )
matrices r x r y el vector unitario e; de R?, para j = 1,...,p. Aqui V= é(IT — ybb"),
7:¢x/<¢+¢xc) yC:bTb: 1+/8T/6

Finalmente, la matriz de covarianza de [ puede ser estimada por 71 /n.
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2.2.2. Estimacion de maxima verosimilitud

Sean dy > dy > - -+ > d, los valores propios de la matriz de covarianza muestral, denotada
por

=1

con Z =" | Z;/n. Sabemos que S puede ser escrita como
S = GD(d) G,

donde G es una matriz ortogonal r X r con la i-ésima columna correspondiente al i-ésimo
vector propio de S y D(d) = diag(d;, . .., d,), una matriz diagonal. Finalmente, la matriz G

es particionada como sigue:
g Gia
G = ,
(G21 G22)

donde g7 es un escalar y Gag es p X p. Asi, los EMV estan dados por Gleser (1981) y Shyr
y Gleser (1986),

a=Y-Xg,
~ ~ 1<
ﬁ:l y ¢=- d;
911 D=
y
-~ % - n pdy — 17: d;
Mm:X:ZXi/n y %Z%,
i=1

conY =" Yi/nye=1+ ETB Alternativamente, los EMV pueden obtenerse usando
el algoritmo EM, ver Kimura (1992) para la versién funcional y Bolfarine y Galea (1995) en
la version estructural.

Para estimar la varianza de los estimadores se utiliza la matriz de informacion observada
o la esperada. Dado que el vector 3 es de interés primario en este modelo, a continuacion se
presenta su distribucién asintética.

Teorema 1. Bajo el modelo (2.2): v/n(8 — 8) < N,(0;€p), donde

1 1 1

05 ={ ———— +—}1,+88"),
B 1+BT67—3 To(p Bﬁ)

con 1y = ¢, /¢. Este resultado sigue del Lema 1 en Shyr y Gleser (1986).

Una aplicacion de este resultado, por ejemplo, es el test de Wald para probar hipdtesis
lineales de la forma Hy: AB = a.

10
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2.2.3. Errores estandar asintoticos

Para evaluar los errores estandar de los estimadores de 6@ se recurre a la distribucién
asintotica de los estimadores maximo verosimiles.

-~

V(@ —6) %N, (0,, T7(8))

Donde los errores estandar son obtenidos desde la diagonal I‘l(g) /n. Este resultado es
encontrado en Lehmann y Casella (1998, Cap. 6) Teorema 5.1.

2.2.4. Pruebas de Hipotesis

El modelo propuesto (2.2) tiene por objetivo evaluar la intercambiabilidad de un instru-
mento estdndar (X) medido con error y los instrumentos alternativos (Yi,...,Y,). Cuando
a0,y ,@ ~ 1, se interpreta que los instrumentos son apropiadamente equivalentes. Dado
que los coeficientes o y 3 son de primer interés, el foco estard en realizar algunas hipdte-
sis sobre estos parametros, utilizando la prueba de razén de verosimilitud (LRT, Likelihood
Ratio Test). Especificamente, la siguiente hipétesis es considerada Hy : o« =0,, 8 = 1,. El
estadistico LRT esta dado por R B

2{L(0) — L(6)},

donde 6 es el estimador méximo verosfmil bajo la hipdtesis nula. En efecto, bajo Hy

1 - — - 1 . 1 — _ 1
i) i = (X +pY),donde X = =37 X;yY =37 YV, conY, = ->" Yy,
. q n n D

1=1,...,n

.. 7 1 n N = N ~ ~ ~ N

ii) ¢p = - St (0% — 041), donde 0 = (X; — fie)* + (Y — f1,)" (Y — fi,1y) y b2 =
(Xi — i) + (Y — 1,1,)"1,, parai =1, ..., n.
T 1.

) 6= LS G- o)

2.3. Medidas de acuerdo

Una de las aplicaciones del modelo estructural multivariado (2.2) es la comparacién de
sistemas de medicién. La comparacién entre instrumentos de medicion que varian en pre-
cio, rapidez y otras caracteristicas, como la eficiencia, ha sido de creciente interés en varias
areas como ingenierfa, medicina, psicologia y agricultura (por ejemplo Barnett, 1969; Shyr
y Gleser, 1986; Kimura, 1992; Dunn, 2009; Carstensen, 2010; Lin et al., 2012; Choudhary
y Nagaraja, 2017). El principal interés es comparar diferentes formas de medir la misma
cantidad desconocida x en un grupo de n unidades experimentales. En este contexto x; es el
verdadero valor de la cantidad desconocida x correspondiente a la unidad experimental ¢ y
Y;; la medida observada de z obtenido con instrumento j en la unidad experimental ¢« donde
t1=1,....,ny 7 =1,...,p. También se dispone de un instrumento de referencia x del que
para la unidad experimental ¢ se tiene una observacion sujeta a error X; para i = 1,...,n.

11
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En esta seccion se desarrolla las medidas de acuerdo entre el instrumento de referencia X y
los sistemas de medicién alternativos Yi, ..., Y.

Para asegurar un nivel de intercambiabilidad de los instrumentos se busca que la diferencia
entre la referencia y los instrumentos alternativos | X; —Y; ;| sea pequefia, esto ocurre cuando
a~0, B~1,y alavez manteniendo ¢ por debajo de ¢,. Dado este contexto, la medicion
del acuerdo permite cuantificar la concordancia y la intercambiabilidad de los instrumentos.

Bajo las consideraciones anteriores, el acuerdo puede medirse considerando los siguientes
enfoques

» Error Cuadrético Medio, E(|X —Y;|?) del que se desarrolla el Coeficiente de correlacién
de concordancia

= Probabilidad, P(|X —Y}| < c¢|X = z) del que se define la Probabilidad de Acuerdo o
Probabilidad de Cobertura.

2.3.1. Coeficiente de correlacion de concordancia

El Coeficiente de Correlacién de Concordancia (CCC') fue propuesto por Lin (1989) en
un contexto bivariado. La idea detras de este estadistico es corregir la correlacién de Pearson
respecto a la diagonal (Y = X). El CCC propone una evaluacién del acuerdo entre dos
mediciones emparejadas, es un estadistico simple de usar con propiedades deseables como
consistencia y normalidad asintética. La siguiente definicién del CCC es tomada de Lin

(1989).

Definicién 2. Considere un par de muestras independientes (Y;;,Ys;) para i = 1,...,n
seleccionadas de una poblacion con media p; v po v matriz de covarianza

2
O'l 012
2
019 0'2

El grado de concordancia entre Y; y Y5 puede ser caracterizado como

L EM -
Pe=1—7" 2 TR
of + 03 + (11 — pe2)
o E(Y; ~ )’
E[(Y1 — Y3)2| Y7, Yason no correlacionadas |
1 Desviacion cuadratica esperada desde la linea de 45°

Desviacion cuadratica esperada desde la linea de 45°, cuando Y; y Y5 son no correlacionadas
20'1 2

of + 03+ (1 — p2)?

Un estimador de p,. es

52452+ (Y, — Y,)?

~

Pec

12
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pc.=0.95
=0.95
25{ P o
> 00 o
(4
—2.54 )

25 00 25

Figura 2.1: Algunos ejemplos de valores del Coeficiente de Correlacién de Concordancia (p,)
y la Correlacién de Pearson (p). En todos los ejemplos € ~ N(0, 0.16). (a) Y = X + €. (b)
Y=05+15X+e€(c) Y =-05X+e

n

1 _ _ _ 1 1 .
Si2= (Vi —T)Yia—Ta), V=3 Vi SP= -3 -F) =12

i=1 i=1 =1

Desde Lin (1989) se tiene que p. es un estimador consistente de p, y distribuye asintéti-
camente normal con media p. y varianza

1
05 = 5 [(L=p) P2 (L= p2) [* + 4p{(1 = pe) u?[p = 2 pz " /p?]

donde p es el coeficiente de correlacién de Pearson y u = (11 — p2)//01 02.

En la Figura 2.1 se presenta tres realizaciones de datos bivariados donde se calculan los
estadisticos CCC' (p.) y Correlacion de Pearson (p). (a) corresponde a un alto acuerdo donde
pe y p son similares y los datos se acercan a la linea de 45°. (b) el acuerdo disminuye ya
que los puntos se alejan de la diagonal, pero la correlacién sigue siendo alta. (¢) Cuando la
relacion es inversa, se tiene que p. y p son negativos, en este caso el acuerdo se mide contra
la diagonal de 135°.

En el modelo estructural, para medir el grado de acuerdo entre las variables X y Y; en

el contexto de comparacién de instrumentos tenemos, Z;; = (X;, Vi)', i =1, ..., ny
j=1, ..., p. Luego desde (2.2), sigue que la distribucién marginal de Z;; esta dada por
Zij ~ NQ(/J’j’ V]) ) (25>
donde
IJJJ <aj + ﬁ]ﬂx) Y ! ( ﬂ]¢x ¢xﬁj2 + ¢
El CCC definido en Lin (1989) bajo el modelo estructural queda como
28: ¢,
B¢ (2.6)

5 ST B T8+ T~ T

13
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Figura 2.2: Algunos ejemplos de valores de la Probabilidad de Acuerdo segun la ecuacién
(2.7). (a) « = 0.0, B = 1.0, ¢ = 1.0. Probabilidad de Acuerdo independiente de z. (b)
a=0.0, 8 =1.5, ¢ = 1.0. Baja la Probabilidad de Acuerdo a medida que x se aleja de cero.
(¢c) « =0.5, 8 =1.5, = 1.0. Probabilidad de Acuerdo alta en x = —0.5.

Notar que si «;j =0y §; =1 para j = 1,...,p entonces p; = ¢/(¢x + ).

En particular, el modelo estructural Normal Bivariado es considerado como una repara-
metrizacién del modelo de Lin (1989) para evaluar el CCC.

2.3.2. Probabilidad de acuerdo

En la revisién realizada por Barnhart et al. (2007) se encuentra la definicién de la probabi-
lidad de cobertura o Probabilidad de Acuerdo (PA). La idea principal es medir la proporcién
en la poblacién (a lo largo del verdadero valor z) donde la diferencia de las mediciones de los
instrumentos estandar y alternativo sea menor a un valor de tolerancia.

En el contexto del capitulo, si el valor del predictor sin error x esta dado, la PA se define
como

@)= P(Y; = X| S| X =),  j=1, ..., p (2.7)

donde ¢; > 0 es un nivel de tolerancia aceptable definido por el experimentador.

En la Figura 2.2 se presentan tres ejemplos de realizaciones de la PA, segin la ecuacién
(2.7). (a) Cuando aw = 0 y = 1 se tiene una PA independiente de z, por tanto los instru-
mentos son intercambiables. (b) Cuando § = 1.5 la PA disminuye a medida que = se aleja
de cero. (¢) Cuando a@ = 0.5 y f = 1.5 la PA aumenta cuando = se aleja de -0.5 donde se
homologan ambos instrumentos. En todos los casos a medida que ¢ aumenta o la tolerancia
aumenta entonces la PA aumenta.

Ademas, desde (2.5) la PA toma la forma

() = @ (cj —a ;2(_53- - 1)3;) e (—cj —aj\/—Q_;ﬁj - 1)3:) |

donde ®(z) denota la funcién de distribuciéon acumulada para la normal estandar evaluada
enrxyj=1,...,p.

14
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Similarmente, se define la PA marginal como
¢; — oy — (B — g —¢j—a; — (B — Do
=PV, - X|<¢) =9 -0 , (2.8
w (| | ‘ ) ( \/(ﬂj - 1)2¢x + 2¢ ) < \/(5] - 1)2¢x + 2¢ > ( )

para j = 1,...,p. Note que si o;j = 0y B; = 1, para j = 1,...,p entonces ambas probabili-
dades de acuerdo coinciden.

2.3.3. Inferencia sobre las medidas de acuerdo

Tres métodos son propuestos para hacer inferencia en las medidas de acuerdo CCC' (p;
ecuacion 2.6) y PA (1p; ecuacién 2.8): Método Delta, Bootstrap y Comparaciones multiples.
A continuacion, se describen cada uno de ellos. Antes, para ahorrar notacién se considere a
las medidas de acuerdo como x; con j = 1,...,p, donde x; puede ser p; o ¢; indistintamente.

Meétodo Delta. Aprovechando la continuidad de x; en @ y la distribucién asintética de

\/ﬁ(b\ - 0) KN N, (O,, I‘l(a)) se puede utilizar el método Delta para obtener la distribucién
asintotica de ambas medidas de acuerdo utilizando Teorema 8.22 de Lehmann y Casella
(1998, Cap. 1). Formalmente,

Vi (i = k) BN (0, g"z7(6) Q) ,
donde Ifl(/é) es la inversa de la matriz de informacién de Fisher y G = 0k,;/00 es el gradiente
de x; con respecto a @ para j = 1,...,p, ambas matrices evaluadas en 0.
Alternativamente, se pueden tomar transformaciones sobre x; para mejorar la inferencia. Por
ejemplo, para la CCC' tomar tanh™'(-) tal como propone Lin (1989) con tal de mejorar la
normalidad asintética y para PA tomar logit(-).

Bootstrap. Ya que las medidas de acuerdo estan acotadas superiormente x; < 1 cada vez
que los valores se acerquen a la cota superior se formarian intervalos de confianza asimétricos
los que el Método Delta no podria capturar. Es por esto que se aplica el método Bootstrap
con el fin de encontrar intervalos de confianza asimétricos. El siguiente algoritmo es aplicado:

Paso 1. Remuestrear para ¢ = 1,...,n desde las n muestras iniciales con repeticion.

~%
Paso 2. Estimar 8 a partir del remuestreo del paso 1 y evaluar /%;k para cada j =1,...,p.

Paso 3. Repetir B veces desde el Paso 1 al 2. Luego sobre las B repeticiones calcular los cuantiles
/2%y (1—«a/2)% para & .
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Comparaciones Multiples. Cuando solo dos métodos son comparados, p = 2, estan dispo-
nibles algunos métodos asintoticos para realizar inferencia estadistica. Por ejemplo, obtener
una cota para un intervalo de confianza unilateral de las medidas de confianza. Esta cota es
usada para determinar si los métodos tienen un acuerdo satisfactorio. En este trabajo, para
CCC y PA, se puede construir una cota inferior. Sin embargo, si p > 2 también se pueden
hacer comparaciones multiples para cada par de instrumentos de interés. El objetivo de las
comparaciones miltiples es obtener cotas simultaneas para todos los contrastes de interés
con probabilidad de cobertura global (1 — «) %. Considerando las medidas de acuerdo &; se
tiene por el método Delta la distribucién asintética de &;, como se vio anteriormente. Si un
alto valor de x; implica un buen acuerdo se puede calcular simultaneamente cotas inferiores.
Entonces, se busca obtener los valores de [; tal que

P(I%lzll, I%QZZQ,...,/%lep)Zl—CY

Siguiendo a Hedayat et al. (2009) y Choudhary y Yin (2010), sea Z; = (k;—r;)/+/ Var(k;)
v Z = (Z,...,7Z,)". Se sabe que Z sigue asintéticamente una distribucién normal mul-
tivariada N,(0,R), donde R es la matriz de varianzas covarianza de Z dado por R =
H(GTZ71(0) G)H, con H = diag(Var(k,)~V2,..., Var(£,)~'/?), una matriz diagonal p x p.
Notar que R corresponde a la matriz de correlacién de k.

Sea z1_o € Rtalque P(Z) < 214, Zo < 210y -y Zp < 21-0) = P(Zmax < 21-0) = 1—0,
donde Zyax = max{Zy, ..., Z,}. A saber, z1_, es el (1 — a) % percentil de Z,,«. Entonces,
usando las expresiones anteriores de Z; se obtiene cotas simultaneas para x; (Hedayat et al.,

2009),
K; > kj — z1—a4/ Var(k;), j=1,...,p (2.9)

Un método para calcular el valor critico z;_, fue propuesto por Hothorn et al. (2008). Los
limites (2.9) estan basados en la aproximacion normal de Z, lo que requiere un tamano
muestral grande. Una alternativa para moderados n es usar el método bootstrap (Efron y
Tibshirani, 1993; Choudhary y Yin, 2010). El algoritmo es el siguiente

Paso 1. Simular datos remuestrados Y, i = 1,...,n, j = 1,...,p desde el modelo (2.1) con

YR

~

0=206.
ok
Paso 2. Ajustar el modelo (2.2) a los datos remuestrados usando méxima verosimilitud. Sea 6
el resultante EMV de 8 y & = (i], ..., i) sea el EMV de k. También, sea Var(i))
sea la varianza asintotica de #}. Calcular Z = (&) — &;)/\/Var(A¥), j = 1,...,py

Zyo =max{Z},... . Z5}.

max

Paso 3. Repetir los pasos 1 a 2 al menos B veces, con el fin de obtener B muestras de Z.x.
Tomar el (1 — a) % percentil de las muestras de Z%, como el punto critico z;_,.

16



Capitulo 2. Medidas de Acuerdo bajo el Modelo Estructural Normal Multivariado

2.4. Bondad de ajuste

Para evaluar el ajuste del modelo propuesto se contruye el grafico de las distancias de
Mahalanobis transformadas, ver Little (1988) y Lange et al. (1989). Sea

51(0) = (Z’L _I-‘I’)Tvil(Zi_u’)v 1= 17 2a sy T

la distancia de Mahalanobis. Bajo el supuesto de normalidad, se sabe que 0;(0) tiene una
distribucién 2 con r grados de libertad para i =1,...,n.

Ademds, §;(0) tiene, asintéticamente, la misma distribucién x?. Usando la aproximacién
de Wilson-Hilferty (Johnson et al., 1995, pag. 426), se tiene que

(5:0)/r) " — (1= 2)
()"

Zi =

Y

aproxima a la distribucién N(0, 1).

Una forma alternativa de obtener residuos normales es usar los residuos cuantiles 7,
propuestos por Dunn y Smyth (1996). Aplicado al modelo se tiene r,; = ®1( F(6;(0)) ),
donde F(-) corresponde a la funcién de distribuciéon acumulada de una x? y ®(-) es la funcién
de distribucién acumulada de una Normal estdndar. Asi la distribucién de r,; converge a una
normal estandar si 8 es estimado consistentemente.

Un @Q-@ plot de las distancias transformadas z; o de r,;, puede ser utilizado para evaluar
el ajuste del modelo estructural normal multivariado.

2.5. Hipédtesis de interés

En el contexto de comparacién de instrumentos usando MEM son de interés dos hipotesis
las que seran evaluadas bajo cuatro tests. Las hipotesis de interés son:

(i) Hy: o= 0,, B =1,. Supone que todos los instrumentos j = 1,...,p son intercambia-
bles con el instrumento estandar.

(ii) Ho: ¢ = ¢p. Supone un valor fijo para el error de medicion.

Cuatro test son implementados para probar las hipétesis de interés: Test de Razon de
Versimilitud (LRT), Wald (W), Score (S) y Gradiente (G). Los primeros tres son comparados
en Buse (1982), el test Score es presentado en (Rao, 2005) y el test Gradiente es analizado
en (Lemonte y Ferrari, 2012; Lemonte, 2016).

Los cuatro tests son definidos como:

LRT = 2{L(8) — L(6)},
W =n(A0 —a)"{AT'(0) AT} (A6 — a),
S— % UT(@) 1 @8)U®),

~ o~ ~

G=U"(6)(0-9)
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donde 6 es EMV restringido y 0 es el EMV irrestricto de 6. Para Hy: =0, 3=1,la
distribucién asintética de cada uno de estos estadisticos es x*(2p) y para Hy : ¢ = ¢ se
tiene x2(1).

2.6. Estudio de simulacion

Para determinar el nivel de significancia empirico en los test propuestos fue implementado
un estudio de simulacién. En un contexto de mala-especificacién de la variable latente z; y
los errores de medicion €; se determinan empiricamente las inferencias realizadas para Hy de
la seccion 2.5.

Las observaciones de la variable latente x; se obtienen de tres escenarios:

(i) x; ~ N(u=0,0=1)
(i1) z; ~ t,(p=0,0=1n=0.25)
(111) x; ~ Skew-Normal(x = —1.18, w = 1.54, a = 3.22)

En los tres escenarios se tiene E(X;) = 0, var(X;) = 1. Particularmente, el caso ¢, se logra una
curtosis indeterminada y para el escenario Skew Normal una asimetria de 0.7. Las muestras
de los escenarios ¢, y Skew Normal fueron generadas usando los paquetes estadisticos MVT
(Osorio y Galea, 2015) y sn (Azzalini, 2020) respectivamente.

En cada réplica, las simulaciones fueron jerarquicas, es decir, primero se simulan obser-
vaciones de la variable latente, z; (segin sea el escenario) y luego se generan las muestras
Yij =aj+ Bjz;+e;parai=1,...,n,j=1,...,p, donde (€1, ..., €,)" son simuladas
desde N, (0, ¢ 3), donde Xy corresponde a la matriz identidad.

Cada escenario de x; fue replicado 10000 veces para todas las combinaciones de n =
100, 500, 1000 y p = 2, 5, 20. La evaluacion del nivel de significancia empirico de los tests
LRT, Wald, Score y Gradiente para la hipétesis Hy : @ = 0,, 8 =1, al 5% de significancia
se presentan en la tabla 2.1 para ¢ = 1. Los resultados indican que el test de Wald empeora (o
sea, se aleja del 5% esperado) a medida que x; difiere de la distribucién Normal y la varianza
del error ¢ crece. A medida que p crece es necesario aumentar la cantidad n especialmente
en el test de Wald para mantener el objetivo del 5%. Los tests LRT, Score y Gradiente
tienen un buen comportamiento para la hipotesis analizada. Valores de ¢ = 0.5, 1.5 también
fueron evaluadas bajo las consideraciones anteriores llegando a resultados similares. Otras
evaluaciones de las pruebas de hipdtesis son presentadas en el Apéndice B.

También se exploré el impacto en el nivel de significancia al simular los errores €; desde
una t,, multivariada con parametros g = 0,41y ¥ = I,,;1. Del mismo modo, fueron simulados
los tres escenarios de x; con 10000 replicas. Los resultados son presentados en la tabla 2.2.
Claramente los tests se alejan rapidamente del nivel de referencia del 5 %, a pesar de aumentar
n. Desde un punto de vista practico, al realizar inferencia bajo falta de especificacién en los
errores de medicion produce rapidamente malos resultados, lo que plantea buscar alternativas
robustas en la distribuciéon multivariante de €;.

Finalmente, el estudio contemplé la hipétesis Hy : ¢ = 1. Asi para los tres escenarios de
x; en los cuatro tests se busco el nivel de significancia empirico. Los valores son presentados
en la Tabla 2.3. Un resultado interesante es la igualdad que se logra para los test Score y
Gradiante.
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Tabla 2.1: Nivel de significancia empirico al 5% de los tests LRT, Wald, Score y Gradien-
= 0,, B, = 1,. Las muestras x; fueron generadas desde la
distribucién normal, ¢, y Skew Normal. El error de medicién €; fue simulado desde una
Normal multivariada con parametro ¢ = 1.0. Los resultados fueron obtenidos desde 10000
simulaciones.

Norm

al

ty

Skew Normal

2

5

20

2

5

20

2

5

20

LRT

100
500
1000

5.41
5.30
5.08

5.52
5.39
5.14

5.50
5.42
4.97

5.15
5.45
5.19

5.40
5.16
4.90

5.53
5.00
4.76

4.86
5.05
5.09

5.25
5.21
5.15

5.56
5.50
5.09

Wald

100
500
1000

6.49
5.81
5.10

7.20
5.69
5.26

9.10
5.94
5.25

6.74
5.44
5.40

6.96
5.40
5.14

8.89
6.05
5.27

5.84
5.19
5.15

7.21
5.60
5.31

9.18
6.12
5.33

Score

100
500
1000

4.87
5.24
4.99

4.98
5.25
5.12

4.84
5.32
4.93

4.61
5.33
5.14

4.89
5.04
4.84

4.62
4.93
4.71

4.50
5.05
5.03

4.69
5.13
5.06

4.81
5.32
5.02

Gradiente

100
500
1000

5.08
5.30
5.04

5.42
5.42
5.04

5.79
5.50
4.98

4.88
5.36
5.20

5.65
5.09
4.83

6.14
5.25
4.84

4.89
5.15
5.11

5.40
5.24
5.13

5.89
5.32
5.15

Tabla 2.2: Nivel de significancia empirico al 5% de los tests LRT, Wald, Score y Gradiente
para la hipétesis Hy : a = 0, 8 = 1,,. Las muestras z; fueron generadas desde la distribucién
normal, ¢, y Skew Normal. El error de mediciéon €; fue simulado desde una ¢, multivariada
con parametros ¢ = 1 y 7 = 0.4. Los resultados fueron obtenidos desde 10000 simulaciones.

Normal

ty

Skew Normal

2

5

20

2

5

20

2 ) 20

LRT

100
500
1000

23.73
36.71
44.79

27.00
39.91
47.50

26.93
35.01
41.47

24.22
37.07
44.90

27.45
40.02
47.86

27.60
35.14
41.24

23.99 27.27
36.42  40.46
44.76  48.20

26.55
35.29
41.62

Wald

100
500
1000

22.97
36.34
45.23

27.49
40.61
48.32

29.94
37.12
43.01

22.93
36.77
45.17

28.17
40.61
48.67

30.46
37.70
42.63

22.95 2797
36.43 41.41
44.74  48.82

29.47
37.55
42.96

Score

100
500.
1000

20.90
35.45
44.04

22.47
37.82
46.17

20.35
31.86
38.93

21.24
35.81
44.24

22.61
37.64
46.42

21.18
31.98
38.91

20.87 22.68
35.36  38.36
44.00 46.75

19.95
32.12
39.21

Gradiente

100
500
1000

20.97
35.71
43.73

24.35
38.47
46.53

23.96
33.88
40.29

20.80
35.80
44.07

24.79
38.78
47.04

24.68
34.00
40.20

20.81 24.22
35.56  39.12
43.64 47.37

23.43
33.89
40.41
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Tabla 2.3: Nivel de significancia empirico al 5% de los tests LRT, Wald, Score y Gradiente
para la hipétesis Hy : ¢ = ¢g. Las muestras x; fueron generadas desde la distribuciéon normal,
t, v Skew Normal. El error de medicién €; fue simulado desde una Normal multivariada con
parametro ¢ = 1.5. Los resultados fueron obtenidos desde 10000 simulaciones.

Normal ty Skew Normal
P 2 5 20 2 5 20 2 5 20

LRT 100 | 5.92 6.70 10.82 | 548 6.73 10.41 | 5.77 6.57 10.64
500 | 493 546 6.16 | 5.13 5.25 6.10 | 5.09 5.13  6.02

1000 | 5.31 546 558 | 5.09 482 537 | 506 5.09 5.68

Wald 100 | 773  7.93 1212 | 790 8.00 11.69 | 7.45 7.87 11.81
500 | 540 570 6.29 | 534 544 635 | 554 545  6.20

1000 | 548 5.71  5.65 | 5.36 5.03 542 | 527 524  5.82

Score 100 | 5.24 6.10 10.14 | 448 599 9.84 | 5.07 5.89 10.08
5000 | 4.86 5.35 6.06 | 5.02 5.19 598 | 495 511  5.88

1000 | 5.34 543 547 | 492 4.7 530 | 492 5.06 5.59
Gradiente 100 | 5.24 6.10 10.14 | 448 599 9.84 | 5.07 5.89 10.08
500 | 486 535 6.06 | 5.02 5.19 598 | 495 5.11  5.88

1000 | 5.34 543 547 | 492 476 530 | 492 5.06 5.59
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2.7. Aplicaciones

2.7.1. Datos de capacidad vital

Para ilustrar el desempeno del modelo propuesto, se aplica a un ejemplo practico en el
ambito de deteccién clinica presentado en Barnett (1969). Uno de los instrumentos es estdndar
utilizado por un operador calificado, mientras que otro instrumento mas portatil, mas facil de
operar y algo mas econémico es utilizado por el mismo operador calificado y otro no calificado.
En esta aplicacién son comparados las cuatro combinaciones de instrumento-operador para
la capacidad pulmonar con el fin de evaluar la precisién y calibracién de los instrumentos
(r =4, p=3conj =1, 2, 3). En un grupo homogéneo de 72 pacientes (n = 72 con
i=1, ..., 72) y los datos son analizados en base al modelo estructural lineal propuesto. Los
valores estimados de 8 = (sz a’, Bh, ¢, gb) proporcionan las medidas de sesgo y calibraciéon
de los instrumentos. En este conjunto de datos se asume la consistencia de la medicién para
un paciente en un instrumento dado (no hay replicas o medidas repetidas por paciente). En
la Figura 2.3 se muestran las graficas de dispersion y sus respectivas graficas Bland-Altman
para las tres versiones del instrumento/operador contra el estandar. Notar como en Y; y Y3 se
alejan de X mostrando diferencias por sobre cero. En la Tabla 2.4 se presentan los estadisticos
descriptivos de los datos de la aplicacién. Marginalmente la normalidad es rechazada para las
cuatro variables cuando se usa el test de Shapiro-Wilk (datos no mostrados). Sin embargo,
los test de Mardia de asimetria y curtosis no rechazan la normalidad multivariada.

Tabla 2.4: Estadisticos descriptivos del conjunto de datos Capacidad Vital en Barnett (1969).

Variable Media Matriz de Covarianza Asimetria  Curtosis Mardia
X 2246 592519 0.49 2.63 | Asimetria
Yi 2175 581453 627554 0.65 2.65 28.06
Y, 2148 640222 682229 799034 0.51 2.50 Curtosis
Ys 2102 605301 646178 736832 731657 0.47 2.37 1.18

En la Tabla 2.5 se presentan los EMV de 6. La bondad de ajuste se verifica en la Figura 2.4
donde el Q-Q plot indica un ajuste satisfactorio y las distancias de Mahalanobis estarian cerca
del percentil 95 %. Al evaluar la hipdtesis de insesgadez para cada instrumento (Hp : aj = 0
y Hy : B; = 1 por separado) usando el estadistico de Wald se tiene que solo en el primer
instrumento (j = 1) no se puede rechazar la hipdtesis (Z,,—0 = —1.77 y Zs,—1 = 1.15). Este
resultado también puede comprobarse al observar como el instrumento que mas se ajusta a
X es el primer instrumento tanto en la grafica identidad como en la de Bland-Altman. El
coeficiente de correlacién de concordancia se presenta en la Figura 2.5 y en la Tabla 2.6. Como
era de esperarse el primer instrumento es el que mas acuerdo logra con el estandar. Notar
como los intervalos de confianza con el método Bootstrap proporcionan bandas asimétricas.
La Probabilidad de acuerdo marginal fue calculada para tres valores de tolerancia c; =
300, 350,400 en la Tabla 2.7 y la Figura 2.6. Nuevamente el primer instrumento logra el
mayor acuerdo a los tres niveles de tolerancia c;.
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Figura 2.3: Diagramas de dispersion y graficas de Bland-Altman para el conjunto de datos
Capacidad Vital (ver Barnett (1969)). En el modelo se considera X como el instrumento
estandar empleado por el operador experto, el que es comparado con las combinaciones de
operador-instrumento Y7, Y5 y Y3. Las mediciones corresponden a la capacidad pulmonar de

72 pacientes.
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Figura 2.4: QQ- plot normal con envolvente al 95 % de confianza sobre el ajuste del modelo

~

estructural. En las distancias de Mahalanobis 6;(8), la linea (— — —) representa el percentil
95 % de una x?(4). Los puntos etiquetados serfan considerados como atipicos.

Tabla 2.5: Estimadores Méximo Verosimiles del modelo estructural Normal multivariado
aplicado al conjunto de datos Capacidad Vital.

Variable EMV SE | Variable EMV SE | Variable EMV SE
[ 2246.11 89 Oz 538315 95419
a1 -183.58 103 51 1.050 0.044 10} 34849 3353
Qo -513.75 110 B 1.185 0.047
(3 -430.75 107 B3 1.128 0.046

— Bootstrap ==+ Método Delta

1.00 1

095 7 -:- -:- -:.

o ? I ) .

| * -~ :

8 0.90 * *
0.85 1
0.80 1

1 2

3

Figura 2.5: Coeficiente de Correlacién de Concordancia y su intervalo de confianza al 95 %
obtenido por el Método Delta y por bootstrap remuestreando 300 replicas. El * corresponde

al valor de la cota inferior

simultanea del CCC.

23



Capitulo 2. Medidas de Acuerdo bajo el Modelo Estructural Normal Multivariado

Tabla 2.6: Coeficiente de Correlacién de Concordancia y su intervalo de confianza al 95 %
obtenido por Método Delta y por Bootstrap remuestreando 300 replicas.

j =1 ] =92 J =3
Bootstrap  0.937 (0.901, 0.957) 0.929 (0.887, 0.951) 0.924 (0.878, 0.951)
Método Delta  0.937 (0.914, 0.960)  0.929 (0.905, 0.952)  0.924 (0.898, 0.951)

— Bootstrap == Método Delta
= ¢=300 c=350 c=400
£ 09 -
= == * 1" =i
S 08 }o Y }; {9 °
. .. - o - Ja
0 0.7 { ¢ \ H : H
e ) { ® ] ) "
g 0.6 !- '
o
® 0.5
€ 04
o 1 2 3 1 2 3 1 2 3

Figura 2.6: Probabilidad de Acuerdo considerando discrepancias ¢; de 300, 350 y 400 con
respecto al operador-instrumento de referencia X. Los intervalos de confianza al 95 % fueron
obtenidos por el método Delta y por Bootstrap remuestreando 300 replicas. El * corresponde
al valor de la cota inferior simultanea de la Probabilidad de Acuerdo.

Tabla 2.7: Probabilidad de Acuerdo considerando discrepancias ¢; de 300, 350 y 400. Los
intervalos de confianza al 95 % fueron obtenidos por Bootstrap remuestreando 300 replicas.

¢; = 300 ¢; = 350 ¢; = 400
0.72 (0.66, 0.79) 0.80 (0.73, 0.86) 0.85 (0.79, 0.90)
0.66 (0.59, 0.73)  0.74 (0.67, 0.80)  0.80 (0.73, 0.86)
0.65 (0.57, 0.75)  0.73 (0.64, 0.82)  0.79 (0.71, 0.88)

W N .
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2.7.2. Datos de terremotos en Alaska

En esta seccién se aplica el modelo estructural (2.1) a las magnitudes de terremotos en
Alaska durante el periodo 1969 a 1978 reportados por la National Oceanic and Atmospheric
Administration’s Hypocenter Data File (Meyers y von Hake, 1976 en Ganse et al. (1983)).
Para 62 terremotos, tres magnitudes son consideradas para las ondas de internas o de cuerpo
(X), para las ondas de superficie (Y7) y para las ondas cercanas (Y2). En la practica, se busca
obtener una estimacion de la magnitud de la onda de superficie a partir de la onda interna,
ya que es mas comun de obtener en terremotos de baja intensidad. Los datos pueden ser
encontrados en Fuller (2006, pag. 57). En la Figura 2.7 se presentan las 62 mediciones de
terremotos, donde la variable X corresponde a la magnitud de la onda interna del terremoto,
notar como Y] se desplazada de la diagonal mas que su contraparte Y3. En la misma Figura
se tiene las gréficas de Bland-Altman donde las diferencias tienden a alejarse de cero en el
primer instrumento y en ambos se observa cierta tendencia en los datos. En la Tabla 2.8 se
presentan los estadisticos descriptivos donde los instrumentos se presentan simétricos pero
con curtosis menor a 3. Sin embargo, el test de Mardia de asimetria y curtosis multivariada
indica que no se puede rechazar la normalidad multivariada.

Tabla 2.8: Descriptivos del conjunto de datos Terremotos en Alaska.

Variable Media Matriz de Covarianza Asimetria Curtosis Mardia
X 521 0.212 0,12 2.21 | Asimetria
Y 5.08 0.267 0.619 0,31 2.56 15.28
Y> 524 0.226 0.406 0.405 0,44 2.72 Curtosis
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Figura 2.7: Diagramas de dispersion y graficas de Bland-Altman para el conjunto de datos
Terremotos en Alaska.
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En la Tabla 2.9 se presentan los ajustes y error estandar de los EMV de 6. Al inferir sobre
la insesgadez de los intrumentos, se tiene que en todos se rechaza Hy : o =0y Hy: B =1
cuando son tratados separadamente. En la Figura 2.8 se presentan el Q-Q plot normal y las
distancias de Mahalanobis para verificar la bondad de ajuste del modelo. El envelope indica
que la suposicion de normalidad multivariada puede ser poco préactica para este conjunto
de datos, lo que lleva a buscar una distribucién mas robusta. En la grafica de distancias de
Mahalanobis se presentan 3 datos influyentes 28, 54 y 60, que corresponden a valores minimos
de X o Yi, o bien al maximo de Y5.

28
3 b4 °
» [ 3
S 2 4 15 54
= - °
= ¥
g 1 L4 t 60
[0} ’ <@ 10 [ ]
»w 0 o =
% r’ o ______;;_3.__'
% -1  _ 5 °
3 P 5.0,, ° %2 o. [ ]
g 2 P L1 [4 rd
o & o
3 -7 0- .;0.0 i “ 0.
2 1 0 1 2 0 20 40 60
Quantiles tedricos Indice

Figura 2.8: Q-Q plot normal con envelope al 95% de confianza para el ajuste del modelo
estructural al conjunto de datos Terremotos en Alaska. En las distancias de Mahalanobis
;(0), la linea (— — —) representa el percentil 95% de una x*(3). Los puntos etiquetados
serfan considerados como atipicos.

Tabla 2.9: Estimadores maximo verosimiles del modelo propuesto sobre los datos de terre-
motos en Alaska.

Variable EMV SE | Variable EMV SE | Variable EMV SE
fl 5.51  0.059 b 0.14 0.037
a1 -5.05 1.149 By 1.94 0.220 ) 0.08 0.010
o -2.66  0.955 Bs 1.52  0.183

Tras detectar a los casos 28, 54 y 60 como influyentes usando las distancias de Mahalanobis
(Figura 2.8) se ajusta el modelo excluyéndolos. En la Tabla 2.10 se presenta el ajuste a los
datos obteniendo estimaciones mas precisas mejorando tanto en los valores de verosimilitud
y AIC.

En la Tabla 2.11 y en la Figura 2.9 se presentan los CCC y sus intervalos de confianza
al 95% calculados usando bootstrap y el método delta. De ellos se deduce que Y5 tiene
un C'CC més alto pero no significativamente distinto a Y;. En la Figura 2.10 se presenta
la probabilidad de acuerdo y sus respectivos intervalos de confianza a 95% de cobertura
individual usando Bootstrap y el método delta para las dos mediciones usando tres valores de
tolerancia ¢; = 0.3,0.4, 0.5 los cuales se interpretan como las distancias | X —Y}| para j = 1, 2.
Nuevamente un mayor acuerdo se produce entre la magnitud interna X y la magnitud cercana
Y5. El error estandar tiene a estar sobrestimado con el método delta para Y7, mientras que para
Y5 ambos métodos presentan intervalo de confianza similares. En la Tabla 2.12 se presentan
los valores de ambos métodos de intervalos de confianza.

26



Capitulo 2. Medidas de Acuerdo bajo el Modelo Estructural Normal Multivariado

Tabla 2.10: Comparacion entre los ajustes a datos completos y al excluir los casos influyentes:

28, 54 y 60.
Todos los Casos excluidos
casos 28-54-60
. 5.21 (0.059) 5.23 (0.057)
an -5.05 (1.149) -5.52 (1.071)
Qo -2.67 (0.955) -2.41 (0.841)
/31 1.94 (0.220) 2.02 (0.204)
Ba 1.52 (0.183) 1.46 (0.160)
% 0.14 (0.037) 0.13 (0.034)
QAS 0.08 (0.010) 0.06 (0.008)
loglik -109.07 -85.08
AIC 232.14 184.17
— Bootstrap ==+ Método Delta
0.7 ;
o H
8 . :
0.6
* -
Y1 Y2

Figura 2.9: Coeficiente de correlacién de concordancia (CCC). Intervalos de confianza usando
Bootstrap con 300 réplicas y usando el método delta. El * corresponde al valor de la cota
inferior simultanea del C'CC.

Tabla 2.11: Coeficiente de Correlacién de Concordancia y su intervalo de confianza al 95 %
obtenido el Método Delta y por Bootstrap remuestreando 300 réplicas.

j=1 j=2
Bootstrap 0.641 (0.533, 0.708)  0.679 (0.569, 0.773)
Método Delta  0.641 (0.529, 0.753)  0.679 (0.582, 0.776)
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— Bootstrap == Método Delta

c=0.3 c=0.4 c=0.5

o = 1
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Figura 2.10: Probabilidad de Acuerdo considerando discrepancias ¢; de 0.3, 0.4, y 0.5. Los
intervalos de confianza al 95% fueron obtenidos por el Método Delta y por Bootstrap re-
muestreando 300 replicas. El x corresponde al valor de la cota inferior simultdnea de la

Probabilidad de Acuerdo.

Tabla 2.12: Probabilidad de Acuerdo considerando discrepancias ¢; de 0.3, 0.4, y 0.5. Los
intervalos de confianza al 95 % fueron obtenidos por Bootstrap remuestreando 300 replicas.
j C; = 0.3 C; = 0.4 Cj = 0.5
1 0.42 (0.37,0.48) 0.53 (0.47, 0.60) 0.64 (0.57, 0.71)
2 0.50 (0.44, 0.58) 0.63 (0.56, 0.71) 0.74 (0.66, 0.82)

2.8. Discusion y conclusiones

En este capitulo se desarroll6 un modelo estructural Normal multivariado para medir el
acuerdo entre instrumentos incorporando error en las mediciones aplicado a las medidas CCC
y PA.

Desde el enfoque clasico se desarrollaron los EMV de los pardametros del modelo es-
tructural. Mediante el vector de Score y la matriz de informacién de Fisher fue posible
hacer inferencias sobre los pardmetros en particular buscar tests para la hipétesis de interés
Hy: o =0, B =1,y buscar intervalos de confianza mediante el método Delta para las
medidas CCC'y PA.

Aprovechando las propiedades de las distancias de Mahalanobis (d;) bajo la distribucién
Normal multivariada se proponen graficas para verificar la bondad de ajuste y la deteccion
de datos influyentes.

Un estudio de simulacion fue realizado para detectar el nivel de significancia empirico de
la hipétesis Hy : o« = 0,, B = 1, para los test LRT, Wald, Score y Gradiente. Del estudio
se tiene que el test de Wald necesita méas datos (n) para lograr la significancia esperada
a mayor cantidad de instrumentos (p). Los tests LTR, Score y Gradiente obtienen mejores
comportamientos a medida que hay falta de especificacién del instrumento de referencia x;,
o sea cuando su distribucién se aleja de distribuciéon Normal. Por otro lado, cuando el error
de medicién €; se alejan de la distribucién Normal Multivariada los tests propuestos se alejan
rapidamente del nivel de siginificancia esperado.
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El modelo estructural fue aplicado a los conjuntos de datos de Capacidad Vital (Barnett,
1969) y Terremotos en Alaska (Ganse et al., 1983) mostrando un buen ajuste a supuesto de
Normalidad. El modelo estructural permitié medir el acuerdo entre instrumentos consideran-
do el error de medicién de estos. El método grafico permitié detectar datos atipicos en el
conjunto de datos Terremotos en Alaska.

La estimacién e inferencia fueron implementadas en rutinas de R las que son detalladas

en el Apéndice C.
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Capitulo 3

Medidas de Acuerdo bajo el Modelo
Estructural ¢, multivariado

El objetivo de este capitulo es derivar las medidas de acuerdo: Coeficiente de
Correlacién de Concordancia (CCC) y Probabilidad de Acuerdo (PA) desde un
Modelo con Error en las Mediciones (MEM ) bajo una distribucién ¢ multivariada
para los errores de mediciéon. Los MEM se han aplicado en gran medida en
areas donde los predictores contienen error en su medicién y en la comparacion
de instrumentos. Tradicionalmente, estos modelos se han desarrollado bajo el
supuesto de normalidad, por lo que extender el modelo a la distribucién ¢ seria
una opcién valida ya que admite colas mas pesadas que la Normal y permite
estimaciones robustas frente a datos atipicos. Se propone el algoritmo EM para
la estimacion maximo verosimil de los pardmetros y se describen herramientas
graficas para la deteccion de observaciones atipicas y la bondad de ajuste del
modelo. A modo de ilustracién, se comparan las medidas de acuerdo bajo las
distribuciones Normal y ¢ multivariada en la comparacion de instrumentos y en
datos del tipo financiero.

3.1. Introduccion

En estadistica, el uso de la distribucién Normal tiene una utilidad en una variedad de
modelos. Sin embargo, la distribucién Normal no es capaz de modelar colas pesadas hacien-
dola vulnerable a la presencia de datos atipicos u outliers. En la practica es comin detectar y
descartar los datos atipicos, lo que produce sobreajuste y errores estandar pequenos, ya que
la inferencia realizada no captura el proceso de descarte (Lange et al., 1989). Varios métodos
se han propuesto para manejar la presencia de datos atipicos y algunos de estos conforman
la Estadistica Robusta (Huber, 2009).

A continuacién se presentan algunos enfoques presentados en Huber (2009, pag. 8).

= Los métodos resistentes son aquellos donde la estimacién de un estadistico es insensible
a pequenos cambios en la muestra en general o insensible a grandes variaciones en
algunas observaciones.
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= Los métodos robustos que consideran proteger la inferencia contra desviaciones de los
supuestos. En especial aquellas desviaciones que estan cerca o bajo los limites de de-
teccion.

= Los métodos diagndstico que buscan identificar desviaciones a las suposiciones. Por
ejemplo, la deteccion de datos atipicos es un método diagnéstico, ya que ayuda a separar
los errores gruesos de la estructura principal subyacente. En este caso, los datos atipicos
son revisados con un experto en la toma de datos.

Al igual que en capitulo anterior, donde se desarrollé un Modelo con Error en las Medi-
ciones (MEM) bajo la distribucién Normal Multivariada, en este capitulo se busca mejorar
la suposicion de normalidad con el uso de distribucion ¢ multivariada.

La distribucién ¢ multivariada cuenta con un parametro que permite modelar la curtosis
de los datos e incorporar en el modelo a los datos atipicos (Lange et al., 1989). Manteniendo
el método de estimacion maximo verosimil pero incorporando errores no-normales se logra
una regresion robusta a datos atipicos.

El modelo propuesto en este capitulo busca complementar los trabajos realizados previa-
mente. Stevens et al. (2017) en la evaluacién de la Probabilidad de Acuerdo en un disefio
con réplicas incorporado un MEM y el supuesto de normalidad multivariante. La estimacion
de la Probabilidad de Acuerdo (PA) bajo el enfoque Bayesiano realizado por de Castro y
Galea (2021). Ademads, extender el supuesto de normalidad aplicado por Lin (1989) para el
Coeficiente de Correlaciéon de Concordancia (CCC).

La distribucién ¢ empleada consiste en una reparametrizaciéon que permite mejorar en
interpretabilidad pero que se limita a la existencia de los dos primeros momentos. Esta
reparametrizacién ha sido utilizada por Leal (2016); Leal et al. (2019) en el estudio del CCC.
El modelo propuesto complementa dicho estudio al incorporar el error de las mediciones.

El objetivo de este capitulo es evaluar las medidas de acuerdo: CCC'y PA considerando el
Modelo con Error de Medicién en su version estructural bajo la distribucién ¢, multivariada.

3.1.1. Distribucién ¢, univariada

Una variable aleatoria Z tiene distribucién ¢ univariada con v grados de libertad si su
densidad de probabilidad es

L T{(v+1)/2} 2\ 7T
) = =TT ) (” > |

Se tiene que E(Z) = 0 cuando v > 1y la var(Z) = ~*; cuando v > 2. Esto implica que para
la existencia de los dos primeros momentos se necesita restringir el espacio paramétrico en
v > 2. Para mejorar en interpretabilidad se busca que la varianza no dependa de v y para ello
se realiza la siguiente transformaciéon v — 1/ny Z — Z//1 — 27. De este modo se obtiene
una distribucién ¢, con un espacio paramétrico restringido de n € (0,1/2) con tal de asegurar
los dos primeros momentos. Cuando n — 0 tenemos en el limite la distribucién Normal
estandar. A modo de ejemplo se presenta en la Figura 3.1 algunos valores de n = 0, 0.3, 0.45.
En la figura se nota como las colas en la distribucién ¢, caen mas lentamente que la Normal.

v
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Figura 3.1: Ejemplos de la densidad ¢,, univariada y decaimiento de la cola derecha. Se observa
como se hace més pesada la cola al acercarse n — 1/2. Para la existencia de los dos primeros
momentos 7 € (0, 1/2).

3.1.2. Distribucién ¢, multivariada

La distribucién ¢, multivariada puede ser un tanto desconocida, ya que su contraparte
t, multivariada fue una de las primeras extensiones de la distribucién Normal multivariada.
Algunas aplicaciones y propiedades de la distribucién ¢ multivariada la encontramos en Lange
et al. (1989); Lange y Sinsheimer (1993); Sutradhar (1993); Fiorentini et al. (2003); Kotz y
Nadarajah (2004).

La distribucién ¢, se define sobre un vector de variables aleatorias Z = (Z1,...,7Z,)
cuando su densidad corresponde a

P{(V + 7‘)/2} ’\Il|71/2 (1 N (Z _ M)T\I’fl(z . “))—(V-i-r)/Q |

f(zlp, W, v) = (T(1/2)} T(v/2) /2 y

donde E(Z) = p cuando v > 1y cov(Z) = ¥ = %W cuando v > 2. Notar como la
covarianza no es directamente interpretable entre los grados de libertad v y la matriz W.
Es por esto que tomando la transformacion Z — ﬁz donde n = 1/v se mejora en
interpretabilidad.

La reparametrizacién ¢, multivariada, escrita como Z ~ t,(p, 3, n), tiene como funcién

densidad de probabilidad
f(2) = K (n) [T (14 c(n) 6)" Ve (3.1)

con

c r/21"2L g S
w= ()T TEEE =y a= W e

Algunas propiedades de la distribucién ¢,, multivariada se pueden obtener desde las pro-
piedades de la ¢, multivariada (Kotz y Nadarajah, 2004, Cap. 1), las que se presentan a
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continuacion.
Considere un vector aleatorio Z = (Zy,...,Z,)" con distribucién t, ~ (@, 3, n) cuya
densidad de probabilidad es (3.1) tiene las siguientes propiedades
(i) El vector aleatorio Z independiente a U ~ T <%, %(n))’ tiene como distribucion con-
dicional
Z|\U =u~ N, (s, 3/u)

(ii) ParaU ~ T (i 1 ) se tiene

207 2c(n)

() ) veh

o(

(i1i)) E(Z) =py cov(Z) = X.

(iv) Considere la variable aleatoria § = (Z — u)"X7'(Z — p) y su versién escalada F con
distribuciéon de probabilidad

F:( ! )éwF(r,l/n)

1-2n)r

(v) Transformacion Lineal. Si Z ~ ¢,.(u, 3, 7) y una trasformacion lineal Z* = AZ donde
A es una matriz de dimensién r X ¢ no singular (¢ < r), entonces la distribucién de Z*
sigue siendo ¢, multivariada con parametros

ZF ~t,(Ap, AS AT p).

(vi) Distribucién Marginal. Si Z ~ t, ~ (u,3,n) y Z = (Z1,Z>)" es una particién donde
Z 1 es de dimension r; < r con

_ (M > Y XYoo
H (,u2> Y <212 Yoo/
Sigue que la distribuciéon marginal de cualquier particién Z; mantiene una distribucion

Zl ~ tT1(“’1721177l) (32>

(vii) En el limite de n — 0 se recupera la distribucién Normal multivariada con media p y
covarianza 3.

A modo de ilustracién, en la Figura 3.2 se presentan algunos ejemplos de la densidad ¢,
multivariada en realizaciones de n = 10 muestras, considerando valores de n = 0,0.30,0.45 y

una matriz
» ( 1 (712) 7
019 1
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donde o145 toma los valores 0 o 0.5. Por cada fila de la Figura 3.2 las distribuciones tienen la
misma media y covarianza, pero a medida que crece 7 las muestras se alejan del centro y su
densidad decae més lento (contornos mas separados). Cuando 1 = 0 se recupera la densidad
Normal multivariada y cuando n — 0.5 se obtienen colas més pesadas en la distribucion.

n=0.00 n=0.30 n=0.45
10 1 o
5 fe)
o o S .
0 & 8° 0 o ~
o o o I
o
o)
-5
>i\,_1o-
10 1
o o
5.
Qq
@ Q (o} o ;
0 8o o)
®04 og@ 4 g
o) (o] [4;]
_5 o o)
_10.

10 -5 0 5 10-10 -5 0 5 10-10 -5 0 5 10
Yi

Figura 3.2: Ejemplos de los contornos de la densidad ¢, multivariada. Para cada fila se obtiene
la misma media y covarianza. Cuando 1 = 0 se obtiene la distribucién Normal multivariada
y a medida que n — 0.5 se obtienen colas mas pesadas.

3.2. Modelo estructural bajo la distribucion
t, multivariada
Considere la unidad experimental ¢ = 1,...,n, donde z; corresponde al verdadero valor

(medido sin error), X; el valor observado del predictor z para la unidad experimental i y
considere a Yj; las respuestas observadas en la unidad ¢ para 7 = 1,...,p instrumentos
distintos. Como en Barnett (1969), Shyr y Gleser (1986), Kelly (1984) y Kimura (1992) el
Modelo con Error en la Mediciones (MEM ) multivariado puede escribirse como,

Xi = xi+€i0 (33>

Yij = a;+ 851 + €y, i=1,....n j7=1,...,p
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Como en el Capitulo 2, se usara la siguiente notacion:
T\T T T
ZZ:(X“Yz) y Yi:(Y;;l,...,Y;'p) 7€i:(€i0a€il7"'7€ip) 5

los cuales son vectores aleatorios de dimensién r = p + 1,

o = (CYl,...,CYp)T y /8: (517--'a6p)T7

que corresponden a vectores de parametros de dimension p. Luego, en notacion matricial se

puede escribir,
0 1

= a+bx; + €,
CL—FBI'Z'7

donde @ = (0,a™)”, b = (1,807, B = (b,I,) y r; = (2;,€/)", i = 1,...,n. Donde
usualmente se asume que x; w N(pz, @) independiente de €; w N.(0,0%y),i=1,...,n, con
3y conocido, el que puede ser tomado, sin perdida de generalidad, igual a la matriz identidad
de dimensién r, denotada por I,.

Segun lo revisado en el Capitulo 2, el modelo Normal multivariado asume

iid fo ¢, O
= ((5)(5 1))

Z: N (u, V), i=1,....n

de donde viene

con,
p=a+bu,yV=0pbb +¢I,.

Si bien es sabido que la distribuciéon Normal es adecuada en variadas ocasiones, también
es vulnerable ante la presencia de datos atipicos o datos provenientes de distribuciones de
colas pesadas. Desde Lange et al. (1989), la distribucién ¢ multivariada ha demostrado ser
una alternativa versatil para modelar datos no normales y su implementacion requiere un
bajo costo computacional. En este capitulo, para evaluar el acuerdo entre instrumentos de
medicion cuando las observaciones provienen de distribuciones no normales con colas pesadas,
proponemos utilizar la distribucién ¢, multivariada segin la parametrizaciéon de Sutradhar
(1993) y Lange et al. (1989). Por tanto, como alternativa a la distribucién Normal se asume
que,

Z: ST (w, V,n), i=1,....n (3.4)

donde la funcién de densidad de probabilidad es dada por,

fz(zi70> - |V|_1/29(5Z>7 5@ > O’

donde g(8) = ky () (1+e(n)8) """ ke, (n) = (c(n) /7) 2T ((1+9r) /20)/T(1/20)}, e(n) =
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n/(1-2n),0 <n < 1/2;6 = (z;—p)"V " (2;—p) corresponde a la distancia de Mahalanobis,
parai=1,...,ny 0 = (u,a”, 8", ¢",n)7 con ¢ = (¢,,$)”. La distribucién ¢, ofrece un
entorno mas flexible para modelar las mediciones realizadas por los diferentes instrumentos
de medicion. En esta distribucion se considera a n como un parametro que permite ajustar
la curtosis de la distribucion y proporciona ajustes mas robustos que la distribucién Normal
con un moderado esfuerzo computacional adicional.

3.3. Estimacion maximo verosimil

3.3.1. Funciones score

El logaritmo de la funcién verosimilitud para el modelo (3.4) es dado por
£(0) =) Li(0)
i=1

1 1
donde £;(0) = —1log|V| + log{g(d:)} = logk.(n) — élog V] — %(1 + nr) log(1 + ¢(n)d;)
es la contribucion de la i-ésima medicién a la verosimilitud, con 9; = é{éﬂ — Yo%}, v
0 = (Zi - .U‘)T(zi - “)7 jo = bT(zi - /'l')v T = ¢x/(¢xc + ¢) yc= bTb

La funcién score esta dada por

donde 8;(0) = 0Li(6)/06 = (S, Sis, Sis: Sigsr Sigy Sin)", con

S = WbV z - ),

Sia = wi(0,I,)V (2 — p),
1
Sig = _'Vﬂ‘i‘wig{/vbr(oa-[p)(zi_N>+75i2[<OvIp)(zi_H)_Nmﬂ] — %05 }
| i 52
Sz¢z = §<¢+¢IC> 1{w1¢+;xc _C}a
. 1 ro ”751'22
Se = gt g el b

S = %F&mv—ﬁw»—wdm&+bﬂl+dM&ﬁ,

1+?7r>< c(n)
1

paraizl,...,n,con,wi:< ;

es la funcién digamma.
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3.3.2. Errores estandar asintoticos

La matriz de informacién correspondiente a la funcién log-verosimilitud £(8) es

7(0) =+ > B(S(O)ST (0}

donde la esperanza es tomada sobre la distribucién de cada Z; parat =1,...,n, la que puede
ser estimada por

T=23(5(0)8T0)).

Finalmente, la matriz de covarianzas de 6 puede ser estimada por Z~!/n.

3.3.3. El algoritmo EM

En esta seccion, se muestra el uso del algoritmo EM para la estimacién maximo verosimil
de 0. En efecto, siguiendo la sugerencia de Pinheiro et al. (2001), se introduce la distribucién
t, multivariada en el modelo estructural definido en (3.3), considerando la siguiente estructura
jerarquica

Z;| xi,u; ~ Ny(a+ bx;, u; ' ¢I,)
il ui ~ N(pg, u; " @)
u; ~ G(a,b), i=1,...,n (3.5)

donde a = 1/(2n) y b = a — 1. En este caso se puede tratar las variables aleatorias z; y u;
como datos faltantes, asi los datos completos seran {(Z;, x;,u;), i =1,...,n}.

La log-verosimiltud de los datos completos basada en la representacién jerarquica (3.5)
esta dada por

Ec(g) - ‘Cl(aa /Ba ¢) + ‘CZ(IUJH ¢z) + ‘CB(a')a (36)
donde
El(a,,@, gb) = Z {Cil — glogqb — ;—;(zz —a— bCCZ‘)T(ZZ‘ —a— bZL‘Z)},

=1

- 1
- Z {en — glog ¢ — %[ul(zz —a)"(z; — a) — 2uzi(z — a)"b+ wa}b b},
i—1

L (:u:ra ¢x) = G2 — 5 lOg (bz — o (33'1 o M1>2 )

- 1 1
= Z {Cig — 5 log st — ﬁ(uzﬂﬁf — 2ul:1:,ux + ului)},
i=1 x

L3(a) = Z {cis —logT(a) + alog(a — 1) + alogu; — aw;},
i=1
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donde las constantes {(¢;1, 2, ¢i3), @ =1,...,n} no dependen de los parametros.
Los EMV de a, B y ¢ son obtenidos maximizando L;(a, 3, ¢). Para buscar estos es-
timadores, se deriva parcialmente £;(a, 3, ) con respecto a a, B y ¢, para buscar donde

se hacen cero. Suponga que las variables de mezcla latentes {uy,...,u,} v {z1,...,2,} son
observables. Las derivadas parciales seran

L Zuz z_a_wz/6>

L (v, B, §)
1T = gzuliﬂz(Yl -« —1’1,6)

M ! Z{ —u;(zi — a —ba;)" (zi —a —br;) — 7}

Haciendo cero estas derivadas se obtiene,

Q ?u - :Z‘uﬁ7

B = SQ:Y/Sm:u

b = 1 i {ui(zi — a)"(z; — @) — 2uw;(2; — a)"b+ u;z7b" b} (3.7)
rn 4

donde Y, = > WY/ Z?:l Uiy Ty = D iy Ui/ Zz iy Sey = 00w — T,) (Y —
Y,) =Y wr;Y;—nuz,Y ,, Su =D oy uz(ml Ty)? =D wxi—nuTiyu=y ., u/n.

Similarmente,

LL’

8»CQ (Mm7 ¢$) o
Olhy n Z ui(

a£2(/~5m7¢z) 2 2
= —(wixy — 2ux g + uipy) — 1y,
9, 2@;{@( o+ it) = 1}

igualando a cero se obtiene
My = jua

Finalmente

8£3(a) - - a
94 _Z{a__l+10g(a—1)—w(@)+10gui—uz}, para a > 1,

=1
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igualando a cero se obtiene
a 1 «
— +log(a—1) — ¢(a) + - ;{log w —u;p =0, (3.9)

el que puede ser resuelto por algin método iterativo y 1(a) denota la funcién psi, que puede
ser aproximada por

1 1
~ 1 - — — .
vla)mloga =50 = 50
Sin embargo, los estimadores obtenidos en (3.7), (3.8) y (3.9) dependen de u;, log u;, u;x; y
u;x? parai = 1,...,n las que son no observables. En el Paso-E del algoritmo EM, la esperanza

condicional de la funcién de verosimilitud completa, (3.6), dado los pardmetros estimados y
los datos observados debe ser calculada. La funcion resultante es llamada @Q-funcién. Suponga
que se tiene en el paso k, donde la ()-funcién esta dada por

Q(0;0") = E{L.(016"; 21, ..., z,)}.

En el Paso-M, se maximiza esta nueva funcion objetivo para obtener estimaciones actuali-
zadas de %Y, Se puede ver que es equivalente a actualizar w;, logu;, u;z;, y w;z? para
i=1,...,n, en la funcién de log-verosimilitud completa (3.6), por sus estimaciones condi-
cionales wy; = E(u40, 2;), wy = E(logu;|0, 2;), wiz = E(w;2;]0, 2;), y wis = E(u;2?]0, 2;),
respectivamente. En cada paso, los primeros tres momentos puede ser facilmente derivados
desde la distribucién condicional de u dado Z = z (Kotz y Nadarajah, 2004, sec. (1.2)). En
efecto, usando los resultados de Leal (2016, pdgs. 122-123), estas cantidades estdn dadas por

la ecuacién (3.10),
- ()

1+rn 1+ ¢(n)d;
wy = w( ) ~log <—) (3.10)
21 2¢(n)
parai=1,...,n.
Para el calculo del otro momento condicional w;3 vy w;4 parat = 1,...,n se necesita de los

siguientes resultados, los cuales siguen desde algunas propiedades basicas de la distribucion
Normal multivariada y alguna algebra para simplificar.

Lema 1. Sea Z|z,u ~ N,(a+bx,u™'¢I,), Z|u ~ Ny(a+bug, u'V) y z|u ~ N(pz, v ¢,),
entonces

Pz
¢zC+ ¢

Lema 2. Sea g; y g» funciones de u y x respectivamente. Entonces,

E(gi(w)ge(z)z) = E{E[gi(u)g(z)|z,ul|z},
= E{g1(v)E[g:(x)|z, ul}.

x|z, u~ N(ug +90" (2 —a — bu,),u"¢y), donde = y c=b"b.
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Usando los resultados anteriores, sigue que

wis = wi{ps + WbT(Zi —a—byug)},
Wiy = ¢y + win{pe + VbT(zz‘ —a— b,ux)}gy (3.11)

parai=1,...,n. Asi, en la iteracion k del algoritmo EM se obtiene el EMV de @ dado por
~(k
Paso-E Dado 6 = 0( ), usando (3.10) y (3.11) calcular w;y, w;o, wis y wiy parai=1,... n.

Paso-M Use (3.7), (3.8) y (3.9) para actualizar los pardmetros estimados y obtener un nuevo
~(k
estimador 9( H).

A~ (k+1 A~ (k ~ ~ (k+1
Criterio de convergencia Si HO( _ gl )H < ¢ para y fijar 0 = 0" Sino k — k +1y
volver al Paso-E. Valores tipicos para la constante € son 10™* o0 1076,

3.3.4. Test de hipdtesis

En el contexto de andlisis de instrumentos los coeficiente a y 3 son de principal interés, es
por esto que se enfocara en algunas hipdtesis sobre estos pardametros usando el Test de Razén
de Verosimilitud (LRT por sus siglas en inglés). Especificamente se considera la siguiente
hipétesis

Ho : o = Op, ,8 = 1p
El LRT esta dado por R B
LRT =2{L(0) — L(O)}

donde 8 es el estimador maximo verosfmil bajo la hipétesis nula. En efecto, bajo Hy se
simplifica el algoritmo EM,

n

7 T T 2
O =— E {uizi zi —2uxiz; 1, + uixir} ,
i=1

mientras que fiy, ¢, usando (3.8) y 77 empleando (3.9) y se actualizan u;, log u;, u;r; y u;x? en
el paso E por sus estimaciones condicionales w;; y wys (3.10), w;3 y wiy (3.11) respectivamente
bajo Hy: ¢ =0,y B =1,.

3.4. Bondad de ajuste

Cualquier andlisis estadistico debe incluir algtin indicador del ajuste a los supuestos del
modelo. Siguiendo a Lange et al. (1989), se usard la distancia de Mahalanobis para evaluar
el ajuste al modelo propuesto. En efecto, la variable aleatoria

1 0;
‘ (1—277) r (r, /7])» ! ’ b
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sigue una distribucién exacta. Sustituyendo por el EMV tenemos F, = E(é), que tiene
asintoticamente la misma distribucion que F; parat=1,...,n.

Usando la férmula de Paulson (Johnson et al., 1994, pag. 337), basada en la aproximacion
de Wilson-Hilferty, se obtiene que

2 - 2
1__77 F¢1/3_ 1=
. 9 9r

z; = , 1=1,...,n

)
2n 2/3 2
9 }71 + 9r

aproxima a la distribucion Normal estandar. Esta aproximacion es notablemente precisa para
1/n > 10. Asi, un Q@Q-plot Normal de las distancias transformadas {z, ..., 2} puede ser usa-
do para evaluar el ajuste del modelo estructural bajo la distribucién ¢, multivariada. Cuando

n = 0 las distancias transformadas son simplificadas 2 = {Fil/ S (1—2/9r)}/\/2/9r v pue-
den usarse para evaluar el ajuste del modelo estructural bajo la suposicién de normalidad.
Adicionalmente las distancias de Mahalanobis pueden ser usadas para la deteccion multiva-
riada de datos atipicos. En efecto, valores por sobre los valores esperados en Fi, 1=1,...,n,
identifica a casos atipicos (Lange et al., 1989).

Alternativamente, se pueden usar los residuos cuantiles 7, ; propuestos por Dunn y Smyth
(1996) para obtener residuos normales. En este modelo se tiene r,; = ®~!( F(-)), donde
F(-) es la funcién de distribuciéon F' con r y 1/n grados de libertad y ®(-) es la funcién de
distribucién acumulada de una Normal estdndar. Asi la distribucién de r,; converge a una

normal estandar si 6 es estimado consistentemente.

3.5. Medidas de acuerdo

Una de las aplicaciones del modelo estructural multivariado (3.3) es la comparacién de
instrumentos de medicién. La comparacién de instrumentos de medicién es necesaria para
evaluar estadisticamente la equivalencia entre instrumentos cuando uno de ellos es conside-
rado estandar y los demdas varian en precio, rapidez, eficiencia u otras caracteristicas que lo
hacen competitivo. Tiene especial interés en las dreas de la ingenieria, medicina, psicologia
y agricultura (ver por ejemplo Barnett, 1969; Shyr y Gleser, 1986; Kimura, 1992; Dunn,
2009; Carstensen, 2010; Lin et al., 2012; Choudhary y Nagaraja, 2017). El principal interés
es comparar diferentes maneras de medir la misma cantidad desconocida x en un grupo de n
unidades experimentales. En este contexto x; es el verdadero valor de la cantidad desconocida
x correspondiente a la unidad experimental 7 y Y;; la medida observada de x obtenida con el

instrumento j en la unidad experimental ¢, 2 =1,...,ny j=1,...,p. También se considera
que un instrumento de referencia estd disponible. Sea X; la mediciéon de x obtenida por el
instrumento de referencia x para la unidad experimental i con i = 1,...,n. Esta seccién se

enfocara en Medidas de Acuerdo entre el instrumento de referencia X y los instrumentos de
medicién alternativos Yi,...,Y).
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3.5.1. Coeficiente de correlacion de concordancia

Sea Z;; = (X;,Yi;)T,i=1,...,nyj=1,...,p. Usando la propiedad (3.2), la distribucién
marginal del vector aleatorio Z;; esta dada por

Zy; N To(py, Vi), i=1....n (3.12)

donde,

_ Moz _ ¢x+¢ 6¢z -
Mj—(aj—i-ﬁjﬂx)’ Vf‘(ﬁjqu qsxﬁ?w)’ pars J=1....p

Un medida para cuantificar el grado de acuerdo entre las variables X y Y; corresponde al
Coeficiente de Correlacién de Concordancia (CCC') (Lin, 1989; Choudhary y Nagaraja, 2017).
En este trabajo toma la forma

T @14 B7) + 20 + (0 + pa(B5 — 1))

(3.13)
para j =1,...,p. Notar quesi o; =0y 3; =1, para j = 1,...,p entonces p; = ¢, /(¢r + ¢).

3.5.2. Probabilidad de Acuerdo

Otra medida para cuantificar el grado de acuerdo entre instrumentos de medicién es la
Probabilidad de Acuerdo (PA) presentada en Barnhart et al. (2007) y Stevens et al. (2017).
Sea x el verdadero valor del instrumento de referencia, entonces se define la Probabilidad de

Acuerdo como
Yi(x) = P(|Y; — X| <¢lz), j=1,....p

donde ¢; > 0 es un nivel de tolerancia aceptable definido por el experimentador. Ademads,
desde (3.12) la Probabilidad de Acuerdo toma la forma de

donde O (x) denota la funcién de distribucién acumulada de la distribucién ¢ evaluada en «

paraj=1,...,p.
Similarmente, se puede definir la Probabilidad de Acuerdo marginal como

¢ —a; — (B — 1)/@) B ¢>T<_Cj —a; — (B — 1)Ma:)
V(B = 1)2¢, +2¢ V(B =16 +2¢ 7

para j =1,...,p. Notar quesi a; =0y ; = 1 para j = 1,...,p entonces ambas Probabili-
dades de Acuerdo coinciden.

%:P(Wj—X\SCj)Z‘I’T(
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3.6. Aplicaciones

3.6.1. Robustez del modelo ¢, multivariado ante datos atipicos

Esta aplicacion tiene como objetivo revisar la robustez del modelo estructural frente a
datos atipicos u outliers. Considere un conjunto de datos con n = 50 observaciones, un
instrumento estdndar X y uno alternativo Y; (p = 1). Considere los siguientes parametros
para la generacién de las muestras p, =0, a1 =0, 51 =1, ¢, = 1y ¢ = 1. En la Figura 3.3 se
presenta una realizacién donde el mayor dato en X es contaminado desde A =0,...,15. El
modelo estructural se ajusta simultaneamente bajo las distribuciones Normal y ¢, segun se van
contaminando los datos. Asumiendo la distribucion ¢, el ajuste se muestra més robusto ante la
contaminacion de los datos difiriendo levemente con el ajuste a los datos sin contaminar. En la
Figura 3.4 se presentan el Coeficiente de Correlacién de Concordancia (p;) y la Probabilidad
de Acuerdo (1;) segun el grado de contaminacién A. Hasta A < 5 se tiene que ambos
modelos mantienen valores similares en ambas medidas de acuerdo debido a que ¢ absorbe la
contaminacién. Cuando se tiene A = 1.5 el conjunto de datos se acerca mas a la normalidad
multivariada.

A Contaminado ® original // Normal ¢" ty " Original

201

50

Figura 3.3: Efecto de la contaminacién de un dato en la estimacién de las medidas de acuerdo
bajo el modelo estructural.

— Normal =---- 14 — Normal ==--- t,

0.01 . . . 0.0 . . .
0 5 10 15 0 5 10 15
A A
Figura 3.4: Efecto del grado de contaminacién (A) en el Coeficiente de Correlacion de Con-

cordancia (p;) y en la Probabilidad de Acuerdo (¢1) con ¢; = 0.5.
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3.6.2. Conjunto de datos Chipkevitch et al. (1996)

El conjunto de datos de Chipkevitch et al. (1996) consiste en las mediciones del volumen
testicular de 42 adolescentes usando cinco técnicas diferentes: Ultrasonido considerado co-
mo estandar (X), Método grafico propuesto por los autores (Y7), Medida dimensional (Y5),
Orquidémetro de Prader (Y3) y Orquidémetro de anillo (Y}). Este conjunto de datos fue
analizado en el area de influencia local, en su aplicacién los datos fueron transformados con
raiz cubica en busca de normalidad multivariada para luego aplicarlo al modelo estructural
Normal multivariado (Galea-Rojas et al., 2002).

En la Tabla 3.1 se presentan los principales estadisticos del conjunto de datos. Las asi-
metrias de Y, y Y, son significativas respecto el cero y las curtosis de las cinco variables
estan dentro de rango de una Normal univariada. Para probar si los datos provienen de una
distribuciéon Normal multivariada se usard el test de Mardia (Rencher y Christensen, 2012,
pég. 108). El test de Mardia rechaza la Normal multivariada, principalmente por asimetria.

Tabla 3.1: Descriptivos del conjunto de datos Chipekvitch et al. (1996). El modelo considera
las mediciones del volumen testicular realizadas a n = 42 adolescentes usando el ultrasonido
como técnica de referencia X y otras cuatro técnicas alternativas: Método grafico propuesto
por los autores (Y;), Medida dimensional (Y3), Orquidémetro de Prader (Y3) y Orquidémetro
de anillo (Y}).

Variable Media Matriz de Covarianza Asimetria Curtosis Mardia
X 10.0 241.6 0.46 2.30 | Asimetria
Y 9.0 201.5 191.6 0.67 3.01 69.26
Ys 9.5 218.1 191.2 2226 0.71 2.98 | Curtosis
Y 11.5 2589 231.9 245.1 309.0 0.63 2.97 1.60
Y, 12.4 247.0 2153 2349 2829 2815 0.73 3.04

En la Figura 3.5 se presentan las gréaficas de dispersién y de Bland-Altman. Visualmente
el método gréfico (Y7) tiende a subestimar la medicién, mientras que el uso del Orquidémetro
de anillo (Y}) lo sobreestima.

A los datos se ajusta el modelo estructural bajo las distribuciones Normal y ¢, multivaria-
da. En la Figura 3.6 y en la Tabla 3.2 se presentan los ajustes utilizando ambas distribuciones.
Es claro como la distribucién ¢, se ajusta mejor a los datos especialmente en las colas. Ambos
ajustes detectan las muestras 22, 31 y 32 como datos influyentes. El aporte de la distribucién
t, es la capacidad de ponderar la contribucién de cada muestra a la verosimilitud mediante
los pesos w;p, en la figura se puede notar como los pesos se reducen a medida que crece F;
(distancia de Mahalanobis escalada). En la Figura 3.7 y en la Tabla 3.3 se presentan las
estimaciones e intervalos de confianza al 95% de la Probabilidad de Acuerdo a tres niveles
de discrepancia ¢; = 3, 3.5, 4. En general bajo la distribucién t, la Probabilidad de Acuer-
do estimada es mas alta y con intervalos mas cortos. Bajo ambas distribuciones el método
dimensional (Y3) es el de mayor acuerdo seguido por el método grafico (Y;) a pesar que vi-
sualmente tiende a subestimar. Los métodos de Prader (Y3) y de anillo (Y;) son los de menor
acuerdo. En la Figura 3.8 y en la Tabla 3.4 se presentan las estimaciones e intervalos de
confianza al 95 % del Coeficiente de Correlacién de Concordancia. Bajo la distribucién ¢, se
producen estimaciones de CCC' un tanto mas altas y mas precisas. Al igual que la PA el
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método dimensional (Y3) es el de mayor acuerdo seguido del método gréfico (Y7). Al asumir
la distribucién ¢, en los errores de medicién, el intervalo de confianza bootstrap del método
grafico (Y1) es mas corto siendo comparable con el método Prader (Y3). Desde los resultados

comparados se encuentra un mejor ajuste utilizando la ¢, permitiendo obtener estimaciones
mas precisas de la PA y el CCC.

10 15 20 25

N L O
] ° %" o
X80 00 ..
‘~ ® o o
41 Be® e @

Figura 3.5: Diagrama de dispersién y graficas de Bland-Altman para el conjunto de datos
Chipekvitch et al. (1996).
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Figura 3.6: Ajuste al conjunto de datos Chipekvitch et al. (1996) asumiendo la distribucién
Normal y la ¢, multivariada. Se puede notar como el ajuste de la ¢, es mas adecuado en las

colas de los datos.

Tabla 3.2: Comparacion de los EMV del modelo estructural bajo la suposicion de Normal
multivariada y ¢, multivariada sobre el conjunto de datos Chipekvitch et al. (1996). Entre
paréntesis un intervalo de confianza del 95 % utilizando la distribucién asintética de los EM V.

Normal

ty

10.08 (8.61, 11.55)
0.11 (-1.01, 1.24)

-0.03 (-1.20, 1.13)
0.07 (-1.21, 1.35)
1.54 (0.30, 2.78)
0.88 (0.78, 0.98)
0.95 (0.85, 1.06)
1.14 (1.02, 1.25)
1.08 (0.97, 1.19)

22.26 (12.16, 32.36)
1.39 (1.09, 1.68)

9.05 (7.57, 10.54)
0.08 (-0.95, 1.11)
-0.22 (-1.32, 0.89)
0.14 (-1.03, 1.31)
1.55 (0.41, 2.70)
0.90 (0.79, 1.00)
0.98 (0.87, 1.10)
1.15 (1.03, 1.27)
1.09 (0.98, 1.21)

23.90 (10.63, 37.17)

1.41 (0.91, 1.90)
0.14 (0.01, 0.28)

-425.22
872.44

-421.12
866.25
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Normal multivariada
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Figura 3.7: Probabilidad de Acuerdo para el conjunto de datos Chipekvitch et al. (1996)
bajo las distribuciones Normal y ¢, multivariadas considerando discrepancias ¢; = 3,3.5,4

con respecto al método de ultrasonido X. El x indica la cota inferior simultdnea para la
Probabilidad de Acuerdo.

Tabla 3.3: Probabilidad de Acuerdo para el conjunto de datos Chipekvitch et al. (1996).

Como discrepancia entre instrumentos se toma c¢; = 3, 3.5, 4.

Normal

j C]‘:3 Cj:3.5 Cj:4

1 0.854 (0.759, 0.940) 0.912 (0.835, 0.972) 0.951 (0.894, 0.989)
2 0.912 (0.823, 0.966) 0.954 (0.886, 0.986) 0.977 (0.930, 0.995)
3 0.796 (0.710, 0.897) 0.868 (0.792, 0.943) 0.919 (0.861, 0.971)
4 0.643 (0.510, 0.754) 0.745 (0.626, 0.839) 0.830 (0.730, 0.903)
t77

j C]’:3 Cj:3.5 Cj:4

1 0.886 (0.815, 0.946) 0.930 (0.879, 0.973) 0.957 (0.920, 0.985)
2 0.922 (0.866, 0.960) 0.954 (0.912, 0.977) 0.972 (0.943, 0.989)
3 0.807 (0.689, 0.888) 0.875 (0.781, 0.929) 0.921 (0.855, 0.959)
4 0.650 (0.528, 0.775) 0.760 (0.656, 0.863) 0.843 (0.764, 0.918)
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Normal multivariada t, multivariada
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Figura 3.8: Coeficiente de Correlacion de Concordancia para el conjunto de datos Chipekvitch
et al. (1996) bajo las distribuciones Normal y ¢, multivariadas. El * indica la cota inferior
simultanea para el CCC.

Tabla 3.4: Coeficiente de Correlacion de Concordancia para el conjunto de datos Chipekvitch
et al. (1996) estimado en los modelos de distribucién Normal y ¢, multivariada e intervalos
de confianza usando el método Delta y Bootstrap.

j=1 j=2 7=3 7] =4

Normal
Bootstrap 0.903 (0.819, 0.948) 0.932 (0.864, 0.960) 0.904 (0.860, 0.932) 0.849 (0.782, 0.889)
Método Delta 0.903 (0.857, 0.949) 0.932 (0.902, 0.962) 0.904 (0.859, 0.949) 0.849 (0.783, 0.916)
ty
Bootstrap 0.918 (0.854, 0.948) 0.941 (0.872, 0.961) 0.908 (0.861, 0.942) 0.857 (0.790, 0.918)
Método Delta 0.918 (0.875, 0.961) 0.941 (0.908, 0.973) 0.908 (0.860, 0.956) 0.857 (0.784, 0.930)
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3.6.3. Mercado de acciones Chileno

En esta seccidon se aplica el modelo estructural a los retornos mensuales de cinco acciones
chilenas. Dichos retornos se consideran como instrumentos, mientras que el Indice de Precio
Selectivo de Acciones (IPSA) serd el instrumento de referencia para el retorno de mercado
chileno. La aplicaciéon tiene por objetivo medir el grado de acuerdo que cada accion tiene
respecto al mercado.

El la Tabla 3.5 se presentan los principales estadisticos univariados y la matriz de varianzas
covarianzas del conjunto de datos. La curtosis en las cinco acciones indica colas pesadas
especialmente en SQMB y ENEL. En general, se observa una asimetria positiva, a excepcion
de ENFEL donde es negativa. Para probar la normalidad multivariante se recurre al test
de Mardia (Rencher y Christensen, 2012, pdg. 108). Ambos estadisticos del test de Mardia
resultaron significativos, por tanto, se rechaza la normalidad multivariada. En la Figura 3.13
se presentan los diagramas de dispersién y las graficas de Bland-Altman. Es notorio como los
datos se alejan de la diagonal especialmente en SQMB y ENEL, mientras que las acciones
que mas se acercan al IPSA serian BSantander y Fallabela.

Tabla 3.5: Descriptivos del conjunto de datos Acciones Chilenas. En el modelo se considera
el retorno del IPSA como instrumento referencia X y el retorno mensual de cinco acciones
como instrumentos Y] a Ys.

Variable Media Matriz de Covarianza Asimetria  Curtosis Mardia
IPSA 0.83% 19.79 0.26 3.45 | Asimetria
SQOMB 1.67% 22.92 93.40 0.58 6.15 270.7
ENEL 0.60% 18.70 17.22 48.21 -0.73 6.25 | Curtosis
FALABELLA 1.13% 21.25 18.13 16.20 48.26 0.52 3.78 21.6
BSANTANDER 0.74% 14.04 13.70 12.33 12.24 30.82 0.31 3.08
LTM 1.60% 27.85 30.53 28.33 25.99 19.17 88.85 0.55 3.81

Inicialmente, se asumen para el modelo estructural las distribuciones Normal y ¢, multi-
variada. La bondad de ajuste a los datos para cada distribucion se muestra en los QQ-plot
de la Figura 3.9. Asumiendo la distribucién Normal se nota una falta de ajuste dado que las
envolventes no logran contener a la muestra especialmente en una de sus colas. Por el con-
trario, la envolvente de la distribucion ¢, logra contener la muestra, gracias a la capacidad de
modelar colas pesadas. Respecto a las distancias de Mahalanobis (6;(8)) y su versién escalada
(F}) la distribuciéon Normal considera como influyentes mas observaciones que la distribucién
t,. A pesar del buen ajuste de la distribucién ¢,, dos puntos son detectados como influyen-
tes, los que corresponden a grandes variaciones del precio de la acciéon. Las observaciones
corresponden a la observacién 70 (jun/2008) donde SQMB sube de valor un 48 % MoM y la
observacién 83 (jul/2009) donde ENEL baja su valor un 36 % MoM. Se continua el andlisis
asumiendo la distribucién ¢, multivariada dada la evidencia a favor.

En la Tabla 3.6 se presentan los EMV y sus respectivos errores estandar. Usando el test
de Wald no se puede rechazar la hipdtesis Hy : a; = 0 para cada j = 1,...,p, mientras
que la hipdtesis Hy : 3; = 1 para cada j = 1,...,p se rechaza en las acciones de SQMB y
LTM. También se rechaza la hipdtesis Hy : 7 = 0, indicando nuevamente que la muestra no
se ajusta a una distribucién Normal multivariada.

Los datos del Mercado de acciones Chileno también fue analizado por Galea et al. (2020)
bajo el modelo CAPM (Capital Asset Pricing Model) y la distribucién ¢, multivariada. A
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Figura 3.9: Bondad de ajuste del modelo estructural asumiendo las distribuciones Normal y ¢,
multivariadas aplicado en Acciones Chilenas. Se puede notar como el ajuste de la distribucion
t, es mas adecuado en las colas de los datos.

pesar de ser un modelo distinto al Modelo estructural de este trabajo, ambos modelos logran
estimaciones similares de o, 3 y n. Por ejemplo, usando CAPM tenemos n = 0.135 y para
el modelo estructural ¢, un 7 = 0.1453.

En la Figura 3.10 y en la Tabla 3.7 se presentan las Probabilidades de Acuerdo. Una
interpretacién para la Probabilidad de Acuerdo en el contexto de esta aplicacion seria la
cantidad de meses en que la diferencia entre el retorno mensual una accién y el IPSA difiere
menos de ¢; % en un periodo de tiempo grande. Por ejemplo, si se emplea una diferencia en
los retornos de un 3% entre SQMB y el IPSA (o sea ¢; = 0.03), tendria que un 32% de
los meses analizados ambos retornos serian similares. Como era de esperar, al aumentar el
nivel de tolerancia c; se tiene que la Probabilidad de Acuerdo aumenta. Si al aplicar una
tolerancia del 5% (o sea ¢; = 0.05) la Probabilidad de Acuerdo solo llega al 60 %, siendo
BSantander la accién de mayor acuerdo con el IPSA. A modo de ejemplo, en la Figura 3.11 se
presenta la Probabilidad de Acuerdo condicional (ecuacién 3.14) para un barrido de valores
de x (medicién sin error) y j = 1 (SQMB). A medida que x se acerca a cero la probabilidad
de acuerdo aumenta y para el caso de ¢; = 0.03 se tiene que el intervalo de confianza se
reduce también al acercarse al cero.

En la Figura 3.12 y en la Tabla 3.8 se presentan los valores del Coeficiente de Correlacién
de Concordancia. Contrariamente a la Probabilidad de Acuerdo y las gréaficas de dispersion
el CCC aparece indicando que en BSantander tiene el CCC mas bajo, esto se debe a que su
Bj es el menor de todos y la férmula del CCC (ecuacién 3.13) se tiene a f3; en el numerador.
El resultado de CCC' es contraintuitivo a las gréaficas de dispersion y a las Probabilidades de
Acuerdo antes calculadas.

50



Capitulo 3. Medidas de Acuerdo bajo el Modelo Estructural t,, multivariado

Tabla 3.6: Estimadores maximo verosimiles del modelo estructural ¢, aplicado en Acciones

Chilenas.

Variable EMV SE | Variable EMV SE | Variable EMV SE
. 0.0059 0.0041 o) 0.0014 0.0014
(o731 0.0018 0.0068 51 1.73 0.1773 ) 0.0031 0.0031
Qo -0.0008 0.0051 Bo 1.13  0.1388 N 0.1453 0.0232
Q3 0.0018 0.0050 3 1.08 0.1388
Gy -0.0009 0.1279 B4 0.78 0.1279
Gs -0.0018 0.1765 Bs 1.89 0.1765
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Figura 3.10: Probabilidad de Acuerdo considerando discrepancias ¢; de 3%, 4% y 5% res-
pecto del retorno mensual del IPSA como instrumento de referencia X. Los intervalos de
confianza al 95 % fueron obtenidos por el método Delta y por bootstrap remuestreando 300
replicas.

Tabla 3.7: Probabilidad de Acuerdo considerando discrepancias ¢; de 3%, 4 % y 5 % respecto
del retorno mensual del IPSA como instrumento de referencia X. Los intervalos de confianza
al 95 % fueron obtenidos por el método Delta.

Cj =0.3

Cj = 04

Cj =05

U W N .

0.320 (0.299, 0.340)
0.337 (0.323, 0.351)
0.337 (0.323, 0.350)
0.335 (0.322, 0.349)
0.313 (0.289, 0.332)

0.415 (0.390, 0.440)
0.436 (0.419, 0.453)
0.436 (0.420, 0.453)
0.434 (0.418, 0.451)
0.407 (0.378, 0.430)

0.503 (0.474, 0.531)
0.526 (0.507, 0.545)
0.526 (0.508, 0.545)
0.523 (0.506, 0.543)
0.493 (0.461, 0.520)
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Figura 3.11: Ejemplo de la Probabilidad de Acuerdo condicionada a x. Para el retorno men-
sual de SQMB se consideran discrepancias ¢; de 3%, 4% y 5% con respecto al al retorno
mensual del IPSA, el que se hace variar en x desde -10% a 15 %.
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Figura 3.12: Coeficiente de Correlaciéon de Concordancia y su intervalo de confianza al 95 %

obtenido por el Método Delta y por bootstrap remuestreando 300 replicas. El * representa
el valor de la cota inferior simultdanea del CCC.

Tabla 3.8: Coeficiente de Correlacién de Concordancia y su intervalo de confianza al 95 %
obtenido por el Método Delta y por bootstrap remuestreando 300 replicas.

Jj=1 Jj=2 Jj=3 j=4 J=5
Bootstrap 0.424 (0.340, 0.469) 0.350 (0.267, 0.411) 0.342 (0.230, 0.430) 0.270 (0.174, 0.347) 0.435 (0.366, 0.494)
Método Delta 0.424 (0.377, 0.470)  0.350 (0.292, 0.407) 0.342 (0.282, 0.402) 0.270 (0.199, 0.340) 0.435 (0.396, 0.473)
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Figura 3.13: Diagrama de dispersion y graficas de Bland-Altman para Acciones Chilenas. En
el modelo se considera el retorno mensual del IPSA como instrumento de referencia X y los
retornos mensuales de las acciones SQM B, ENEL, Falabella, BSantander, LT M como
instrumentos Y] a Y;5 respectivamente.
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3.6.4. Encuesta de Operadores Financieros

El Banco Central de Chile publica quincenalmente la Encuesta de Operadores Financie-
ros (EOF) dirigida a las personas responsables de las decisiones financieras en la industria
bancaria local, administradoras de fondos de pensiones, companias de seguros, corredoras
de bolsa, agentes de valores, fondos mutuos y entidades extranjeras que operan activamente
con Chile. La encuesta consiste en preguntar las expectativas en un horizonte acotado de
tiempo de algunas variables econémicas como la Inflacién (en variacién del IPC'), Tasa de
Politica Monetaria (7PM) y el Tipo de Cambio Délar/Peso. Los resultados de la FOF estan
disponibles en el siguiente enlace del Banco Central

https://www.bcentral.cl/web/banco-central/encuestas-economicas/resultados-anteriores-eof

En esta aplicaciéon es de interés evaluar el sesgo de los encuestados al predecir el tipo
de cambio en los préximos siete dias luego de recibir la encuesta (2do y 4to miéreoles de
cada mes). Los resultados se publican agregados en formato valor/ocurrencia. El modelo
es aplicado sobre 148 encuestas disponibles desde agosto 2013 en las que se consideran el
promedio ponderado (Y7) y la mediana (Y3) como dos instrumentos (p = 2) y el Ddlar
observado (X) como una variable medida con error, ya que es fluctuante intradia.

En la Tabla 3.9 se presentan los principales estadisticos de resumen de la FOF. Tanto la
simetria y la curtosis univariados se encuentran cercanos de la distribuciéon normal. Sin em-
bargo, al considerar el Test de Mardia se rechaza la normalidad multivariada principalmente
a la asimetria multivariada. En la Figura 3.14 se presenta el diagrama de dispersién de las
predicciones del tipo de cambio a siete dias. En la figura se observa que tanto la media pon-
derada (Y1) y la mediana (Y2) son coherentes con el Délar Observado (X'), notar un aumento
de dispersién en valores cercanos a los $700. Una vista temporal de las series es presentada
en el Apéndice D.

En la Figura 3.15 se presentan los Q@Q-plot de bondad de ajuste y las graficas de las
distancias de Mahalanobis 6(8); y su versién escalada F;. El modelo Normal multivariado
se muestra poco flexible para capturar el comportamiento de las colas. Mientras que el mo-
delo ¢, logra un mejor ajuste. En ambos ajustes, las observaciones 128 (22-01-2020), 137
(31-07-2020), 141 (30-10-2020), 107 (28-08-2018) y 134 (09-06-2020) son consideradas como
influyentes. Estas observaciones corresponden desviaciones cercanas a los $20 entre las ex-
pectativas de los operadores y el valor observado siete dias después. A partir de aqui el resto
de los analisis serd bajo la distribucién ¢,, debido al mejor ajuste.

En la Tabla 3.10 se presentan los EMV del modelo estructural bajo la distribucién ¢,. Al
aplicar un test de Wald bajo la hipdtesis Hy : o; =0y Hy : 3; = 1 para j = 1,2 se tiene que
en todos los casos se acepta Hy. Dado que 7 = 0.1453 es mayor a cero entonces se esta en la
presencia de curtosis multivariada mayor a la normal. En la Figura 3.16 y en la Tabla 3.11 se
presentan la Probabilidad de Acuerdo para discrepancias (c;) entre el Délar Observado (X)
y el promedio ponderado (Y7) y la mediana (Y3) de $5, $7 y $10 (¢; = 5,7, 10). Como es de
esperar la PA mejora en la medida que ¢; aumenta. Por ejemplo, dentro en una ventana de
tiempo grande, los operadores se acercaran al valor observado un 89 % de las veces con una
discrepancia de a lo mas +$10. En la Figura 3.17 se presenta la PA condicionada a x para
Yi. En la figura se nota como la PA mejora con ¢; siendo casi plana debido a que &; ~ 0y
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Bl ~ 1 lo que la hace casi insensible al valor de x. A modo de ejemplo, se presenta también
un intervalo de confianza con el método Delta para el caso de ¢; = 5, en la figura se muestra
como el intervalo se agranda a medida que se aleja de p, o los $650. Finalmente, en la Figura
3.18 y en la Tabla 3.12 se presenta el CCC' para cada instrumento. Los valores alcanzan el
0.99 con intervalos de confianza estrechos lo que indica que ambos instrumentos/estadisticos
tienen un alto nivel de acuerdo con el Ddlar observado.

En conclusién el modelo muestra que los datos tienen colas pesadas (17 > 0) y que a pesar
del alto acuerdo de los instrumentos (CCC' cercano a 1) es posible determinar observaciones
influyentes o atipicas principalmente por sobre-estimaciones del valor observado. También,
Probabilidad de Acuerdo pudo ser interpretada como las veces en que los operadores se
acercan a predecir el valor observado a distintos niveles de discrepancia en una ventana de
tiempo grande.

Tabla 3.9: Descriptivos del conjunto de datos Encuesta de Operadores Financieros. En el
modelo se considera el délar observado (X), el promedio ponderado (Y;) y la mediana (Y3)
de las expectativas a siete dias del tipo de cambio contestado por los operadores financieros.

Variable Media Matriz de Covarianza Asimetria Curtosis Mardia
X 654.04 5786 0.187 3.01 | Asimetria
Y 653.50 5677 5626 0.143 2.99 26.07
Y5 653.38 5669 5618 5612 0.151 3.01 Curtosis

-0.41
>‘:700 >‘_\‘7OO
500 600 ;?O 800 900 500 600 ;?0 800 900
x o] %8 -.-.Ié..,' ......
. F
ol SRl
500 622(+7y(1?)/2800 900 500 6?2(+7y():)/2800 900

Figura 3.14: Diagramas de dispersion y gréaficas de Bland-Altman para la Encuesta de Opera-
dores Financieros. En el modelo se considera el délar observado (X), el promedio ponderado
(Y1) v la mediana (Y3) de las expectativas a siete dias del tipo de cambio contestado por los
operadores financieros.
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Figura 3.15: Bondad de ajuste del modelo estructural asumiendo las distribuciones Normal
y t, multivariadas aplicado en la Encuesta de Operadores Financieros. Se puede notar como

el ajuste de la ¢, es mds adecuado en las colas de los datos.

Tabla 3.10: Estimadores maximo verosimiles del modelo estructural ¢, aplicado en la Encuesta
de Operadores Financieros.

Variable EMV  SE | Variable EMV SE | Variable EMV SE
fhz 654 6.08 o 5715 775
aq 7.5 4.67 551 0.9881 0.00722 10} 19.6 2.3
Qo 8.2 4.68 B 0.9867 0.00723 7 0.1234 0.045
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Figura 3.16: Probabilidad de Acuerdo considerando discrepancias ¢; de $5, $7 y $10 respecto
al dodlar observado X. Los intervalos de confianza al 95 % fueron obtenidos por el método
Delta y por bootstrap remuestreando 300 réplicas.
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Tabla 3.11: Probabilidad de Acuerdo considerando discrepancias ¢; de $5, $7 y $10 respecto
al dodlar observado X. Los intervalos de confianza al 95 % fueron obtenidos por el método
Delta.

j Cj =5 Cj =7 Cj =10
1 0.6111 (0.5541, 0.6736) 0.7623 (0.7081, 0.8170) 0.8945 (0.8579, 0.9319)
2 0.6091 (0.5531, 0.6723) 0.7604 (0.7080, 0.8178) 0.8933 (0.8566, 0.9317)
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Figura 3.17: Ejemplo de la Probabilidad de Acuerdo condicionada a z. Para promedio pon-
derado de las estimaciones del dolar a 7 dias (Y]) se consideran discrepancias (c;) de $5, $7
y $10 respecto al dolar observado (X) el que se hace variar sin error desde los $500 a $850.
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Figura 3.18: Coeficiente de Correlaciéon de Concordancia y su intervalo de confianza al 95 %
obtenido por el Método Delta y por bootstrap remuestreando 300 replicas. El * representa
el valor de la cota inferior simultanea del CCC.

Tabla 3.12: Coeficiente de Correlacién de Concordancia y su intervalo de confianza al 95 %
obtenido por el Método Delta y por bootstrap remuestreando 300 réplicas.

j=1 j=2
Bootstrap  0.9965 (0.9951, 0.9976) 0.9964 (0.9951, 0.9975)
Método Delta 0.9965 (0.9954, 0.9975) 0.9964 (0.9955, 0.9974)
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3.7. Discusion y conclusiones

En este capitulo se desarrollaron las medidas de acuerdo PA y C'CC considerando error
de medicion de los instrumentos y asumiendo la distribucién ¢, multivariada para los errores.

La distribucion ¢, multivariada es una opcién razonable a la distribucién Normal Multi-
variada, ya que permite modelar datos atipicos de forma robusta como se presenté en las tres
aplicaciones. Los resultados en la contaminacién de datos muestra como la distribucién ¢, fue
capaz de evaluar las medidas de acuerdo aun con altos niveles de contaminacién. Mientras
que al asumir la distribucién Normal las estimaciones se alejaban de los valores sin conta-
minar (ver seccién 3.6.1). Otra ventaja de la distribucién ¢, es la capacidad de incorporar
una curtosis superior a curtosis fija de la distribucion Normal. En las aplicaciones el valor n
fue significativamente mayor a cero indicando como los conjunto de datos se alejaban de la
Normalidad multivariada.

Al aplicar el Modelo Estructural ¢, multivariado se observé como las estimaciones de PA
y CCC fueron algo més altas y méas precisas que en el modelo Normal multivariado.

Ademas de la distribucién ¢, una familia de distribuciones robustas puede aplicarse como
alternativa a la distribucién Normal tales como la Slash y la Normal contaminada (Lange y
Sinsheimer, 1993), las que podrian ser consideradas en futuras mejoras del modelo.
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Capitulo 4

Conclusiones finales y trabajo futuro

Este capitulo inicia con la presentacion de la aplicacion del Modelo Estructural
a los datos de Monitoreo del Sueno como una de las lineas de trabajo a futuro.
Luego se enumeran distintas propuestas de trabajo que pueden ser desarrolladas
en otras investigaciones. Por 1ltimo, se presentan las conclusiones.

4.1. Monitoreo del Sueno

La aplicacion del modelo estructural a los datos de Monitoreo del Sueno muestra la
necesidad de seguir explorando otras distribuciones que permitan incorporar tanto asimetria
y curtosis multivarida distinta a la distribucién normal.

Se inicia con la descripcién del conjunto de datos y su ajuste bajo el modelo estructural
t, multivariado.

Svetnik et al. (2007) compara dos instrumentos de monitoreo del suefio contra uno ya
establecido como estandar. El instrumento manual X (el que serd considerado de referen-
cia) es comparado contra un monitoreo parcialmente automético Y; y otro completamente
automatico Y. En la Figura 4.1 se presentan los graficos de dispersion y graficas de Blant-
Altman para los tres instrumentos. En la dispersién se aprecia una asimetria respecto a la
diagonal, mientras que en la grafica de diferencias se aprecia una asimetria respecto al pro-
medio. Al menos tres observaciones se alejan notablemente de la tendencia. En la Tabla 4.1
se presentan los estadisticos descriptivos de los tres instrumentos. Los estadisticos univaria-
dos indican un nivel de asimetria y curtosis alejados de la normal. Respecto al supuesto de
Normalidad multivariada para los tres instrumentos, esta hipdtesis es rechazada al emplear
el Test de Mardia ya que sus estadisticos de asimetria y curtosis son altamente significativos.
Por tanto, el conjunto de datos presenta una asimetria y curtosis multivariada alejada de la
normal multivariada.

Al ajustar el modelo estructural ¢, multivariado (3.4) a este conjunto de datos se obtiene
un estimador para n al borde del espacio paramétrico. Luego de 350 iteraciones del algoritmo
EM se obtiene 1 = 0.48898, mientras que la log-verosimilitud se estanca. Respecto al score
asociado a n este fue de 17.13, bastante alejado de cero. Por tanto, el método no llega al
6ptimo siendo evidencia que la ¢, con segundo momento finito no es un modelo razonable
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para este conjunto de datos. En la Figura 4.2 se presenta la bondad de ajuste mediante el
QQ-plot y los valores de las distancias de Mahalanobis escaladas F;. Ambos gréaficos indican
una cierta falta de ajuste en una de las colas y la presencia de al menos cuatro puntos atipicos.

Este conjunto de datos también fue analizado por Leal (2016); Leal et al. (2019) buscando
estimadores del CCC y la PA bajo el modelo ¢, multivariado sin considerar el error de
medicién de los instrumentos llegando a un valor de 7 cercanos a 1/2.

Los resultados indican que aun es necesario buscar otras distribuciones que permitan
modelar datos con asimetria y curtosis distintas a la Normal multivariada.

Tabla 4.1: Descriptivos del conjunto de datos Monitoreo del Sueno. En esta aplicacion se
tiene el método manual X como referencia, el método parcialmente automatico Y; y al
completamente automatico Yo como propuestas.

Variable Media Matriz de Covarianza Asimetria Curtosis Mardia
X 2.55  0.77 -0.23 2.63 | Asimetria
Y; 248 0.72 0.79 0.22 2.94 36.14
Y> 231 0.70 0.73 1.25 0.12 3.85 Curtosis

16.40
R ..'.: ..............
O B L LY
1 (§(+Y1)3/2 )
. ...4..._.......4.....4.. ..............
= 0 ".“"ll.'.“. LY - ST
ottt 1 (i(+yz)3/2 )

Figura 4.1: Dispersién y grafica de Blant-Altman para los instrumentos de monitoreo del
sueno.
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Figura 4.2: Envelope y distancias de Mahalanobis escaladas F; aplicado al conjunto de datos
de monitoreo del sueno.
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4.2.

Propuestas de trabajo futuro

En el contexto de las Medidas de Acuerdo bajo los Modelos con Error de Mediciéon pueden
abrirse las siguientes lineas de trabajo.

(i)

(i)

Incorporar heterocedasticidad en el modelo estructural multivariado, es decir, permitir
una varianza del error distinta para cada instrumento.

Recordar en el modelo estructural multivariante

0 1 .
Zi—(a)—l—(ﬂ)—i—ei, 1=1,...,n

donde a = (a1, ...,a,)", B = (B1,...,B,)" v € distribuye bajo alguna distribucién
multivariante simétrica con media 0 y matriz de covarianza ¢3.

Se puede incorporar heterocedasticidad al modelo si se considera a

Ze = Diag(gb()vqbla s 7¢p)

como la matriz de covarianza de €;. Se puede interpretar a ¢y como la varianza del
error de medicién del instrumento estdndar y ¢, a ¢, a las varianzas del error de cada
instrumento a comparar. Cuando p > 2 el modelo es identificable y cuando p = 2 los
EMV del modelo heterocesdéstico se pueden encontrar en Barnett (1969).

Considerar una distribuciéon multivariante capaz de modelar simultaneamente colas
pesadas y asimetria. Usando la notaciéon matricial del modelo estructural Normal o ¢,
multivariante se tiene

Zz%lNr(lJ’a V) 6 Zl%jT?‘(”‘?V’n)’

f @) @)W )

En ambos modelos p y V' corresponden a la media y la matriz de covarianzas de la
variable Z;.

donde

Si se considera la distribucién Skew Normal Multivariada (Azzalini y Capitanio, 1999,
sec. 4.1) cuya densidad se define para X ~ SN, (&, ., a) como

f(z) = 2¢y(z — &) P(a"w ™ (z — £)),

donde € = (&1,...,&,) es un vector de localizacién, w = Diag(wy, . . .,w,) es una matriz
de escalas, a es un vector que controla la forma de la distribucién, 2 = wRw es la
matriz de covarianzas, R es una matriz de correlaciones, ¢,(x — &; Q) es la densidad
normal p-variada con media 0, y matriz de covarianza Q y ®(-) es la funcién de dis-
tribucién de una normal estandar. Bajo esta distribucion los dos primeros momentos
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(iii)

serian
E(X) = ¢+ w(2n)Y?5
var(X) = w(R+ 271867 )w = Q — 21 wdd’ w
5— Ra

(1+ a’Ra)'

En ambos momentos esta la presencia del vector a como un parametro molesto, por
tanto, se necesita adaptar la distribucion Skew Normal a una parametrizaciéon con media
@ v matriz de covarianza V' para poder usarla directamente como una distribucion de
Z; y asl incorporar asimetria en los errores de medicion.

Del mismo modo, es posible incorporar asimetria y colas pesadas si se considera la distri-
bucién Skew ¢, multivariada (Gupta, 2003). Sea el vector aleatorio X ~ SN, (0,,I,, a)y
la variable aleatoria W ~ 2, ambas independientes. Entonces la distribucién conjunta
de X;/\/W/v para j = 1,...,p es definida como una distribucién Skew ¢, multiva-
riada. Al igual que la distribucién Skew Normal, los dos primeros momentos tienen la
presencia del pardmetro molesto a, por tanto también es necesario una adaptacion para
ser usada como una distribucion extendida de Z;.

Considerar otras distribuciones propuestas por Lange y Sinsheimer (1993) como al-
ternativa robusta a la distribucién Normal multivariada. Las posibles alternativas se
originan en la distribuciéon Normal/Independiente definida a continuacién.

Considere una variable aleatoria positiva U y vector aleatorio Z de dimensién k con
media 0 y matriz de covarianza 2. Si p es un vector constante, entonces Y =
p + U"Y2Z se dice Normal/Independiente. En otras palabras, Y tiene distribucién
Normal/Independiente si la distribucién condicional de Y dado U = u es normal mul-
tivariada con media p y matriz de covarianza u='§2.

Dependiendo de la eleccién de U se tiene una variedad de distribuciones. Por ejemplo,
al elegir U ~ x%/v con v > 0 se obtiene la distribucién ¢,-multivariada. Recordar que
en el Capitulo 3 se desarrollaron las medidas de acuerdo bajo dicha distribucion.

» Slash. Si U ~ Beta(v, 1) entonces se obtiene la distribucién Slash. La densidad de
la Slash esta dada por la integral

1
v k/2)4v—1 —ué2/2
EREETIE /O 1212 g
donde & = (y — u)" Q7 (y — p).

» Normal Contaminada. Si la variable U esta concentrada en dos puntos A < 1y 1
con densidad puntual de ¢ y 1—¢ se obtiene la distribucién Normal Contaminada.
La densidad de Y esta dada por la mezcla

1

B/2 ,=202/2 (1 _ 752/2)
e (X a0
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(iv)

(v)

(vi)

(vii)

(viii)

4.3.

s Fxponencial-Potencia. Esta distribucion no es construida a partir de U a diferencia
de las propuestas anteriores, sin embargo es posible probar que pertenece al tipo
Normal/Independiente. La densidad de la Exponencial-Potencia toma la forma de

v (k/2) o
20/ )1 k2T (k1) [/

Desde las propiedades de la Normal/Independiente se tiene que E(Y) = p y cov(Y) =
E(U71)Q si es que ambos momentos existen. Por tanto, nuevamente una adaptacion es
necesaria.

Permitir los valores de 7 > 1/2 en el modelo estructural ¢, multivariado realizando las
modificaciones necesarias en la modificacién de la distribucién ¢, hacia una distribucién
t, usando la transformacién Y — Y/4/|1 — 2n| con n # 1/2. De este modo se acepta,
por ejemplo, una distribuciéon Cauchy Multivariada cuando n = 1, pero se pierden los
dos primeros momentos.

Explorar bajo el enfoque de Modelos con Error de Medicion la medida de acuerdo Total
Deviation Index, TDI propuesta por Lin (2000).

El TDI se define para un nivel de acuerdo o de cobertura. Sea un nivel de acuerdo
1 — a, se define el TDI como la discrepancia ¢ donde la Probabilidad de Acuerdo
P(]X — Y| < ¢) encuentra la cobertura de 1 — a.

Explorar como medida de acuerdo relativa la expresion propuesta por Anderson y Hauck
(1983, 1990)

Y
P(l—rgygl—l—r),

donde X serfa el instrumento de referencia, Y el instrumento alternativo y r la tolerancia
relativa entre ambos instrumentos.

Bajo el modelo lineal de efectos mixtos normal desarrollado en Choudhary y Nagaraja
(2017), analizar las medidas de acuerdo con otros supuestos distribucionales. Este mo-
delo, también conocido como Modelo de Grubbs, se supone que cada instrumento esta
calibrado, o sea 3; = 1, y se suponen un efecto fijo ; y otro aleatorio x; dependiendo
de cada sujeto.

Estudiar transformaciones sobre las Medidas de Acuerdo. Por ejemplo, usar tanh™(-)
sobre CCC tal como propone Lin (1989) para obtener una mejor normalidad asintética.
Para el caso de la PA se propone usar logit(+).

Conclusiones finales

En este trabajo se desarrollaron herramientas de inferencia estadistica para las medidas de
acuerdo C'CC'y PA considerando error de medicién en los instrumentos. El modelo propuesto
consistié en un Modelo con Error de Mediciéon (MEM) en su forma estructural desarrollado
bajo la distribucién Normal Multivariada y la ¢ Multivariada.
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Al emplear los MEM se profundiza en los trabajos de diagndstico realizados por Leal
(2016); Leal et al. (2019) en las medidas de acuerdo CCC'y PA en instrumentos sin considerar
error de medicion.

Datos atipicos y colas pesadas en los datos son caracteristicas que son dificiles de modelar
con la distribucién Normal. Para incorporar estas caracteristicas se extendié el modelo a la
distribucién ¢ Multivariada. Esta extension permitié evaluar la concordancia en instrumentos
de origen financiero los que generalmente tienen las caracteristicas antes mencionadas.

Asi es extendido el diseno original del CCC' propuesto por Lin (1989), basado en la
normal bivariada sin error de medicion y también el disenio de la PA propuesto por Stevens
et al. (2017) consistente en un disefio con errores de medicién bajo la distribucién normal
multivariada y réplicas en las unidades experimentales.

Desde el enfoque clasico se obtuvieron estimadores Maximo Verosimiles de los parametros
del MEM estructural. En este sentido, se obtuvo expresiones para el Score, la Matriz de
Informacion de Fisher y algunos test de interés.

Un estudio de simulaciéon mostré como el test de Wald tiene més bajo desempeno que los
tests Score, Gradiente y LRT, ya que necesité6 mas datos para lograr la significancia esperada.
Este estudio, mostré como el modelo Normal empeora su desempeno en conjuntos de datos
con colas pesadas o en escenarios de falta de especificacién. Esto dio paso a incorporar a la
distribucién ¢ como una opcién de mejora del modelo.

También, se evalué como al contaminar un conjunto de datos solo en el modelo bajo
la distribucion ¢ fue capaz de reconocer la contaminacion y asi estimar los parametros mas
cercanos a los datos originales.

En el modelo estructural ¢ multivariante se recurrié al algoritmo EM para estimar los
parametros del modelo aprovechando los resultados obtenidos bajo la distribucién normal.
Estos estimadores fueron utilizados para evaluar el acuerdo entre instrumentos. Aprovechando
las propiedades de los EMV se logré obtener estimaciones puntuales, intervalos de confianza
y cotas inferiores para las medidas de acuerdo usando métodos empiricos como asintéticos.

Al desarrollar el enfoque clasico de estadistica este trabajo complementa el enfoque Ba-
yesiano desarrollado por Vidal y de Castro (2017) y de Castro y Galea (2021) para el CCC
y la PA.

El modelo propuesto permitié evaluar graficamente los datos considerados como atipicos
y su bondad de ajuste. Esto gracias a la forma cerrada de la distribucién de las distancias de
Mahalanobis tanto en la distribucién Normal como en la ¢ Multivariante.

La implementacién de las rutinas de estimacion y las graficas fueron empaquetadas bajo
el paquete R mvstruct, disponible a solicitud de los autores cuya aplicacién se muestran en
el Apéndice C.

En el drea de comparacion de instrumentos, este trabajo es un aporte al proveer herra-
mientas estadisticas que permiten incorporar el error de medicién, ajuste robusto ante datos
atipicos o la capacidad de modelar datos de colas pesadas, en la medicién en medidas de
acuerdo CCC' y PA. Estas herramientas pueden considerarse como extensiones naturales de
los trabajos originales de Lin (1989), Barnhart et al. (2007) y Stevens et al. (2017).

Algunas mejoras al modelo puede motivar el interés para futuras investigaciones. Por
ejemplo, incorporar heterocedasticidad en los intrumentos, extender a distribuciones mul-
tivariadas asimétricas, relajar la condicion de primer y segundo momento finitos, aplicar a
otras medidas de acuerdo y extender la metodologia al modelo de Grubbs.

64



Apéndice A

Distribuciones y propiedades
utilizadas

A.1. Distribuciones de probabilidad

En esta seccién se definira las distribuciones de probabilidad utilizadas y algunas de sus
propiedades.

A.1.1. Distribucion gamma

Una variable aleatoria U tiene una distribucién gamma, U ~ I'(a,b), si su funcién de
densidad de probabilidad es

Fuy = 2 Feg(‘b“),

u>0,a>0b6>0.

Los primeros momentos son:
E(U) =a/b, var(U)=a/b’ y E(log(U)) = ¢(a) — log(b),

donde ¥ (u) = dlog(I'(u))/du es la funcién digamma.

A.1.2. Distribucién Normal Multivariada

Sea Z = (Zy,...,Z,)T un vector aleatorio r variado que distribuye Normal Multivariado
Z ~N,(p, X)) tiene f.d.p como
1
f(z) = (2m) 2 [ exp —5(z - ) =7z - p)

Si @ es un vector columna ¢ X 1 y B una matriz ¢ X r entonces Z* = a + BZ tiene
distribucién Normal Multivariada Z* ~ N,(a + Bu, BE B”).

En Magnus y Neudecker (2007, sec. 15.6) se encuentra la matriz de informacién para la
distribucién normal multivariada.
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Teorema 2 (Matriz de informacién en la distribucién normal multivariada). Sean los vectores
aleatorios Z4,..., Z, de dimensién r x 1 i.i.d tal que

Z;~N,(u,%) (1=1,...,n),

donde X es definida positiva y sea n > r 4 1. La matriz de informacién para p y vech(X) es
la matriz de dimension 3r(r 4 3) x r(r + 3)

(> 0
»="o !D'(z'ex)D,)

Donde D, es la matriz de duplicacién y vech(-) vectoriza una matriz simétrica eliminando
los elementos supradiagonales. Para propiedades de la matriz de duplicacién y vech(-) ver
Magnus y Neudecker (2007, sec. 3.8).

A.2. Resultados de matrices

A.2.1. Matriz inversa de formas especiales

Teorema 3 (Teorema 8.3.3 en Graybill (1983)). Sea la matriz C de k x k dada por
C=D+aab"

donde D es una matriz diagonal no-singular, a yb son vectores k X 1 y a es un escalar tal
que

k 1
i=1
La inversa de C es
C'=D"+7ab"

donde v = —a(1 + oszzl aibid; V)Y af = a;/dy; bf = bi/dy v dy es la i-ésimo elemento
diagonal de D.

Teorema 4 (Teorema 8.4.3 en Graybill (1983)). El determinante de la matriz C' dada en el
teorema anterior es igual a

’C| = [albl Hd“ —+ a2b2 Hd“’ + ...+ akbk Hd“

i#1 i#2 i#k

+ [ did

y también puede escribirse como

Cl =
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A.2.2. DMatriz inversa y determinante de V

Sea la matriz

1\ /1\"
_ _ T
V =0¢, <ﬁ) (B) +o¢I, = ¢,bb" + oI,

entonces la inversa de V esta dada por

V= glb (Ir— ¢f¢ CbbT) :%(Ir—vbbT),

donde ¢ = b"b. La derivacién sigue de aplicar el Teorema 8.3.3 en Graybill (1983).
El determinante de V' esta dado por

V] =[¢.bb" + ¢, |

r ¢IT:|
= 1+2=b'b
¢[+¢

donde ¢ = b”b. La derivacién sigue de aplicar el Teorema 8.4.3 en Graybill (1983).

A.3. Derivadas

A.3.1. Score del modelo normal

Sea la funcién de log-verosimilitud £(0)

L) = Z Li(0)

r 1 1
Li(0) = ) log(2m) — 510g V|- 551'

0; = % {5i1 — 70
0= (Xi — )’ + (Vi — a0 — Bua)” (Vi — a — By
Sip = (Xi — o) + (Y —a — Bu,)" B,

donde

_ % T _ (1
thalrapsr c=0b"b, b_<ﬁ).
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La funcién de Score esta dada por

0Li(0)
00

- (Si/.tma Siou Slﬁu Sld)qp?SZgb)T

Desarrollamos algunas derivadas de utilidad

giﬂ = —2(Xi—pe) —2(Yi —a — ﬁ,ux)T,B = —20;2
Do _ BB =—-b'b=—c
Oty
Doy
50~ 2Yi—a—Bu)
D
da p
dc 0 Ty
%—%(14'5 B) =28
v 2

( Cbx )_ _Qbi A2
dc e \dpct o) (pucto2 !

dlog|V| _ 0 _ % [(Oc) _
98 o log(¢zc + @) = . (06) =278
951
8,8 - —2,&1, (Yl_a_/g,ux)
5
dlog |V| c
0q Pzt ¢
2 ¢
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oL.(0) 105

e = Tou, = 2om,
1 6511 8512
= —— — 27 §j0—=
20 (3% ! zQ@uz)
o Op2
R
o 0L;(0) B _18(2
Y da 20«
1 [06n 0o
- — 95
20 <8a 700 oo )
1
= g ((Yz - — ,3,%) - 75z‘2,3)

P98 T 2 08 2013
1 8(511 2 87 dc 8(512
<3,3 0ia dc 08 27040 0

= =18+ — (e (Yi — @ — Bpiz) — 7058 + 702 (Vi — . — 2B,

=B+ P (¥0i2 = pa) (Vi — @ = Bpia) — 70123)

= =B + (Voi2 + Ha) S;

0L(0)  10log|V| 105

ST 9o, T T2 oo 200
et 9) | 2000,
¢ 0%

 2¢pc+ B) * 2(pgc + 0)2

1 _ 62,
— ot (- )
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aL,(8)  1dlog|V| 104
o6 2 9o  20¢
B 1/p 1 1 o _512@
3 (om0 - %)

1(p 1 1 [ 6% >)
_ (P S (202 s
2(¢+¢w+¢+¢<@¢+¢ Z

A.4. Score del modelo t,

SiqS —

Sea la funcién de log-verosimilitud £(8).

L(6) = Z Li(0)

1+nr

1
L;(0) = logk,(n) — 5 log 4= log (1 + ¢(n)é;)

donde

r/2 T Linr
kr(n)=<c(:>) <2" > en) = —1— VZﬁ, c=b'b=1+73"3

Una relacién de utilidad

'V (z; —pn)=0b" (% (I, — vbbT)) (z; — )

_ % (b7 — 4b7 (bb7)) (z; — p)
= %(1—7c)bT(zi—N)
= % (1 — ’yC) (SZ'Q
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Algunas derivadas de utilidad

0 B r r 1+nr 1
an log k,(n) = ; (5 log ¢(n) — §log(7r) +logI’ ( o > logT’ (277))

0
_r 1 Jc(n) 1+nr\ 0 (1+nr
2 +w( 2 )\ )7

oL(8)  1+nqr c(n) 00;

Si - -
Ha Dt 2n (1 +c(n)d;) Opte
R (1+?77°) ( c(n) ) (6&1 a4, 85@'12)
2y ) \axemay) 6 \ow " o,
1 1
1
= wZE(l —y¢)diz
=wbl Vv (Z;, — )
o _OL(8) _ 14y c<77> %
B _1 l 00,1 oS 85112
— 2(,<_}Z¢ aa ’Y 127 aa
1 1

/-\%J»—‘
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S _aﬁi(e)__lalog]w_l(l—i-nr)( c(n) )85
BT T 2 0B 2\ 7 1+c(n)s; ) 08
__75_5“@(85 2. B 25%5)
=8 - %w% (—200(Y: — @ — Bua) — 055 (—7%) (28) — 276,2(Y; — ¢ — 2By1,.))
= =B+ w; % {1 (0 1) (Zi — ) =628 + 702 [(0 Tp) (Zi — p) — 18] }
S _0Ly(0)  10log|V| 1(1+nr>( c(n) d6;
T 00, 2 06, 2\ n ) \L1+cn)i) 96,
IS O ¥ |
T2g.cto 270 B0,
e 1 & o
T T2 ducto 270 (duct o)
_]' —1 5122
= 5(0eto) { e C}
S _8£i(9)__1810g|V|_1(1+nr>< c(n) )%
Y90 2 09 2\ 1+ c(n)d; ) 9¢
_ L/p 1 1'_i'_2 05 O
‘_§<5+¢mc+¢) 5“’2( galtn %) ¢a¢)
(e ) (e B ()
2\ 9 ¢uct+ 9 27\ 0" ¢ \(dac+0)?
—_i ¢ s 5@27
- 2¢{p+¢mc+¢+w’{ 5’+¢xc+¢]}
B e
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A.5. Distribucién Condicional de Z |z, u

Lema 3. Sea Z|z,u ~ N,(a+bx,u='¢I,), Z|u ~ Ny(a+buy, u V) y z|u ~ N(pz, v ¢s),
entonces

Pa

=b'b.
bocto O ©

wz,u~ N(pg +9b" (2 — a = bps),u”'¢7), donde =

Si f(-) denota la f.d.p, el resultado sigue de la relacién

2
X exp ( %(z —{a+bx})) ' (u'oI,) (2~ {a+ bx})) exp (—%)
ocexp( 5 _1¢¢ {¢.(2 a—bx)T(z—a—bw)+¢(x—,ux)2})
ocexp( T 1¢¢x{¢x z—a)'(z—a)+ ¢b"br? — 20, (z —a)" ba+
+ 6 = 20,7+ 04}
X exp ( - M_—%{[Qﬁbeb + ¢] $2 —2 [(bx(z o a’)Tb + ¢Nz] T+
+[on2 + 0u(z — @) (= — a)]})
¢:b'b+ ¢ ¢z( —a)"b+ ¢ ou; + ¢u(2 —a)’(z — a)
P ( T 2u 10, {o" - obbro 6:b"b + ¢ }>

7= 6o/ (fsc+ ). c = bTh

1 . :
xoxp (g (07 2300~ @) ) T e - )
uzﬂbT(zfa*buz)
1
ocexp (= oz {r =l 907 (2 — a — b))}

se tiene

2|z, u~ N (1 + 70" (z — a—bp,), v ¢v)
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Apéndice B
Estudio de simulacion

Este apéndice presenta detalles de los resultados presentados en la seccion 2.6.

B.1. Nivel de significancia empirico para la
hipétesis Hy: oo =0,, B =1,

El objetivo del estudio de simulacién es determinar empiricamente la inferencia para la
hipétesis Hy : a« = 0,, B = 1, en un contexto de falta de especificidad y asi determinar
empiricamente el nivel de significancia de los cuatro test propuestos: LRT, Wald, Score y
Gradiente.

Tres escenarios son propuestos para la variable latente X;

» X; ~ N(p=0,0=1)
» X, ~ t,(p=0,0=1n=0.25)
» X; ~ SN(u=0,0 =1, asimetria = 0.7)

Las muestras Skew Normal fueron generadas usando el paquete estadistico sn (Azzalini,
2020), con parametrizacién SkewNormal(x = —1.18, w = 1.54, o = 3.22) lo que permite
una media cero, varianza uno y asimetria 0.7 .

Las simulaciones son jerarquicas, es decir, inicialmente se simulan muestras X; = x; para
luego generar las muestras Y;; = o; + Bj2; + €5 parai =1,...,ny j=1,...,p, donde
€ = (&1, .., €p)’ son simuladas desde N,(0, ¢ Xy) con Xy la matriz identidad. El vector
€; es considerado como error de medicion de los instrumentos y ¢ la varianza de dicho error.

Las tablas B.1 a B.3 corresponden al nivel de significacia empirico de los tests LRT, Wald,
Score y Gradiente para la hipétesis Hy : @ = 0,, B = 1, al 5% de significancia. Las muestras
x; fueron generadas desde los tres escenarios propuestos anteriormente. Complementa el
estudio la evaluacion del error de medicion considerando una varianza ¢ = 0.5, 1.0, 1.5.
Todos los resultados fueron obtenidos a partir de 10000 simulaciones.

A modo de resumen solamente son presentados los resultados del estudio de simulacién
para varianza del error de medicién ¢ = 1 desde el escenario Normal en la Tabla B.1, escenario
t, en la Tabla B.2 y escenario Skew Normal en la Tabla B.3. Los resultados indican que el test

75



Apéndice B. Estudio de simulacion

de Wald empeora (o sea, se aleja del 5 % esperado) a medida que z; difiere de la distribucién
Normal. A medida que p crece es necesario aumentar la muestra n especialmente en el test
de Wald. Los tests Gradiente, Score y LRT tiene buen comportamiento para la hipdtesis Hy
cuando esta se relaciona a los parametros de la media del modelo.

En la Tabla B.1, donde x; corresponde a una Normal univariada, seria el caso més favo-
rable para los cuatro test. En los test LRT, Score y Gradiente una regla empirica seria de
n > 10p para obtener la significancia esperada del 5 %. El test de Wald es el més exigente en
n para llegar al nivel de significancia esperado, el que lograria con n > 1000.

En la Tabla B.2 se presentan las significancias empiricas al usar t, para generar las
muestras de z;. En este caso, al alejarse z; de la normalidad todos los test empeoran. El
test de Wald seria el mas perjudicado ya que necesita mas n para alcanzar la significancia
esperada.

La asimetria de x; también afecta al desempeno de los tests. Como se muestra en la
Tabla B.3 se tiene que las significancias empiricas varian respecto al caso normal en la misma
medida que lo hacen las colas pesadas.

Al reducir la varianza del error de medicién ¢ a la mitad respecto a ¢, el test de Wald
mejora respecto al caso ¢ = 1. Los demés tests alcanzan el nivel de significancia esperado
con algunas variaciones (mejorando o empeorando) respecto al escenario de ¢ = 1.

Al considerar la varianza del error de medicién ¢ = 1.5 y la varianza del instrumento de
referencia ¢, = 1.0 se tiene que los test empeoran al no alcanzar la significancia esperada,
especialmente en los casos de n = 50 y p = 20 donde el Test de Wald es el mas perjudicado.
Para otras combinaciones de n alto respecto a p se logra la significancia esperada, pero serian
casos de poco practicos.
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Tabla B.1: Nivel de significancia empirico de los tests LRT, Wald, Score y Gradiente para
la hipétesis Hy : @ = 0,, 3 = 1, al 5% de significancia. Las muestras z; fueron generadas
desde la distribucién normal con p, = 0, ¢, = 1 y varianza del error de mediciéon ¢ = 1. Los
resultados fueron obtenidos desde 10000 simulaciones.

np1235101520

LRT 50 541 5.72 566 593 585 639 5.99
100 5.19 541 5.52 552 478 550 5.50

150 5.16 5.04 534 545 549 490 585

200 498 546 526 530 5.18 488 5.12

500 4.62 530 483 539 533 494 542

1000 5.25 5.08 496 5.14 532 517 497

5000 5.05 495 463 514 516 483 4.70

Wald 50 7.51 8.02 864 946 10.21 11.18 12.53
100 6.20 6.49 695 720 720 836 9.10

150 5.84 566 632 673 7.17 7.07 8.07

200 5.72 591 593 6.42 650 635 7.24

500 4.76 5.81 5.13 569 546 554 594

1000 5.25 5.10 5.06 534 543 548 525

5000 4.98 5.00 4.61 526 519 477 4.75

Score 50 4.55 4.72 4.60 4.76 471 477 441
100 4.72 487 4.95 498 425 462 484

150 4.84 4.67 495 506 494 453 5.15

200 4.78 5.17 5.02 5.04 483 459 4.79

500 4.55 524 4.78 5.25 520 484 5.32

1000 5.18 499 492 5.12 527 511 493

5000 5.05 496 4.62 513 515 479 4.68
Gradiente 50 4.80 5.59 5.65 574 6.05 6.88 6.59
100 4.73 5.08 5.29 5.42 525 547 579

150 490 5.11 5.16 560 542 522 583

200 4.76 540 542 525 533 522 533

500 4.63 530 481 542 521 497 5.50

1000 5.12 5.04 498 5.04 529 520 498

5000 5.01 5.05 4.70 5.15 5.15 494 4.82
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Tabla B.2: Nivel de significancia empirico de los tests LRT, Wald, Score y Gradiente para
la hipétesis Hy : @ = 0,, 3 = 1, al 5% de significancia. Las muestras z; fueron generadas
desde la distribucién ¢, con p, = 0, ¢, = 1, n = 0.25. Varianza del error de medicién ¢ = 1.
Los resultados fueron obtenidos desde 10000 simulaciones.

np1235101520

LRT 50 5.76 5.67 594 580 588 596 6.30
100 5.09 5.15 534 540 559 591 5.53

150 5.34 520 562 576 551 534 523

200 5.47 521 553 522 510 535 5.24

500 4.87 545 5.06 516 489 5.05 5.00

1000 4.80 5.19 479 490 542 513 4.76

5000 5.19 499 4.82 499 483 521 5.55

Wald 50 7.72 844 931 9.73 10.07 12.33 13.38
100 593 6.74 687 696 793 857 8.89

150 5.84 579 651 6.77 694 717 7.88

200 5.75 599 6.04 583 633 690 7.01

500 4.99 544 549 540 533 569 6.05

1000 4.79 5.40 5.06 5.14 585 554 527

5000 5.13 488 494 501 478 523 559

Score 50 4.74 478 5.00 479 446 459 4.56
100 4.62 4.61 474 489 478 517 4.62

150 5.05 486 5.16 534 498 480 4.67

200 5.14 491 5.11 498 492 506 4.84

500 4.76 533 496 5.04 470 487 493

1000 4.74 514 479 484 536 509 4.71

5000 5.18 497 483 496 483 519 553
Gradiente 50 5.22 535 6.10 574 6.61 6.69 7.36
100 4.61 4.88 5.17 565 580 6.29 6.14

150 5.10 5.10 5.31 5.65 5.62 572 549

200 5.27 520 5.22 542 519 552 524

500 4.99 536 5.12 5.09 485 513 525

1000 4.85 520 4.78 483 536 530 4.84

5000 5.23 5.01 494 5.04 486 525 5.57
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Tabla B.3: Nivel de significancia empirico de los tests LRT, Wald, Score y Gradiente para
la hipétesis Hy : @ = 0,, 3 = 1, al 5% de significancia. Las muestras z; fueron generadas
desde la distribucién Skew Normal con media 0, varianza 1 y asimetria 0.70. Varianza del
error de medicién ¢ = 1. Los resultados fueron obtenidos desde 10000 simulaciones.

np1235101520

LRT 50 547 574 577 6.11 596 6.25 5.93
100 524 4.86 531 5.25 557 575 5.56

150 5.05 490 5.04 521 492 532 547

200 547 535 4.68 532 521 556 5.18

500 4.93 5.05 480 521 484 5.09 5.50

1000 5.00 5.09 4.77 515 492 499 5.09

5000 4.95 5.11 5.17 526 519 515 5.22

Wald 50 7.36 838 836 9.71 1097 11.85 12.79
100 6.01 5.84 650 7.21 815 845 9.18

150 5.64 598 6.09 659 6.62 7.24 7.62

200 5.79 598 547 6.35 6.31 7.09 6.47

500 5.02 5.19 5.01 560 531 576 6.12

1000 5.05 5.15 4.86 531 508 514 5.33

5000 4.95 5.11 514 518 526 520 5.30

Score 50 4.39 454 473 493 477 458 455
100 4.74 450 490 469 499 5.04 481

150 4.77 4.67 470 483 445 483 497

200 5.19 513 439 5.04 500 518 481

500 4.80 5.05 4.73 513 4.69 499 532

1000 4.95 5.03 4.76 506 482 494 5.02

5000 4.94 5.09 5.14 521 518 5.12 5.19
Gradiente 50 4.85 542 546 6.09 650 6.30 7.03
100 495 4.89 543 540 592 6.08 5.89

150 4.81 4.86 5.02 520 490 5.69 592

200 5.13 535 4.61 541 532 590 545

000 4.79 5.15 4.76 524 473 514 5.32

1000 5.02 5.11 4.80 513 488 5.03 5.15

5000 4.96 5.08 5.19 525 517 5.06 5.15

79



Apéndice B. Estudio de simulacion

B.2. Falta de especificidad en ¢; para la hipdtesis
Hoia:Op, /3:1}7

Con el objetivo de complementar el estudio de simulaciéon de la seccién anterior los valores
de €; son ahora simulados desde la distribucién ¢, multivariada con pardmetros ¢,(0,, ¢3¢ n =
0.4) donde X corresponde a la matriz identidad r x r. La parametrizacién ¢,(u,3,7) es
poco conocida, aunque es una reparametrizacién de la usual distribucién ¢,(u, ¥, v) gana
en interpretabilidad de los dos primeros momentos (Osorio y Galea, 2015). En las Tablas
B.4, B.5 y B.6 se presentan los resultados del nivel de significancia empirico en los escenarios
Normal, t-student y Skew Normal en los tests LRT, Wald, Score y Gradiente para la hipotesis
Hy: o =0, B =1,al 5% de significancia. Claramente los resultados de significancia
empirica se alejan rdpidamente de 5 % esperado, esto indica desde un punto de vista préctico
como las inferencias carecen de interés en casos de falta de especificacion.

Tabla B.4: Nivel de significancia empirico de los tests LRT, Wald, Score y Gradiente para
la hipétesis Hy : o« = 0,, 3 = 1, al 5% de significancia. Las muestras z; fueron generadas
desde la distribucién normal con p, = 0, ¢, = 1. Los €; fueron muestreados de una ¢, con
media 0,, varianza del error de medicién ¢ = 1 y pardmetro n = 0.4. Los resultados fueron
obtenidos desde 10000 simulaciones.

p 1 2 3 5 10 15 20

LRT 50 15.50 20.99 2148 23.22 24.07 2454 2591
100 19.33 23.73 25.05 27.00 27.13 26.83 26.93

150 22.72 26.32 2811 29.21 2899 27.87 27.19

200 2342 2888 3037 31.86 29.69 29.81 28.53

500 31.10 36.71 38.83 3991 38.65 36.28 35.01

1000 36.70 44.79 46.85 47.50 47.01 43.92 41.47

5000 52.49 63.53 67.55 70.23 69.39 66.19 63.32

Wald 50 15.60 21.08 22.39 24.34 26.77 2890 29.79
100 19.02 2297 2532 2749 29.11 2942 29.94

150 21.92 26.14 28.19 30.21 31.39 30.37 30.06

200 22.73 29.06 30.63 3295 31.73 32.25 31.10

500 30.35 36.34 39.67 40.61 40.34 38.34 37.12

1000 36.19 45.23 46.95 48.32 48.04 45.18 43.01

5000 52.32 63.60 6791 70.34 69.96 66.82 64.55

Score 50 13.99 16.77 16.77 17.60 16.67 16.59 16.92
100 18.68 20.90 21.56 2247 21.13 20.60 20.35

150 22.21 2424 2559 2540 24.30 22.69 21.73

200 23.02 26.89 27.70 28.28 25.71 24.99 23.53

500 3090 3545 3746 37.82 3598 33.02 31.86

1000 36.62 44.04 45.76 46.17 44.93 41.74 38.93

5000 52.48 63.35 67.34 69.81 68.60 65.33 62.47
Gradiente 50 1348 16.38 17.87 19.52 20.12 21.03 21.89
100 17.60 20.97 22.23 24.35 24.06 24.13 23.96

150  20.86 23.93 2640 27.01 26.74 2559 25.26

200 2234 27.05 28.61 29.83 27.95 27.89 26.73

500 30.28 35.71 37.66 3847 37.32 3495 33.88

1000 36.09 43.73 4594 46.53 45.77 42.80 40.29

5000 52.16 63.07 67.06 69.63 68.81 65.38 62.81
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Tabla B.5: Nivel de significancia empirico de los tests LRT, Wald, Score y Gradiente para
la hipétesis Hy : @« = 0,, 3 = 1, al 5% de significancia. Las muestras z; fueron generadas
desde la distribucién ¢ con p, = 0, ¢, = 1, n = 0.25. Los €; fueron muestreados de una t,, con
media 0,, varianza del error de medicién ¢ = 1 y parametro n = 0.4. Los resultados fueron
obtenidos desde 10000 simulaciones.

. p 1 9 3 5 10 15 20

LRT 50 15.84 21.52 22.68 24.88 2524 27.14 26.79
100 19.86 24.22 2530 27.45 27.00 27.29 27.60

150 23.01 27.50 28.61 29.25 29.37 28.82 28.42

200 23.38 28.69 30.95 31.44 3049 31.01 28.82

500 31.61 37.07 39.25 40.02 38.68 36.11 35.14

1000 37.26 4490 46.85 47.86 45.66 43.74 41.24

5000 52.62 64.26 67.47 69.52 69.78 66.01 63.09

Wald 50 16.54 21.60 23.01 26.77 27.45 30.00 30.09
100 19.51 2293 2542 28.17 28.71 29.77 30.46

150 21.88 26.64 28.85 30.26 31.14 30.93 30.98

200 23.28 28.52 31.51 3220 3220 32.46 31.69

500 31.01 36.77 39.77 40.61 40.47 38.12 37.70

1000 36.68 45.17 47.20 48.67 47.16 4541 42.63

5000 52.64 64.37 67.57 69.91 70.21 66.61 63.92

Score 50 14.31 17.20 16.98 18.14 17.64 18.30 18.10
100 19.06 21.24 21.59 22.61 21.33 21.00 21.18

150 2253 25.18 25.89 2548 2453 23.27 22091

200 23.04 26.78 28.32 28.49 26.28 26.28 23.86

500 31.45 3581 37.76 37.64 36.10 32.93 31.98

1000 37.12 44.24 45.67 46.42 43.57 41.32 3891

5000 52.60 64.01 67.07 68.96 69.18 65.03 61.97
Gradiente 50 13.39 16.89 17.69 19.98 20.88 22.55 22.42
100 18.14 20.80 2251 24.79 24.09 24.03 24.68

150 21.36 24.97 26.28 26.93 27.07 26.52 26.28

200 22.38 27.01 28.98 29.55 28.69 28.51 27.18

500 30.97 35.80 38.05 38.78 37.05 34.76 34.00

1000 36.68 44.07 45.95 47.04 44.75 42.61 40.20

5000 52.23 63.89 66.92 69.05 69.25 65.23 62.41
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Tabla B.6: Nivel de significancia empirico de los tests LRT, Wald, Score y Gradiente para
la hipétesis Hy : a« = 0,, 3 = 1, al 5% de significancia. Las muestras z; fueron generadas
desde la distribucién Skew Normal con media 0, varianza 1 y asimetria 0.70. Los €; fueron
muestreados de una ¢, con media 0, varianza del error de medicién ¢ = 1 y parametro de

forma n = 0.4. Los resultados fueron obtenidos desde 10000 simulaciones.

p

1

2

3

5

10

15

20

LRT 50
100

150

200

200

1000

5000

16.01
19.29
22.07
23.76
31.43
36.71
52.27

20.68
23.99
26.30
28.99
36.42
44.76
63.35

21.61
25.10
28.92
30.24
39.02
46.70
67.58

22.95
27.27
29.15
31.55
40.46
48.20
70.15

23.71
26.20
28.69
29.84
38.28
46.37
69.08

24.59
26.93
28.26
29.90
35.40
43.95
66.43

25.50
26.55
27.66
28.26
35.29
41.62
63.21

Wald 50
100

150

200

200

1000

5000

16.33
19.13
21.33
23.11
30.88
36.29
52.36

20.82
22.95
25.97
28.20
36.43
44.74
63.53

22.27
24.63
28.81
30.48
39.87
47.15
67.70

24.59
27.97
30.04
32.33
41.41
48.82
70.47

26.34
28.23
30.73
31.58
39.83
47.95
69.52

27.95
29.57
31.09
32.58
37.52
45.32
66.90

29.53
29.47
30.83
31.24
37.55
42.96
64.04

Score 50
100

150

200

500

1000

5000

14.53
18.56
21.55
23.38
31.27
36.65
52.27

16.38
20.87
24.04
26.79
35.36
44.00
63.19

16.48
21.45
25.86
27.80
37.57
45.64
67.35

17.14
22.68
25.28
28.26
38.36
46.75
69.72

16.26
20.55
24.08
25.62
35.71
44.37
68.45

16.36
20.81
23.37
25.02
32.19
41.42
65.40

16.32
19.95
22.32
23.44
32.12
39.21
62.38

Gradiente 50
100

150

200

500

1000

5000

14.05
17.44
20.66
22.45
30.44
36.16
51.85

16.13
20.81
23.79
26.76
35.56
43.64
62.90

17.01
22.30
26.95
28.65
38.07
45.75
67.10

19.35
24.22
27.25
29.62
39.12
47.37
69.63

19.73
23.42
26.46
27.96
37.12
45.28
68.54

20.37
24.07
25.94
28.02
33.91
42.73
65.57

21.41
23.43
25.50
26.18
33.89
40.41
62.46
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B.3. Nivel de significancia empirico para la hipétesis
Hy: ¢ =y

En esta seccion se revisa para la hipotesis Hy : ¢ = ¢ el nivel de significancia empirico
en los escenarios de x; asumiendo la distribucion Normal (Tabla B.7), ¢, (Tabla B.8) y Skew
Normal (Tabla B.9). Los resultados indican que el estadistico de Wald es el més alejado
del 5% cuando el nivel de n y p es bajo. Notar como los niveles de significancia para los
estadisticos Score y Gradiente son iguales, lo que indica que ambos tests serian equivalentes
en esta hipdtesis.

Tabla B.7: Nivel de significancia empirico de los tests LRT, Wald, Score y Gradiente para
la hipétesis Hy : ¢ = ¢o al 5% de significancia. Las muestras x; fueron generadas desde
la distribucién normal con p, = 0, ¢, = 1 y varianza del error de medicién ¢ = 1. Los
resultados fueron obtenidos desde 10000 simulaciones.

p 1 2 3 5 10 15 20

LRT 50  6.08 6.57 7.39 858 1142 12.63 15.54
100 562 592 6.14 6.70 810 9.07 10.82

150 581 581 561 577 718 7.56  8.42

200 5.15 578 543 HbS7T  6.22 714 746

500 524 493 498 546 514 588  6.16

1000 495 531 490 546 5.05 553  5.58

5000  5.02 497 468 479 497 490 498

Wald 50 24.78 10.14 10.57 11.48 14.11 15.27 18.58
100 793 773 778 793 937 10.57 12.12

150 751 7.08 6.73 6.63 810 873 9.36

200 6.62 6.67v 623 634 687 775 811

500 578 540 536 570 542 6.11 6.29

1000  5.17 548 5.05 571 513 5.68  5.65

5000  5.00 497 479 496 504 490 5.10

Score 50 1856 483 582 711 996 1148 14.12
100 4.67 524 525 6.10 750 833 10.14

150 534 532 524 527 6.67 720 8.03

200 4.69 532 495 524 586 6.79 7.14

500 499 486 473 535 496 574 6.06

1000 490 534 500 543 495 548 547

5000 490 497 476 481 499 493 494
Gradiente 50 1856 4.83 582 711 996 1148 14.12
100 4.67 524 525 6.10 750 833 10.14

150 534 532 524 527 6.67 720 8.03

200 4.69 532 495 524 586 6.79 7.14

500 499 486 473 535 496 574 6.06

1000 490 534 5.00 543 495 548 547

5000 490 497 476 481 499 493 494
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Tabla B.8: Nivel de significancia empirico de los tests LRT, Wald, Score y Gradiente para
la hipdtesis Hy : ¢ = ¢g al 5% de significancia. Las muestras x; fueron generadas desde la
distribucion ¢, con p, = 0, ¢, = 1, n = 0.25 y varianza del error de mediciéon ¢ = 1. Los
resultados fueron obtenidos desde 10000 simulaciones.

. p 1 9 3 5 10 15 20

LRT 50 641 716 752 8.64 11.20 13.04 16.28
100 5.80 548 6.06 6.73 810 9.37 1041

150 558 537 590 644 6.74 812 8.59

200 539 552 548 6.17 6.07r 731 7.71

500 533 513 522 525 533 5.61  6.10

1000 5.02 5.09 538 482 515 549 537

5000 489 483 523 507 501 512 5.12

Wald 50 10.81 10.70 10.78 11.66 13.94 1546 18.80
100 818 790 760 800 9.34 10.84 11.69

150 694 655 704 719 773 893 9.43

200 6.64 6.57 6.07 692 682 800 834

500 559 534 541 544 554 593 6.35

1000 545 536 556 5.03 522 5.67 5.42

5000 490 493 528 510 501 515 5.15

Score 50 433 564 594 7.22 9.72 11.64 14.82
100 476 448 528 599 750 875 984

150  5.02 494 533 592 6.36 7.62 8.08

200 496 5.15 521 584 565 7.01 731

500 519  5.02 5.00 519 523 552 598

1000 482 492 532 47 511 536 5.30

5000 4.84 484 525 502 5.02 512 5.10
Gradiente 50 433 564 594 7.22 9.72 11.64 14.82
100 476 448 528 599 750 875 9.84

150  5.02 494 533 592 6.36 7.62 8.08

200 496 5.15 521 584 565 7.01 731

500 519  5.02 5.00 519 523 552 598

1000 482 492 532 47 511 536 5.30

5000 484 484 525 502 5.02 512 5.10
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Tabla B.9: Nivel de significancia empirico de los tests LRT, Wald, Score y Gradiente para
la hipétesis Hy : ¢ = ¢o al 5% de significancia. Las muestras x; fueron generadas desde
la distribucién Skew Normal con media 0, varianza 1 y asimetria 0.7. Varianza del error de
medicién ¢ = 1. Los resultados fueron obtenidos desde 10000 simulaciones.

p 1 9 3 5 10 15 20
n

LRT 50 6.24 702 781 853 1090 13.11 15.72
100 539 577 653 657 810 9.34 10.64

150 532 555 539 6.26 6.66 7.91 8.70

200 538 561 6.00 583 6.11 715 7.35

500 546 5.09 536 513 533 569 6.02

1000 540 5.06 487 5.09 5.07 550 5.68

5000 5.32 557 497 534 505 512 4091

Wald 50 10.87 10.36 11.16 11.31 13.89 15.55 18.45
100 765 745 814 787 949 10.63 11.81

150 694 700 624 696 7.80 88 9.51

200 640 6.52 6.74 651 681 7.65 8.05

500  6.03 554 579 545 569 6.06 6.20

1000 5.66 527 513 524 524 557 5.82

5000 541 570 5.01 537 5.09 511 4091

Score 50 4.00 543 6.05 701 957 11.84 14.40
100  4.18 5.07 563 589 731 873 10.08

150 459 499 499 5.7 627 737 834

200  5.10 5.11 553 560 573 679 7.05

500 539 495 509 511 521 548 5.88

1000 5.14 492 475 506 5.03 545 5.59

5000 5.32 556 499 533 503 508 4.93
Gradiente 50 4.00 543 6.05 7.01 9.57 11.84 14.40
100 418 5.07 563 589 731 873 10.08

150 459 499 499 5.7 627 737 834

200 5.10 5.11 553 560 573 679 7.05

500 539 495 509 511 521 548 5.88

1000 5.14 492 4.7 506 5.03 545 5.59

5000 5.32 556 499 533 503 508 4.93
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Apéndice C

Paquete R mvstruct

C.1. Caracteristicas del paquete mvstruct

El paquete mvstruct implementa el modelo estructural multivariado tanto bajo las dis-
tribuciones Normal y ¢, multivariada. Algunas de las rutinas implementadas son:

» Estimadores Maximo Verosimiles del modelo estructural bajo ambas distribuciones.
» Evaluacién de los Score asociados a las funciones de verosimilitud.

» Evaluacién empirica (mediante los scores) y andlitica de la Matriz de Informacién de
Fisher bajo la distribuciéon Normal Multivariada.

» Algoritmo EM para el ajuste del modelo estructural bajo la distribucién ¢, multivariada.

C.2. Instalacién del paquete mvstruct

El paquete mvstruct esta disponible a pedido a alguno de sus autores Julio Avila (jeavila®uc.cl)
o Manuel Galea (mgalea@mat.uc.cl).

La instalacion del paquete sigue de aplicar el siguiente comando luego de obtener el archivo
de cédigos.

> install.packages(ruta_al_archivo, repos = NULL, type="source")

C.3. Ajuste bajo la distribucién Normal multivariada

En esta seccion se aplica el modelo estrucural bajo la distribucién normal multivariada
al conjunto de datos de Barnet (1969).

> library(mvstruct)

> library(mvtnorm)

> library (expm)

> library(ggplot2)

> theme_set (theme_bw(base_size = 11))
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options(digits=4)
set.seed(1984)
data(vital)
head(vital)

vV V Vv Vv

X Y1 Y2 Y3
3450 3530 4030 3720
1310 1320 1610 1600
3820 3720 4150 3700
2110 2880 2740 2520
1860 1420 1540 1690
1940 1780 2020 1800

o O W -

obj <- mvstruct(vitall[, 1], vital[, 2:4], distr = "norm")

obj <- mle.tilde(obj)

obj <- mle.eigen(obj)

obj <- mle.optim(obj, trace=0, maxit = 2000, factr = le3,
theta0 = obj$adjust$tilde$theta)

+ V Vv VvV

thetal0: 2168 0 0 0 1 1 1 638788 42068
convergence: 0

> theta(obj)

mu.x alphal alpha2 alpha3 betal beta2 beta3 phi.x phi
tilde 2168 0.0 0.0 0.0 1.000 1.000 1.000 638788 42068
optim 2256 -153.8 -484.7 -402.8 1.037 1.172 1.115 638788 42061
eigen 2246 -183.6 -513.8 -430.8 1.050 1.185 1.128 538315 34849

> round(score(obj), 2)

mu.x alphal alpha2 alpha3 betal beta2 beta3d phi.x phi

tilde 0 0.01 -0.03 -0.11 -12.05 20.66 -208.9 0 O
optim 0 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.0 0 O
eigen 0 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.0 0 O

> round(loglik(obj), 2)

loglik
tilde -2090
optim -2072
eigen -2070

Claramente el estimador usando mle.eigen obtiene un score mas cercano al vector cero. Los
errores asintoticos se obtienen mediante

> se <- sqrt(diag(solve(obj$adjust$eigen$Ihat))/obj$n)
> round(se, 2)
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mu.x alphal alpha2 alpha3 betal beta2 betald phi.x

89.22 103.38 110.55 107.44 0.04 0.05 0.05 95419.53
phi

3353.37

> #valores de discrepancia cj para Probabilidad de acuerdo

> c¢j <- ¢(300, 350, 400)

> obj <- bootstrap(obj, B=50, maxit = 200, trace = O,

+ cj=cj, adjust.name = "eigen")

> obj <- envelope(obj, conf = 0.95, plot.it = FALSE,

+ method = "W-H", adjust.name = "eigen')
Para graficar el envelope se ejecuta

> ggplot( as.data.frame(obj$qqplot), aes(x=x, y=y) ) +

+ geom_point() +

+ geom_line(aes(y=upper), col="red", 1lty=2) +

+ geom_line(aes(y=lower), col="red", 1lty=2) +

+ xlab("Quantiles tedéricos") +

+ ylab("Quantiles empiricos")

Para determinar los datos influyentes se ejecuta

label <- 1:o0bj$n
label[ obj$adjustPeigen$deltai < qchisq(0.95, obj$r) ] <- NA
gegplot (mapping = aes(x=1:0bj$n, y=obj$adjust$eigen$deltai, label=label )) +
geom_point () + xlab("Indice") +
ylab(expression(deltal[italic(i)] (hat(theta)))) +
geom_hline(yintercept = qchisq(0.95, obj$r), lty=2) +
geom_text (vjust = 0, nudge_y = 0.5)

+ 4+ + + Vv vy

Las salidas del envelope y los datos influyentes se presentan en la Figura C.1.
Para el Coeficiente de Correlacién de Concordancia se ejecuta

> ccc(obj, delta.se = TRUE, adjust.name = "eigen')

ccc se
rhol 0.9370 0.01173
rho2 0.9289 0.01198
rho3 0.9245 0.01355

Para la Probabilidad de Acuerdo se ejecuta
> prob.agreement (cj, j=1, obj, delta.se = TRUE, adjust.name = "eigen")

pa se
[1,] 0.7231 0.02669
[2,] 0.7955 0.02510
[3,] 0.8530 0.02236
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> prob.agreement (cj, j=2, obj, delta.se = TRUE, adjust.name = "eigen")
pa se

[1,] 0.6620 0.03305

[2,] 0.7365 0.03260

[3,] 0.7989 0.03069

> prob.agreement (cj, j=3, obj, delta.se TRUE, adjust.name = "eigen")

pa se
[1,] 0.6548 0.03428
[2,] 0.7301 0.03363
[3,] 0.7936 0.03147

Test de hipétesis Hy: « =0,, B8=1,

> data.frame ("LRT" = 1rt(obj)$LRT,
+  "W"=wald(obj)$W,

+ "S"=testScore(obj)$s,

+  "G"=testGradiente(obj)$G )

LRT W S G
1 40.36 37.69 36.7 39.97

> qchisq(0.95, df=6)
[1] 12.59

todos los test asitoticamente distribuyen x?(6) y estdn por sobre el valor critico considerando
una confianza del 95 %. Por tanto, se rechaza H, en todos los tests.

Para encontrar los instrumentos que se alejan de la hipdtesis se evalia un test de Wald
para cada parametro y por simplicidad el estadistico se compara con una distribucion normal
estandar

> wald.uni(obj, conf = 0.95)

Matriz de contraste
mu.x alphal alpha2 alpha3 betal beta2 beta3 phi.x phi

[1,] 0 1 0 0 0 0 0 0 O
, 0 0 1 0 0 0 0 0 O

, 0 0 0 1 0 0 0 0 O

, 0 0 0 0 1 0 0 0 O

, 0 0 0 0 0 1 0 0 O

0 0 0 0 0 0 1 0 O

HO: AY%x%theta = a
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Figura C.1: Bondad de Ajuste al modelo estructural Normal multivariado para los datos

vital.

Est. SE a Z lower upper
alphal -183.579 103.38341 0 -1.776 -386.2066  19.049
alpha2 -513.753 110.54943 0 -4.647 -730.4258 -297.080
alpha3 -430.752 107.44337 0 -4.009 -641.3370 -220.167
betal 1.060 0.04378 1 1.151 0.9646 1.136
beta2 1.185 0.04682 1 3.959 1.0936 1.277
beta3 1.128 0.04550 1 2.807 1.0385 1.217

Se obtiene que en j = 1 no se puede rechazar Hy : o; =0y Hy : 3; = 1 por separado, fijarse
como el 0 y el 1 estan contenidos en los intervalos de confianza de oy y [3; respectivamente.

C.4. Ajuste bajo la distribucion ¢, multivariada
El siguiente ajuste sera usando los datos de
> data(volume)
> head(volume)
> obj <- mvstruct(X=volumel[,1], Y=volume[,2:5], distr = "t.eta",
+ labels = C(HXH, quu, ny2n’ HY3H’ ny4u))
> obj <- mle.eigen(obj)
> obj <- mle.tilde(obj)
> obj <- mle.optim(obj, maxit = 600, factr = 1e5)
> obj <- mle.em(obj)
> round (theta(obj), 2)
mu.x alphal alpha2 alpha3 alpha4 betal beta2 beta3 beta4 phi.x phi eta
tilde 9.69 0.00 0.00 0.00 0.00 1.00 1.00 1.00 1.00 21.86 3.74 0.11
optim 9.05 0.08 -0.22 0.14 1.65 0.90 0.98 1.15 1.09 23.99 1.41 0.14
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[l e]

eigen 10.08 0.11 -0.03 0.07 1.54 0.88 0.95 1.14 1.08 22.26 1.39
em 9.06 0.08 -0.22 0.14 1.55 0.90 0.98 1.15 1.09 24.04 1.41
> round(score(obj), 3)
mu.x alphal alpha2 alpha3 alpha4 betal beta2 beta3d3 Dbeta4d
tilde 0.000 -18.624 -12.42 12.327 24.728 -210.102 -130.715 147.410 252.488
optim -0.001 -0.001 0.00 0.002 0.001 -0.009 -0.010 0.000 0.018
eigen -1.597 -0.078 -0.01 1.192 -0.140 -0.150 9.288 9.452 -2.157
em 0.000 0.000 0.00 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
phi.x phi eta
tilde 0.000 0.00 0.001
optim 0.001 0.00 0.002
eigen 0.063 -0.74 0.000
em 0.000 0.00 0.001
> loglik(obj)
loglik
tilde -503.9
optim -421.1
eigen -422.2
em -421.1
> se <- sqrt(diag(solve(obj$adjust$optim$Ioptim))/obj$n)
> round(se, 2)
mu.x alphal alpha2 alpha3 alpha4 betal beta2 beta3d beta4d phi.x phi
0.76 0.53 0.56 0.60 0.58 0.05 0.06 0.06 0.06 6.82 0.25
eta
0.07
>
Se elige la estimacion optim
> cj <- c(3, 3.5, 4)
> obj <- bootstrap(obj, B=20, maxit = 500, trace = O,
+ cj=cj, adjust.name = "optim")
> obj <- envelope(obj, conf = 0.95, plot.it = FALSE,
+ method = "F", adjust.name = "optim")

Para graficar el envelope se ejecuta

> ggplot( as.data.frame(obj$qqplot), aes(x=x, y=y) ) +
+ geom_point() +

+ geom_line(aes(y=upper), col="red", 1lty=2) +

+ geom_line(aes(y=lower), col="red", 1lty=2) +

+ xlab("Quantiles teéricos") +

+ ylab("Quantiles empiricos")
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Para determinar los datos influyentes se ejecuta

> label <- 1:0bj$n

> label[ obj$adjust$optim$deltai < qchisq(0.95, obj$r) ] <- NA

> ggplot (mapping = aes(x=1:0bj$n, y=obj$adjustboptim$deltai, label=label )) +
+ geom_point() + xlab("Indice") +

+  ylab(expression(italic(F[i]))) +

+ geom_hline(yintercept = qchisq(0.95, obj$r), 1lty=2) +

+ geom_text(vjust = 0, nudge_y = 0.5)

Las salidas de los envelope y datos influyentes se presentan en la Figura C.2
Para el Coeficiente de Correlacién de Concordancia se ejecuta

> ccc(obj, delta.se = TRUE, adjust.name = "optim")

ccc se
rhol 0.9181 0.02181
rho2 0.9409 0.01653
rho3 0.9082 0.02462
rho4 0.8571 0.03719

Para la Probabilidad de Acuerdo se ejecuta

> prob.agreement(cj, j=1, obj, delta.se = TRUE, adjust.name = "optim")

pa se
.8856 0.03125
.9296 0.02257
.9570 0.01564

M/ /o
w N =
L
o O O

> prob.agreement(cj, j=2, obj, delta.se = TRUE, adjust.name = "optim")

pa se
.9220 0.02191
.9535 0.01512
.9722 0.01013

/o
w N =
Lol L
o O O

> prob.agreement (cj, j=3, obj, delta.se TRUE, adjust.name = "optim")

pa se
.8074 0.04672
.8750 0.03673
.9208 0.02721

M/ /o
w N =
L
o O O

> prob.agreement (cj, j=4, obj, delta.se = TRUE, adjust.name = "optim")

pa se
[1,] 0.6504 0.06009
[2,] 0.7598 0.05184
[3,] 0.8434 0.04110
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Test de hipétesis Hy: a« =0,, 8 =1,

> data.frame ("LRT" = 1lrt(obj)$LRT,
+  "W"=wald(obj)$W,

+  "S"=testScore(obj)$S,

+  "G"=testGradiente(obj)$G )

LRT W S G
1 165.6 260.8 40.86 111.1

> qchisq(0.95, df=8)
[1] 15.51

todos los test asitéticamente distribuyen x?(8) y estdn por sobre el valor critico considerando
una confianza del 95 %. Por tanto, se rechaza Hj en todos los tests.

Para encontrar los instrumentos que se alejan de la hipdtesis se evalia un test de Wald
para cada pardmetro y por simplicidad el estadistico se compara con una distribucién normal
estandar

> wald.uni(obj, conf = 0.95)

Matriz de contraste
mu.x alphal alpha2 alpha3 alpha4 betal beta2 beta3 beta4 phi.x phi eta

[1,] 0 1 0 0 0 0 0 0 0 O 0 O
[2,] 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0O 0 ©
[3,] 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0O 0 ©
(4,] 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0O 0 ©
(5,] 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0O 0 O
(6,] 0 0 0 0 0 0 1 0 0 O 0 O
(7,1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0O 0 ©
[8,] 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0O 0 ©
HO: AY%x%theta = a

Est. SE a Z lower upper
alphal 0.11316 0.52533 0 0.21541 -0.9165 1.1428
alpha2 -0.03478 0.56373 0 -0.06169 -1.1397 1.0701
alpha3 0.07370 0.59847 0 0.12315 -1.0993 1.2467
alpha4 1.53956 0.58455 0 2.63375 0.3939 2.6853
betal 0.88273 0.05325 1 -2.20213 0.7784 0.9871
beta2 0.95196 0.05896 1 -0.81481 0.8364 1.0675
beta3 1.13936 0.06045 1 2.30543 1.0209 1.2578
betad 1.08252 0.05905 1 1.39740 0.9668 1.1983

Se obtiene que para j = 4 se rechaza Hy : o;j = 0y en j = 1,3 se rechaza Hy : 3; = 1 por
separado.
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Figura C.2: Bondad de Ajuste al modelo estructural Normal multivariado para los datos
vital.
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Apéndice D
Conjunto de datos Acciones Chilenas

Con el fin de complementar la aplicaciéon del modelo estructural al conjunto de datos
de Acciones Chilenas presentado en la seccién 3.6.3 a continuacion se presentan la serie de
variaciones mensuales de cinco acciones comparada contra las variaciones del IPSA en la
Figura D.1. Una medida de concordancia seria que ambas series tengan similar variacion tanto
en magnitud como direccion, el caso de ENEL, Falabella y en menor medida BSantander
tendrian esta caracteristica. Sin embargo, SQM B y LT M presentan diferencias en algunos
periodos de tiempos lo que deberia ser capturado en evaluacién de las medidas de acuerdo.
En la Figura D.2 se presenta el valor absoluto de las diferencia entre cada una de las cinco
acciones y el I PSA. Nuevamente, un alto acuerdo tenderia a una diferencia cercana a cero o
baja, las acciones de Falabella y BSantander tienen las diferencias mas bajas, mientras que
en SQM y LTM indicarian la posibilidad de medidas de acuerdo variantes en el tiempo.
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Figura D.1: Comparacién en el tiempo de las series de IPSA y cinco acciones chilenas
SQMB, ENEL, Falabella, BSantander y LT M
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Figura D.2: Comparacion en el tiempo de del valor absoluto entre las series de IPSA y cinco
acciones chilenas SQM B, ENFEL, Falabella, BSantander y LT M
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