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7.22. Números crı́ticos (óptimo y aproximados) para las estructuras de costos

con la mayor y la menor relación entre margen unitario y costo unitario

de vencimiento y D ⇠ Geométrica(1
d

). . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

X
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RESUMEN

La gestión de inventarios es una función de gran importancia dentro de los planes

operativos y estratégicos de una organización. En la literatura existen varios modelos de

inventario que suponen que el producto puede ser almacenado por un tiempo ilimitado, lo

que no es válido para productos perecibles. Un claro ejemplo de esto es el mercado de los

alimentos, el que excede fácilmente el billón de dólares en ventas mundiales anuales y en

que más de un tercio de estas ventas la constituyen productos frescos, lácteos y carnes.

En este trabajo estudiamos la aplicación de una Polı́tica de Número Crı́tico, como

polı́tica de ordenamiento, en un sistema de inventario de revisión periódica para un pro-

ducto perecible, sujeto a una estructura de costos lineales. Bajo ciertos supuestos y con-

sideraciones, este sistema corresponde a una cadena de Markov en tiempo discreto.

Determinar el número crı́tico óptimo es un problema de gran complejidad compu-

tacional, debido a lo difı́cil que resulta calcular la cantidad esperada de vencimientos. En

la literatura existen cotas a esta cantidad que permiten plantear un problema de optimi-

zación que aproxime el número crı́tico óptimo. El objetivo de este trabajo fue desarrollar

una nueva aproximación, más simple, sin sacrificar (mayormente) el desempeño obtenido.

Nuestro enfoque fue (1) utilizar las cotas existentes para estimar la cantidad esperada

de vencimientos y (2) realizar simplificaciones que permitieran llevar el problema original

a uno con la estructura del conocido Problema del Vendedor de Periódicos, de manera de

aprovechar la simpleza de su resolución; logrando determinar una expresión cerrada.

Un intenso estudio computacional reveló que el desempeño de nuestra aproximación

es totalmente comparable con lo existente en la literatura, teniendo costos muy cercanos

a los de la Polı́tica de Número Crı́tico óptima y a los de la polı́tica óptima, con una dife-

rencia siempre menor al 0.3 % y al 2 %, respectivamente. Ası́, pasamos de un problema

de optimización que se debe resolver, a una expresión cerrada que solo se debe evaluar.

Palabras Claves: Sistema de Inventario, Inventario Perecible, Polı́tica de Ordenamien-

to, Polı́tica de Número Crı́tico, Modelo de Inventario Markoviano.
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ABSTRACT

Inventory management is a very important role in strategic and operational plans of an

organization. In the literature there are several inventory models assume that the product

can be stored for an unlimited time, which does not apply to perishable products. A clear

example of this is the food market, which easily exceeds US$1.000 billion in annual

worldwide sales and more than a third of these sales constitute fresh produce, dairy and

meats.

In this work we study the application of a Fixed-Critical Number Policy, as ordering

policy, in a periodic inventory review system for a perishable product, which is subject to

a linear cost structure. Under certain assumptions and considerations, the system corres-

ponds to a discrete-time Markov chain.

Determine the optimal critical number is a complex computational problem, because

how hard it is to calculate the average expected number of outdates. In the literature there

are bounds to this number permitted to make an optimization problem that approximates

the optimal critical number. The objective of this work was to develop a new approxima-

tion, even simpler, without sacrificing (mostly) the performance obtained.

Our approach was to (1) use of existing bounds in the literature to estimate the average

expected number of outdates and (2) make simplifications that allow carry the original

optimization problem to a problem with the structure of known Newsvendor Problem, so

take advantage of the simplicity of its resolution, making determining a closed expression.

An intense computational study revealed that the performance of our approximation

turned out to be completely comparable to what exists in the literature, to have a perfor-

mance very close to the optimal Fixed-Critical Number Policy and the optimal policy,

with a difference in costs always less than 0.3 % and 2 %, respectively. So, we move from

an optimization problem to be solved, to a closed expression should only be evaluated.

Keywords: Inventory System, Perishable Inventory, Ordering Policy, Fixed Cri-

tical Number Policy, Markovian Inventory Model.
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Capı́tulo 1. INTRODUCCIÓN

Por ((inventario)) se entiende a la existencia de cualquier artı́culo o recurso utilizado

en una organización, incluyendo materias primas, componentes, suministros, productos

en proceso de fabricación y productos terminados.

Los principales objetivos del manejo de inventario son (1) la protección ante la varia-

bilidad para mantener un buen nivel de servicio y (2) la reducción de costos por economı́as

de escala. En cuanto a la variabilidad, ésta tiene múltiples fuentes en un sistema de in-

ventario, las más comunes son la demanda, los tiempos de producción, los tiempos de

despacho, los tiempos de transporte y los precios; un buen manejo de inventario permite

amortiguar los efectos (negativos) que puede tener esta variabilidad. En cuanto a las eco-

nomı́as de escala, éstas permiten disminuir la cantidad de veces que se incurre en costos

de setup y conseguir mejores precios al trabajar al por mayor, dando la posibilidad de

conseguir importantes ahorros en compras, transporte, producción y almacenamiento.

1.1. Contexto

La gestión de inventarios es una función de gran importancia dentro de los planes

operativos y estratégicos de una organización. Las empresas que están insertas en un

mercado altamente competitivo reconocen la importancia de un correcto manejo de sus

existencias o control de inventario, principalmente por la inversión que representa den-

tro de sus activos, además de los costos involucrados. Según Silver y Peterson (1985),

una empresa norteamericana tı́pica tiene el 34 % de sus activos circulantes invertidos en

inventario. A modo de ejemplo, en Chile, Cencosud S.A. cerró el año 2008 con más de

$500 millones en existencias, los que equivalı́an a poco más de un 37 % de sus activos

circulantes, y el 2009 con más de $420 millones en existencias, los que equivalı́an a poco

más de un 30 % de sus activos circulantes1. Chase, Jacobs, y Aquilano (2009) afirman que

el costo promedio del inventario en Estados Unidos es de un 30 % - 35 % de su valor, es

1Información obtenida de la Ficha Estadı́stica Codificada Uniforme (FECU) de Cencosud S.A. y sus filiales
al 31 de diciembre de 2008 y 2009.
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decir, si extrapolamos esto para el caso de Cencosud S.A., podrı́amos decir que el 2008

su costo por inventario fue cercano a los $160 millones (por cada rotación de inventario)

y cercano a los $140 millones (también por cada rotación de inventario) el 2009. Por lo

tanto, es evidente que el impacto de los inventarios sobre las empresas puede ser gigante,

pequeñas reducciones en los costos de inventario (en términos porcentuales) se traduce

en enormes ahorros.

En la literatura se presentan varios modelos en los que se supone que el producto

puede ser almacenado en inventario por tiempo ilimitado para satisfacer la demanda futu-

ra. Sin embargo, numerosos ejemplos de situaciones en las que las mercancı́as se vuelven

inutilizables con el pasar del tiempo se pueden encontrar en la práctica.

1.1.1. Tipos de inventario

Usando como base lo expuesto por Goyal y Giri (2001), nosotros clasificamos el

inventario general en tres categorı́as:

1. Productos que no tienen un deterioro u obsolescencia.

2. Productos que se deterioran.

3. Productos que se vuelven obsoletos.

Productos que no tienen un deterioro u obsolescencia

Los productos que no tienen deterioro u obsolescencia son los que se asume que

tienen vida útil muy larga (con respecto al plazo en que se usan). Estos productos no

sufren un deterioro significativo con el pasar del tiempo, e incluso, si lo hicieran, todavı́a

se podrı́an utilizar sin problemas.

Ejemplos de este tipo de productos son las barras de metal, el cemento y el acero

utilizados en la industria de la construcción, pues, aún después de un largo perı́odo de

tiempo, se mantienen sin perder sus propiedades de manera significativa.
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Productos que se deterioran

Los productos que se deterioran son aquellos que van perdiendo su calidad con el

pasar del tiempo, volviéndose inutilizables en cierto momento (caducan o expiran). En

términos generales, se asume que la utilidad de estos productos se mantiene constante

durante toda su vida útil, a pesar del deterioro, cambiando solamente en el momento en

que se vuelven inutilizables.

En el sector médico hay pocos productos de inventario que no están sujetos a cadu-

cidad. De hecho, la aplicación más estudiada en modelos de inventario de productos pe-

recibles ha sido el control de inventario de productos sanguı́neos. Otros ejemplos son la

gran mayorı́a de medicamentos y otros productos farmacéuticos que poseen una fecha de

vencimiento. En la industria alimentaria, prácticamente todos productos vencen después

de un tiempo fijo; la carne, los lácteos y las frutas y verduras son ejemplos cotidianos. En

la industria de los quı́micos, productos como perfumes, alcohol, gasolina, agentes extin-

tores (contenido de los extintores de fuego) y materiales radioactivos se deterioran con el

tiempo. Una serie de otros artı́culos más especı́ficos también son mencionados en la lite-

ratura: pelı́culas fotográficas, municiones militares, materiales adhesivos utilizados para

la madera contrachapada, entre otros.

Productos que se vuelven obsoletos

Los productos que se vuelven obsoletos son aquellos que van perdiendo el valor de

su utilidad con el pasar del tiempo. Estos productos no tienen por qué deteriorarse en

calidad, de hecho, su calidad puede mantenerse intacta, lo que realmente se deteriora es

el valor de su utilidad.

Buenos ejemplos de ello son los productos de moda o de temporada y los artı́culos

tecnológicos. Los televisores, computadores personales, componentes informáticos (tales

como microprocesadores, memorias, unidades de almacenamiento de datos), teléfonos

celulares, cámaras digitales, reproductores de música digitales, asistentes personales di-

gitales (PDA), son ejemplos de productos de alta tecnologı́a que pierden rápidamente
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valor en el mercado. Incluso, es posible considerar algunos servicios como si fueran pro-

ductos sujetos a obsolescencia, un ejemplo de esto son los pasajes en avión, en que la

obsolescencia está dada por los asientos que no se logran vender antes de la fecha y hora

del vuelo que se esté considerando.

1.1.2. Perecibilidad

Nosotros usaremos la palabra ((perecibilidad)) para englobar a los conceptos de dete-

rioro y obsolescencia. Para dimensionar la importancia que puede tener la perecibilidad,

tome en cuenta las siguientes cifras:

– En el 2006, las ventas mundiales en las tiendas de comestibles excedieron fácil-

mente el billón de dólares, donde más de un tercio de estas ventas corresponden a

productos perecibles como productos frescos, lácteos y carne (ACNielsen, 2006).

– Resultados de diversas encuestas en Estados Unidos informan que, en 2003, el

22 % de los costos por productos invendibles en que incurrieron los distribuidores

de bienes de consumo envasados, se debieron a productos vencidos (America,

2004).

– La estimación nacional de Estados Unidos para la cantidad de sangre (o de cual-

quiera de sus componentes) que venció en los bancos de sangres y hospitales

en el 2008, fue de 1.346.000 unidades, equivalentes al 4,7 % del total (AABB y

Westat, 2009).

Ası́, es claro que el impacto que puede tener la perecibilidad en un sistema es deter-

minante, por lo que sus efectos no siempre pueden ser desconsiderados.

1.2. Problema

Consideremos un sistema de inventario de revisión periódica para el manejo de un

producto no perecible que está sujeto a una estructura de costos compuesta por: (1) costo

por ordenar (que generalmente consta de un costo por la colocación de una orden más

el costo de los productos), (2) costo por faltante (penalización y/o ventas perdidas) y (3)
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costo por mantención de inventario. En la literatura es bien sabido que si este sistema

cumple con ciertas condiciones respecto a la estructura de costos y al comportamiento

de la demanda2, entonces la polı́tica de ordenamiento óptima que minimiza sus costos

esperados es una ((Polı́tica (s, S))), donde es fácil determinar los valores óptimos para los

parámetros s y S.

FIGURA 1.1. Ejemplo de la evolución del nivel de inventario bajo una Polı́tica (s, S).

Definición 1.1. La ((Polı́tica (s, S))) consiste en lo siguiente. Si en el momento de la

revisión del inventario, el nivel de inventario3 es menor que ((s)) unidades, se debe colocar

una orden tal que complete un nivel de inventario de ((S)) unidades. Por el contrario, si

en el momento de la revisión el nivel de inventario es mayor o igual que ((s)) unidades, no

se hace nada.

2Una condición suficiente es: que todos los costos sean no negativos, que el primer componente del costo
por ordenar (costo por la colocación de una orden) sea un costo de setup, que el segundo componente
del costo por ordenar (costo de los productos) sea proporcional a la cantidad que se ordena, que la suma
entre el costo esperado por faltante y el costo esperado por mantención de inventario sea una función
convexa (en función de la cantidad que se ordena) y que las demandas de cada periodo sean independientes,
idénticamente distribuidas e independientes del inventario inicial del sistema. Scarf (1959) estudia este
problema.
3Por ((nivel de inventario)) se entiende al total de productos en inventario.
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La figura 1.1 muestra un ejemplo de la evolución del nivel de inventario bajo una

Polı́tica (s, S).

En el caso particular en que no exista un costo asociado a la colocación de una orden

(el costo por colocar una orden es 0), la Polı́tica (s, S) óptima del sistema cumple con la

particularidad: s = S. Este caso particular de la Polı́tica (s, S) se conoce como ((Polı́tica

de Número Crı́tico)), en que el número crı́tico y está dado por y = s = S, y donde existe

una expresión conocida y sencilla para obtener el valor óptimo de y.

FIGURA 1.2. Ejemplo de la evolución del nivel de inventario bajo una Polı́tica
de Número Crı́tico.

Definición 1.2. La ((Polı́tica de Número Crı́tico)) consiste en ordenar todos los pe-

riodos una cantidad tal de completar un nivel de inventario igual al número crı́tico en

cuestión. En caso que el nivel de inventario sea mayor o igual al número crı́tico4, no se

debe ordenar (esto es equivalente a considerar la colocación de una orden por 0 produc-

tos cuando el sistema no tiene un costo asociado a la colocación de una orden).

4Si en cada periodo se utiliza la Polı́tica de Número Crı́tico, la única forma en que el nivel de inventario
sea mayor al número crı́tico, es que se deba a las condiciones iniciales (nivel de inventario inicial mayor al
número crı́tico).
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La figura 1.2 muestra un ejemplo de la evolución del nivel de inventario bajo una

Polı́tica de Número Crı́tico.

Por otro lado, si ahora consideramos un sistema de inventario para un producto pe-

recible, la polı́tica de ordenamiento óptima es muy difı́cil de calcular, esto se debe a que

el estado del sistema no depende solamente del total de inventario (como en el caso de

un producto no perecible), sino que también depende del detalle de las edades de los

productos. El cálculo directo de la polı́tica óptima para un horizonte finito requiere la

solución de un problema de programación dinámica con una variable de estado de dimen-

sión n� 1, donde n es la vida útil del producto (Cohen, 1976; Nahmias, 1977b). Si n no

es lo suficientemente pequeño, el cálculo es prácticamente imposible.

Ante la ausencia de una polı́tica de ordenamiento óptima general para este proble-

ma, muchos autores trabajan utilizando la Polı́tica de Número Crı́tico en sus modelos

(Cooper, 2001). El uso de esta polı́tica resulta ser una aproximación bastante razonable

en términos de desempeño, además de tener la ventaja de ser una polı́tica muy fácil de

aplicar en la práctica. Sin embargo, obtener la mejor Polı́tica de Número Crı́tico, es decir,

calcular el numero crı́tico óptimo, también es un problema sumamente difı́cil, por lo que

generalmente se estima a través de aproximaciones heurı́sticas (Lian y Liu, 1999).

Las aproximaciones existentes para el número crı́tico óptimo no son expresiones di-

rectas, sino que requieren de, por ejemplo, la resolución a un problema de optimización.

Esto implica que si se quiere aplicar el modelo a una variedad de productos, se deberá re-

solver un problema de optimización para cada uno de los productos en que se aplique. Si

además las condiciones bajo las que opera el sistema cambian cada cierto tiempo, pro-

bablemente también se modifiquen los parámetros del modelo, debiendo resolver nueva-

mente los problemas de optimización. Todo esto implica una mayor inversión de tiempo

y una necesidad de programas (software) y recursos humanos más especializados que los

que se necesitarı́an si se tuviera una expresión cerrada para el número crı́tico óptimo,

como lo es en el caso sin vencimientos.
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1.3. Objetivo

En este trabajo nosotros consideramos un sistema de inventario de revisión periódica

para un solo tipo de producto, en donde el producto es perecible y con una vida útil fi-

ja y conocida. En cada periodo se enfrenta una demanda por productos, estas demandas

se considerarán como variables aleatorias discretas y, además, se asumirán como inde-

pendientes, idénticamente distribuidas e independientes del inventario inicial. El sistema

estará sujeto a una estructura de costos lineales que considera cuatro tipos de costos: (1)

costo por ordenar (solo considerando la componente del costo de los productos), (2) cos-

to por faltante, (3) costo por mantención de inventario y (4) costo por vencimientos; note

que no se considerará un costo asociado a la colocación de una orden. Lo que se busca

para este sistema es minimizar el costo (total) esperado en que se incurre.

Nuestra hipótesis es que la utilización de una aproximación en el cálculo de la Polı́tica

de Número Crı́tico óptima asociada al sistema de inventario mencionado, permite simpli-

ficar su cálculo (estimación) aún más que las aproximaciones ya existentes en la litera-

tura, sin sacrificar, mayormente, el desempeño de la polı́tica. Ası́, en concordancia con

la hipótesis propuesta, el objetivo de esta tesis consiste en desarrollar una buena apro-

ximación, tanto en desempeño como en simpleza, para la estimación del número crı́tico

óptimo.

1.4. Estructura del Documento

Esta tesis está organizada de la siguiente manera. El capı́tulo 2 contiene la revisión

de la literatura asociada al sistema que se desea estudiar, dando una breve descripción de

algunos conceptos básicos que componen un sistema de inventario. En el capı́tulo 3 se

describe el modelo que rige el sistema, detallando su funcionamiento, evolución, varia-

bles involucradas y sus principales propiedades. En el capı́tulo 4 se estudia la polı́tica de

ordenamiento óptima del sistema, analizando por separado el caso en el que el sistema

funciona a perpetuidad del caso en que el sistema funciona por un tiempo limitado. En el

capı́tulo 5 se estudia la Polı́tica de Número Crı́tico óptima como polı́tica de ordenamiento
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para el sistema y se revisan las principales aproximaciones asociadas a la utilización de

esta polı́tica. En el capı́tulo 6 se presenta la aproximación que se propone para el núme-

ro crı́tico óptimo, detallando la metodologı́a que se utilizó para obtenerla. El capı́tulo 7

muestra los resultados que se obtienen al aplicar la aproximación propuesta. Finalmente,

en el capı́tulo 8 se presentan las principales conclusiones que se extraen de este trabajo y

algunas recomendaciones para el trabajo futuro.
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Capı́tulo 2. REVISIÓN BIBLIOGRÁFICA

En este capı́tulo se revisan los modelos de revisión periódica más importantes dentro

de la literatura, siguiendo un estilo muy parecido al de la revisión de Nahmias (1982)

y considerando aquellos modelos cuyo foco es el estudio la polı́tica de ordenamiento

para productos perecibles con vida útil fija. Para esto, antes es necesario hacer una breve

revisión de algunos de los conceptos básicos que componen un sistema de inventario,

con especial énfasis en aquellos relevantes para el desarrollo de este trabajo, de manera

facilitar la comprensión de los distintos modelos.

2.1. Conceptos Básicos de un Sistema de Inventario

Un ((sistema de inventario)) es un conjunto de polı́ticas y controles cuyo propósito

final es determinar la cantidad de productos que se deben mantener en inventario. Esto se

debe hacer en función del objetivo que se pretenda conseguir (minimizar costos, mantener

un mı́nimo de nivel de servicio, entre otros) y de los factores que determinan al sistema.

2.1.1. Tipo de Revisión

La revisión corresponde al momento en que se toma conocimiento del nivel de inven-

tario existente en el sistema. Existen dos tipos de revisión:

1. Revisión continua.

2. Revisión periódica.

Los modelos de revisión continua son aquellos en que se conoce en todo momento

el nivel de inventario que existe en el sistema, mientras que en los modelos de revisión

periódica solo se toma conocimiento sobre el nivel de inventario cada cierto periodo de

tiempo.

La mayorı́a de los sistemas de inventario actualmente funcionan bajo una revisión

periódica de sus niveles de inventario, pues es más sencillo y más barato de esta manera.
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Sin embargo, con los recientes desarrollos de la tecnologı́a RFID1 y el creciente aumento

del uso de sistemas de información, cada vez es más fácil realizar un seguimiento continuo

de los niveles de inventario, lo que permite tomar mejores y más oportunas decisiones que

con un sistema de revisión periódica, pues se cuenta con mayor información.

2.1.2. Polı́tica de Ordenamiento

La polı́tica de ordenamiento es la que determina cuándo y cuánto ordenar. En general,

se consideran dos tipos:

1. Polı́ticas de cantidad fija de pedido.

2. Polı́ticas de periodo de tiempo fijo entre pedidos.

COMENTARIO 2.1. En estricto rigor, también pueden existir polı́ticas de ordena-

miento que no sean ni de cantidad fija de pedido ni de periodo de tiempo fijo entre pedi-

dos, pero no son mayormente consideradas en la literatura.

En las polı́ticas de cantidad fija, cada vez que se hace una orden, se debe pedir la

misma cantidad de productos, pero dichas órdenes pueden hacerse en cualquier instante.

La colocación de un nuevo pedido se hace cada vez que ocurre un determinado evento,

que generalmente corresponde la disminución del nivel de inventario hasta un punto pre-

determinado. Este tipo de polı́ticas son adecuadas cuando se utiliza un sistema de revisión

continua, pues el nivel de inventario puede caer en cualquier momento al punto predeter-

minado, por lo que se requiere estar monitoreando continuamente las entradas y salidas

del inventario.

En las polı́ticas de periodo de tiempo fijo, la cantidad de productos que se solicitan en

cada orden pueden ser distintas (incluso es posible no ordenar), sin embargo, la decisión

de colocar una nueva orden o no, solo se toma en los momentos en que se cumple dicho

periodo de tiempo. Este tipo de polı́ticas son adecuadas cuando se utiliza un sistema de

revisión periódica, pues la decisión de colocar una orden o no (y su cantidad), se toma
1Radio Frequency IDentification. Sistema de almacenamiento y recuperación de datos remoto cuyo propósi-
to fundamental es transmitir un identificador de un objeto mediante ondas de radio.
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después de que las existencias hayan sido contadas o revisadas, lo que tiene lugar solo

durante las revisiones.

2.1.3. Horizonte de Tiempo

El horizonte de tiempo define el perı́odo de tiempo sobre el cual el nivel de inventario

debe ser controlado. Existen dos tipos de horizonte:

1. Horizonte finito.

2. Horizonte infinito.

La distinción entre ambos horizontes resulta ser muy relevante al momento de plan-

tear el problema que se debe resolver, pues determina la forma en que se debe abordar.

De hecho, es importante notar que al considerar un horizonte infinito, cada uno de los

productos que pasan por el inventario se venderá o vencerá en algún momento, mientras

que al considerar un horizonte finito, existe la posibilidad de que hayan productos que no

sean vendidos ni tampoco alcancen a vencer.

2.1.4. Vida Útil

Basándose en la clasificación ya propuesta para el inventario general, tenemos los

productos que no tienen un deterioro u obsolescencia, que corresponde a los productos

que poseen una vida útil muy larga y que para efectos prácticos consideramos como ili-

mitada; y tenemos los productos que denominamos perecibles, que corresponde a los

productos que tienen una vida útil limitada. A su vez, estos últimos, pueden dividirse en

aquellos que poseen una vida útil determinada, como lo son generalmente los productos

con fecha de expiración y los productos de temporada; y en aquellos que poseen una vida

útil aleatoria, como lo son generalmente los productos de moda y los productos tecnológi-

cos.

En resumen, se considera la existencia de tres tipos de productos según su vida útil:

1. Productos con una vida útil ilimitada.
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2. Productos con una vida útil limitada y determinada.

3. Productos con una vida útil limitada y aleatoria.

2.1.5. Demanda

La demanda puede ser determinista o estocástica y, a su vez, la demanda estocástica

puede seguir una distribución de probabilidades continua o una distribución de probabili-

dades discreta. La distinción entre una demanda con distribución continua y una demanda

con distribución discreta es muy relevante al momento de considerar el espacio de estados

del sistema.

En resumen, se consideran tres tipos de demandas:

1. Demanda determinista.

2. Demanda estocástica con distribución de probabilidades continua.

3. Demanda estocástica con distribución de probabilidades discreta.

2.1.6. Polı́tica de Salida

La polı́tica de salida de los productos se refiere al orden en que estos abandonan el

inventario para satisfacer la demanda. Este es un factor estrechamente relacionado con

el manejo de productos perecibles, pues en ellos es importante distinguir un producto de

otro según su edad (si el producto fuera no perecible, cada producto es indistinguible del

resto).

Las posibles polı́ticas de salida son:

1. FIFO (First In First Out). Consiste en satisfacer la demanda con los productos de

mayor edad primero (los más viejos).

2. LIFO (Last In First Out). Consiste en satisfacer la demanda con los productos de

menor edad primero (los más nuevos).

3. Bajo alguna otra regla particular (incluso pudiendo ser de forma aleatoria).
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Muchos autores han estudiado las condiciones bajo las cuales la polı́tica de salida

LIFO es óptima y condiciones bajo las cuales la polı́tica de salida FIFO es óptima.

2.1.7. Costos

En la gestión de inventarios se busca minimizar el costo total de inventario, el que se

compone, en general, por cuatro tipos de costos.

Costo por ordenar (ordering cost)

Este costo incluye todo lo que implica obtener un producto nuevo para reponer in-

ventario, generalmente se divide en dos componentes:

– Costos por la colocación de un pedido. Estos se refieren a los costos administra-

tivos y de oficina para elaborar la orden de compra o de producción. Se incluyen

todos los detalles, tales como contar los artı́culos, calcular las cantidades de órde-

nes, preparar la maquinaria necesaria para la producción de un lote, entre otros.

Incluso, los costos de transporte de las órdenes pueden incluirse en esta categorı́a.

En general, se supone que este costo es independiente de la cantidad ordenada,

solo importa si se ordenó o no.

– Costos de los productos. Son los asociados a la adquisición de la mercancı́a, es

decir, el precio que se debe pagar por la compra de los productos. En algunos

casos se puede suponer que este costo es lineal y en otros que el costo unitario

disminuye conforme aumenta la cantidad pedida.

Costo por faltante (shortage cost)

En este costo se consideran los efectos de que un cliente que llegue a comprar un

artı́culo no logre satisfacer su demanda en ese instante debido a que se agotaron las exis-

tencias. Cuando se produce esta situación, se incurre en sanciones por retraso (tiempo

que tarda en reponerse el artı́culo) o en la pérdida de utilidades, además de un daño a la

imagen y la posible fuga de clientes por no tener lo que se buscaba. Si el cliente acepta

recibir el artı́culo más adelante, se incurre en una sanción por el retraso, pero si no acepta,
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entonces es utilidad perdida (margen de la venta). La realidad suele ser una mezcla de

ambas situaciones.

Costo por mantención (holding cost)

Es el costo inherente a la existencia misma de los productos, son aquellos aspectos

necesarios para el mantenimiento de los artı́culos en inventario hasta que son vendidos.

Pueden distinguirse dos tipos de costos por mantención: costos de almacenamiento y

costos financieros. Los costos de almacenamiento hacen referencia al espacio fı́sico para

la conservación de la mercancı́a (bodega, estantes, entre otros) y su manejo, limpieza y

seguridad. Los costos financieros incluyen al costo de oportunidad por tener paralizado

un capital, a la depreciación de los artı́culos y a los impuestos.

Costo por vencimiento (disposal cost)

Corresponde al costo por la pérdida de productos que vencen en inventario sin alcan-

zar a ser vendidos. El vencimiento puede estar dado por productos que se deterioran o por

productos que se vuelven obsoletos.

2.1.8. Consideración del Faltante

Existen tres posibles consideraciones con el manejo del faltante:

1. Considerar el faltante como demanda perdida o ventas perdidas (lost sales). Esto

significa que la demanda que no se logra satisfacer en el momento que llega,

simplemente se pierde (el cliente no espera ni vuelve por el producto).

2. Considerar el faltante como demanda pendiente o ventas pendientes (backlog-

ging). Esto significa que la demanda que no se logra satisfacer en el momento

que llega, se pospone para satisfacerse en el futuro (el cliente espera o vuelve por

el producto).

3. Considerar una parte del faltante como demanda perdida y otra parte como de-

manda pendiente. La proporción de cada una de las partes puede depender de la

cantidad de productos faltantes, del tiempo que habrı́a que esperar para satisfacer

ese faltante o de algún otro indicador.
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2.1.9. Plazo de Entrega (Leadtime)

El leadtime es el tiempo que transcurre desde el instante en que se ordena un pedido

hasta que éste se recibe. La tendencia de la literatura es considerar sistemas sin leadti-

me (los pedidos llegan instantáneamente) y sistemas con leadtime determinista, aunque

también existen sistemas con leadtime aleatorio.

2.1.10. Otros Factores

Otros factores que podrı́an considerarse son la utilización de precios de descuento

para motivar las ventas, los efectos de la inflación y valor del dinero a través del tiempo,

el manejo de múltiples productos (multi-product), la existencia de múltiples locaciones

para la venta de los productos (multi-location), la existencia de múltiples eslabones en la

cadena de suministro (multi-echelon), entre otros.

2.2. Sistemas con Demanda Determinista

Una propiedad general de los modelos deterministas de inventario perecible es que,

bajo algunas condiciones generales, la polı́tica de ordenamiento óptima será ordenar siem-

pre de manera que nunca hayan vencimientos. Si se incluye la existencia de un leadtime

fijo, entonces simplemente se ajusta el punto en que se hace el pedido, también conside-

rando que los productos no perezcan.

Veinott (1960) analiza este problema considerando diferentes polı́ticas de salida para

los productos. Él demuestra que si la utilidad del producto es no creciente con el pasar de

la edad y se usa una polı́tica de salida FIFO, entonces la polı́tica de ordenamiento óptima

consiste en pedir una cantidad igual a la demanda total de una secuencia de perı́odos y no

volver a pedir hasta que estos se hayan acabado.

2.3. Sistemas con Demanda Aleatoria

Los modelos estocásticos para inventario perecible suelen ser bastante complejos de

resolver. Sin embargo, uno de los primeros y más famosos casos de inventario perecible
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con vida útil fija y sujeto a una demanda incierta, el llamado ((Problema del Vendedor de

Periódicos (Newsvendor Problem))), no lo es dada su particularidad.

2.3.1. Problema del Vendedor de Periódicos

El ((Problema del Vendedor de Periódicos)) consiste en lo siguiente. Un vendedor de

periódicos desconoce cuál será la demanda por periódicos al dı́a siguiente, por lo que no

sabe cuántas unidades encargar a su proveedor. Si la demanda supera la cantidad encar-

gada, vende todas las unidades que tiene, pero pierde la posibilidad de haber vendido aún

más periódicos (perdiendo el margen de esas ventas). Si la demanda es menor a la can-

tidad encargada, el vendedor se queda con unidades sobrantes, las que puede devolver,

pero recuperando solo parte del dinero que pagó. El dilema para el vendedor es encontrar

una polı́tica de ordenamiento que maximice su beneficio esperado (o minimice su costo

esperado).

Khouja (1999) presenta una revisión detallada de la literatura sobre modelos del Pro-

blema del Vendedor de Periódicos, discutiendo algunas modificaciones y ampliaciones.

Una caracterı́stica importante de este problema es que, debido a la particularidad de

tratarse de un producto con una vida útil de un periodo, y a que hemos supuesto que las

demandas de cada periodo son variables aleatorias independientes entre sı́ e independien-

tes del estado inicial del inventario, las decisiones de órdenes en perı́odos sucesivos son

independientes, por lo que el problema de múltiples periodos se reduce a una secuencia

de problemas independientes2 (esto no es ası́ en modelos con productos perecibles de vida

útil mayor, siendo inmensamente complejos de resolver). Si además se considera que las

demandas de cada periodo son idénticamente distribuidas, entonces el nivel óptimo de in-

ventario para enfrentar cada periodo será el mismo, lo que implica que la polı́tica óptima

para este caso será una Polı́tica de Número Crı́tico. Ası́, a continuación consideraremos

el problema para un periodo.

2Para más detalles ver Arrow, Karlin, y Scarf (1958).
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Costo esperado

Sea c
e

> 0 el costo unitario por cada periódico en escasez y c
s

> 0 el costo unitario

por cada periódico sobrante3. Si el vendedor decide enfrentar el periodo con y periódicos

y llega una demanda por D periódicos (donde D corresponde a una variable aleatoria no

negativa con función de probabilidad g(·) y una función de distribución acumulada G(·)),

entonces el costo en el que incurre es:

C(y,D) = c
e

· (D � y)+ + c
s

· (y �D)

+ (2.1)

y por lo tanto, el costo esperado (utilizando la notación (a)+ ⌘ máx{a, 0}) es:

C
E

(y) = E
D

[C(y,D)]

= c
e

· E
D

⇥

(D � y)+
⇤

+ c
s

· E
D

⇥

(y �D)

+
⇤

(2.2)

PROPOSICIÓN 2.1. C
E

(y) es una función convexa en y � 0 (manteniendo siempre la

consideración de que c
e

, c
s

> 0).

—— Ver demostración A.1 en el anexo A.

Modelo de optimización

El problema de optimización que se debe resolver corresponde a determinar el valor

de y que minimice del costo esperado, es decir:

mı́n

y2Dominio

⌧

C
E

(y)

�

= mı́n

y2Dominio

⌧

c
e

· E
D

⇥

(D � y)+
⇤

+ c
s

· E
D

⇥

(y �D)

+
⇤

�

(2.3)

donde Dominio = R+
0 si D es una variable aleatoria continua, y Dominio = N0 si D es

una variable aleatoria discreta.

3Note que si se considerara que el costo por unidad en escasez fuera 0, entonces la solución óptima serı́a
completar un nivel de inventario de 0 unidades. Por otro lado, si el costo por unidad de sobrante fuera 0,
entonces la solución óptima serı́a completar un nivel de inventario mayor o igual a la demanda máxima,
eventualmente infinito.

18



Considerando el hecho de que C
E

(y) es una función convexa en y � 0, la solución

óptima para este problema de optimización es:

y⇤ = G�1

✓

c
e

c
e

+ c
s

◆

(2.4)

donde G�1
(z) = ı́nf

y2Dominio

{G(y) � z} para z 2 [0, 1] (ver demostraciones A.2 y

A.3 en el anexo A). Este número corresponde al número crı́tico óptimo de la Polı́tica de

Número Crı́tico Óptima.

COMENTARIO 2.2. Note que G�1
(·) no puede interpretarse directamente como la

inversa de G(·) pues, en general, las distribuciones acumuladas no tienen función inversa

por no ser sobreyectivas. Nuestra definición de G�1
(·) es una especie de inversa que, en

caso de que exista más de un punto con la misma imagen en G(·), considera solo el menor

punto no negativo. De hecho, nuestra definición de G�1
(·) coincide con la verdadera

inversa en todos los intervalos en que G(·) es estrictamente creciente (ya que en esos

intervalos serı́a invertible). Ası́, en caso de que exista más de un valor óptimo, mediante

la ecuación 2.4 se obtendrá solo al menor de ellos.

2.3.2. Primeros modelos generales

El primer análisis de polı́ticas de ordenamiento óptimas para un producto perecible

con una vida útil fija mayor a un periodo fue hecho por Van Zyl (1964). Él analiza un

problema con una vida útil de exactamente dos periodos sujeto a las siguientes conside-

raciones:

– Usa una estructura de costos formada por un costo por ordenar y un costo por

faltante, ambos proporcionales a la cantidad de unidades en cuestión.

– Asume que las demandas de todos los periodos son variables aleatorias continuas,

independientes e idénticamente distribuidas.

– Usa la polı́tica FIFO como polı́tica de salida de los productos.

– Asume el faltante como demanda perdida.

– Analiza el sistema para horizonte finito, pero también considera el horizonte in-

finito.

19



Van Zyl plantea una función de programación dinámica que describe la polı́tica ópti-

ma para un horizonte finito. Un resultado importante que obtiene es que, si se incrementa

el inventario con una unidad vieja, la cantidad óptima a ordenar disminuye, pero en me-

nos de una unidad. Esto quiere decir que las unidades nuevas tienen un mayor impacto en

el inventario que las unidades viejas.

Nahmias y Pierskalla (1973) trabajan sobre el mismo problema que Van Zyl, pero

considerando el costo por vencimiento en vez del costo por ordenar (manteniendo la con-

sideración del costo por faltante) y considerando, no solo el caso en que el faltante es

demanda perdida, sino que también el caso en que el faltante es demanda pendiente. Un

detalle importante es que el costo por vencimiento no es devengado en el periodo en que

los productos vencen, sino que en el periodo en que se compran, por lo que es necesario

desarrollar una expresión para el valor esperado de la cantidad de productos que vencerán.

Luego, Nahmias y Pierskalla (1975) extienden este trabajo para productos con vida útil

general.

Poco después, Fries (1975) y Nahmias (1975b), de forma independiente, vuelven

a estudiar la polı́tica óptima para un producto con una vida útil general, pero esta vez

considerando una estructura de costos más amplia, que está compuesta por: costo por

ordenar, costo por faltante, costo por mantención y costo por vencimiento (donde ambos

asumen que el costo por ordenar es proporcional a la cantidad de productos pedidos, lo

que implica que no hay un costo asociado a la colocación de un pedido).

Ambos estudian la polı́tica óptima para un horizonte finito4 (considerando un factor

de descuento), planteando cada uno un problema de programación dinámica con una va-

riable de estado de dimensión n� 1, donde n es la vida útil del producto. Una diferencia

conceptual (pero no estructural) entre ambos modelos es la consideración del faltante.

Fries considera el faltante como demanda perdida y Nahmias como demanda pendiente,

sin embargo, Fries aclara que sus resultados serı́an exactamente los mismos si hubiera

4Fries también considera el horizonte infinito en algunos aspectos.
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considerado demanda pendiente. Lo que sı́ corresponde a una diferencia estructural en-

tre ambos modelos, es la consideración que cada uno le da la devengación del costo por

vencimiento. Nahmias mantiene la consideración de sus trabajos anteriores con Pierska-

lla, devengando el costo por vencimiento en el periodo en que los productos se ordenan,

mientras que Fries devenga este costo en el mismo periodo en que los productos vencen.

A pesar de la diferencia estructural entre los modelos, ambos autores concluyen que

la cantidad de productos a pedir es más sensible ante cambios en la cantidad de productos

más nuevos que ante cambios en la cantidad de productos más viejos. De hecho, Nah-

mias (1977a) muestra que estos dos enfoques son esencialmente equivalentes cuando el

horizonte restante es mayor a la vida útil del producto5. En cuanto a la eficiencia de la re-

solución computacional, Nahmias (1982) comenta que el enfoque de Fries (1975) resulta

ser mejor para el cálculo de la polı́tica óptima que el de Nahmias (1975b).

El cuadro 2.1 muestra un resumen comparativo de estos modelos.

2.3.3. Aproximaciones

Obtener la polı́tica óptima a través de los planteamientos de Fries (1975) y Nahmias

(1975b) es un problema muy complejo, lo que ha dado pie al desarrollo de aproximaciones

que simplifiquen su cálculo y al uso de polı́ticas más simples que sean fáciles de definir,

fáciles de implementar y cercanas al óptimo.

Nahmias (1975a) comparó, mediante simulación, la eficacia de tres polı́ticas que solo

se basan en el nivel de inventario para determinar la cantidad a ordenar, sin considerar el

detalle de las edades de los productos. Las polı́ticas que obtuvieron mejores resultados

fueron la Polı́tica de Número Crı́tico óptima y una polı́tica denominada ((Polı́tica Lineal)).

Definición 2.1. La ((Polı́tica Lineal)) consiste en ordenar todos los periodos una can-

tidad tal de completar un nivel de inventario indicado por una función lineal. En caso

que el nivel de inventario sea mayor o igual a la cantidad indicada por la función lineal,

no se hace nada. La función lineal es tal que:
5Solo se debe reemplazar el costo por vencimiento de Nahmias (1975b) por el costo por vencimiento de
Fries (1975) descontado por n� 1 periodos (donde n corresponde a la vida útil del producto).
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1. Si el nivel de inventario es cero, entonces se ordena la cantidad que indicarı́a la

polı́tica óptima para ese estado del sistema (coeficiente de posición de la recta o

intersección con el eje y).

2. Si el nivel de inventario es igual al número crı́tico de la Polı́tica de Número

Crı́tico óptima para el caso sin vencimientos, entonces no se ordena nada (raı́z

de la recta o intersección con el eje x).

Si bien la Polı́tica de Número Crı́tico y la Polı́tica Lineal son bastante simples y ob-

tienen buenos resultados, calcular el valor del número crı́tico óptimo (para la primera) y

el coeficiente de posición (para la segunda), siguen siendo problemas bastante compli-

cados. Estas dificultades y el hecho de que una Polı́tica Número Crı́tico es más fácil de

aplicar que una Polı́tica Lineal, ha hecho que el interés posterior de las investigaciones en

aproximaciones se centre, mayormente, en la Polı́tica Número Crı́tico.

Cohen (1976) estudia el sistema bajo una Polı́tica de Número Crı́tico, tomando el

faltante como demanda pendiente. Él logra determinar la distribución estacionaria del

nivel de inventario del proceso para el caso en que la vida útil del producto es de dos

periodos, y luego, en base a eso, obtiene el valor del número crı́tico que minimiza los

costos esperados.

Nahmias (1976) desarrolla una aproximación para encontrar el número crı́tico ópti-

mo. Para esto aproxima la cantidad esperada de vencimientos a través de cotas basadas

en la convolución de la demanda que solo dependen del nivel total de inventario y no

del detalle de las componentes del vector de estado. Su resultado es una ecuación que

involucra la función de distribución de la demanda, su convolución n-ésima y su convo-

lución (n + 1)-ésima (donde n es la vida útil del producto) y cuya solución corresponde

al número crı́tico óptimo aproximado.

Chazan y Gal (1977) se dedican a estudiar la cantidad de vencimientos y la distribu-

ción de las edades de los productos en el sistema bajo la utilización de una Polı́tica de

Número Crı́tico. Su trabajo es de los primeros en utilizar demandas discretas (enteras no

negativas), lo que les permite considerar el estado del sistema como un vector de solo
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componentes enteras. Luego, bajo ciertas condiciones para las demandas de cada periodo

(que sean independientes e idénticamente distribuidas), plantean que el estado del sistema

se mueve de acuerdo a una cadena de Markov en tiempo discreto, con lo que, finalmente,

logran determinar una cota superior y una cota inferior para la cantidad esperada prome-

dio de vencimientos.

Nahmias (1977b) desarrolla una aproximación que reduce la dimensionalidad del

problema planteado por Nahmias (1975b), llegando a un problema similar, pero de menor

complejidad. A grandes rasgos, la aproximación consiste en contraer el vector de esta-

do agrupando los productos más viejos, esto basado en el hecho de que la variación de

unidades más viejas afecta menos que la variación de unidades jóvenes6, y luego usar la

convolución de la demanda como la primera demanda. Nahmias muestra comparaciones

para productos con una vida útil de dos y tres periodos, obteniendo resultados bastante

cercanos a la polı́tica óptima.

Nandakamur y Morton (1993) desarrollan una heurı́stica para el problema planteado

por Fries (1975), pero considerando un horizonte infinito. Su trabajo consistió en obte-

ner cotas, superiores e inferiores, para el nivel de inventario óptimo a completar, para lo

cual utilizaron la lógica del Problema del Vendedor de Periódicos. Luego, Nandakamur

y Morton usan estas cotas para determinar, heurı́sticamente, cuál deberı́a ser el nivel de

inventario óptimo a completar, obteniendo resultados cercanos al óptimo.

Cooper (2001) vuelve a estudiar la Polı́tica de Número Crı́tico, retomando el trabajo

realizado por Chazan y Gal (1977). Cooper determina nuevas cotas a la cantidad esperada

promedio de vencimientos: obtiene una familia de cotas inferiores que, en conjunto, son

mejores que la cota encontrada por Chazan y Gal; y obtiene dos familias de cotas supe-

riores que, en conjunto, a veces son mejores que la cota propuesta por Chazan y Gal, pero

a veces son peores. Luego, en base a las cotas obtenidas, Cooper plantea un problema de

optimización, de fácil resolución, que permitirı́a encontrar una aproximación al número

crı́tico óptimo.

6Según los resultados de Fries (1975) y Nahmias (1975b).
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El cuadro 2.1 muestra un resumen comparativo de estas aproximaciones.

2.3.4. Extensiones y variantes

Las principales extensiones y variantes se resumen a continuación.

Cohen y Pekelman (1978) fueron los primeros en estudiar la polı́tica de ordenamien-

to óptima cuando la polı́tica de salida es LIFO (siempre bajo la consideración de deman-

da aleatoria). Luego, Cohen y Prastacos (1981), estudian la Polı́tica de Número Crı́tico

aplicada a este sistema, limitándose al caso en que la vida útil del producto es de dos

periodos. Ellos derivan aproximaciones para el número crı́tico óptimo de sistemas LIFO

y los compararan con los de sistemas FIFO. Los números crı́ticos resultaron ser bastan-

te insensibles al tipo de polı́tica de salida, aunque los costos óptimos esperados fueron

significativamente mayores para los sistemas LIFO.

Nahmias (1978) es el primero en extender su modelo general para considerar un costo

por la colocación de un pedido. Él estudia el problema de la polı́tica óptima y algunas

aproximaciones basadas en la Polı́tica (s, S). Lian y Liu (1999) y Lian, Liu, y Neuts

(2005) también trabajan en modelos con un costo por la colocación de un pedido.

Ishii, Nose, Shiode, y Nishida (1981) son los primeros en estudiar la polı́tica de or-

denamiento en sistemas con leadtime aleatorio (un o ningún periodo de plazo de entrega).

Luego, Williams y Patuwo (1999, 2004) obtienen expresiones para las cantidades óptimas

a pedir para un producto con una vida útil de dos perı́odos en un sistema con leadtime po-

sitivo.

2.4. Revisiones Literarias

Nahmias (1982) realiza la primera revisión sobre polı́ticas de ordenamiento en sis-

temas de inventario perecible, abarcando todos los modelos y aproximaciones iniciales.

Luego, los trabajos de Goyal y Giri (2001); Li, Lan, y Mawhinney (2010); y Bakker,

Riezebos, y Teunter (2012); complementan esta revisión hasta el año 2011.
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CUADRO 2.1. Resumen de la bibliografı́a base de sistemas con demanda aleatoria.
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Capı́tulo 3. DESCRIPCIÓN DEL MODELO

El sistema a modelar corresponde a un sistema de inventario de revisión periódica

para un solo tipo de producto, en donde el producto es perecible y con una vida útil fija y

conocida de n periodos (n 2 N). El sistema estará sujeto a una estructura de costos linea-

les y en cada periodo deberá enfrentar una demanda por productos, la que se considera

como una variable aleatoria discreta.

En cada periodo ocurre la siguiente secuencia de eventos: (1) Se determina la cantidad

de productos con que se desea enfrentar el periodo y se coloca una orden para completar

dicha cantidad; se asume que la orden llega instantáneamente y con productos nuevos. (2)

Llega una demanda por productos, la que es satisfecha al máximo posible de acuerdo a

una polı́tica FIFO; cualquier exceso de demanda simplemente se pierde. (3) Se mantienen

los productos que quedaron en inventario hasta el final del periodo. (4) Se envejece todo

el inventario en un periodo, eliminando los productos que vencen.

3.1. Estructura de Costos

En este sistema se considerará la siguiente estructura de costos para cualquier perio-

do:

– Costo por ordenar. Consideraremos solamente la componente por la compra de

productos (precio de la mercancı́a), es decir, asumiremos que no existe un costo

asociado a la colocación de un pedido. El costo por ordenar z > 0 productos

estará dado por o(z).

– Costo por faltante. Dado que el sistema considera el faltante como demanda per-

dida, este costo corresponde a la penalización por la demanda no satisfecha (ven-

tas perdidas). El costo por no satisfacer z > 0 productos de la demanda estará da-

do por f(z).

– Costo por mantención. Corresponde al costo por mantener en inventario los pro-

ductos que no fueron vendidos. El costo por mantener z > 0 productos en inven-

tario (durante un periodo) estará dado por m(z).
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– Costo por vencimiento. Corresponde al costo por la pérdida de productos que

vencen. El costo del vencimiento de z > 0 productos estará dado por v(z).

Se asumirá que {o(z), z > 0}, {f(z), z > 0}, {m(z), z > 0} y {v(z), z > 0}

son funciones lineales, no negativas y no decrecientes. Ası́, para z > 0, estas funciones

podrı́an escribirse de la siguiente manera:

o(z) = o(0) + c
o

· z (3.1)

f(z) = f(0) + c
f

· z (3.2)

m(z) = m(0) + c
m

· z (3.3)

v(z) = v(0) + c
v

· z (3.4)

Considerando que se trata de funciones lineales, no negativas, no decrecientes y defi-

nidas para un dominio no negativo, se deduce que o(0), f(0),m(0), v(0), c
o

, c
f

, c
m

, c
v

>
0.

3.2. Variables y Evolución del Sistema

El estado del sistema se considerará al inicio de cada periodo, justo antes de que se

coloque el pedido, y será representado por un vector de la forma ~x ⌘ [x1, x2, ..., xn�1
],

donde xi 2 N0 corresponde a la cantidad de productos de edad i que existen en inven-

tario al inicio del periodo (8i = 1, 2, ..., n � 1). El total de inventario en ese instante lo

representaremos como x(~x), es decir, x(~x) ⌘
P

n�1
i=1 xi.

COMENTARIO 3.1. Note que en el caso en que n = 1, ~x serı́a un vector de dimensión

cero y, por lo tanto, en ese caso, diremos que x(~x) ⌘
P�1

i=1 x
i ⌘ 0.

La decisión que se debe tomar en cada periodo consiste en determinar el nivel de

inventario y con que se enfrentará la demanda (y � x(~x)^y 2 N0), por lo que la cantidad

de productos que se ordenen en el pedido debe ser tal de completar el total deseado. La

restricción y � x(~x) se debe a que no es posible enfrentar el periodo con menos pro-

ductos de los que ya se tienen en inventario al inicio del periodo, pues no se considera
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la posibilidad de deshacerse de productos que no han vencido. Cabe destacar que, por

conveniencia de notación, llamaremos x0 a la cantidad de productos que se ordenan, re-

presentado la cantidad de productos de edad cero que existirán en inventario justo después

de que llegue el pedido, por lo tanto x0 ⌘ y � x(~x).

La demanda D que llega en cada periodo es la causa de la aleatoriedad del sistema.

Se asumirá que las demandas de cada periodo son variables aleatorias independientes

e idénticamente distribuidas, que solo pueden tomar valores enteros no negativos y que

poseen una función de probabilidad g(·) y una función de distribución acumulada G(·).

También se considera que las demandas son independientes del estado inicial, de manera

de estudiar el sistema con demanda estacionaria.

Considerando el estado del sistema ~x, el nivel de inventario y y la demanda D, es

posible determinar el estado del sistema en el siguiente periodo. Para esto, se utilizará la

función vectorial ~s(·), que denominaremos ((función de transición)). Ası́, el estado del

sistema en el siguiente periodo estará dado por:

~s(~x, y,D) ⌘ [s1(~x, y,D), s2(~x, y,D), ..., s
n�1(~x, y,D)] (3.5)

donde:

s
i

(~x, y,D) ⌘

0

@xi�1 �
 

D �
n�1
X

j=i

xj

!+
1

A

+

, 8i = 1, 2, ..., n� 1 (3.6)

COMENTARIO 3.2. Si se considerara el faltante como demanda pendiente en vez de

demanda perdida, entonces s1(~x, y,D) ⌘ x0 �
⇣

D �
P

n�1
j=1 x

j

⌘+
.

3.3. Medidas de Desempeño

Las cantidades importantes que determinarán el desempeño del sistema son las si-

guientes:

– Cantidad de productos que se ordenan: corresponde a la cantidad de productos

que se solicitan para reponer inventario, es decir, la cantidad de productos nuevos
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con que se contará en el periodo. Esta cantidad está dada por:

y � x(~x) = x0 (3.7)

– Cantidad de productos faltantes: corresponde al exceso de demanda del perio-

do, es decir, la cantidad de demanda que no se logra satisfacer. Esta cantidad

está dada por:

(D � y)+ (3.8)

– Cantidad de productos que se mantienen en inventario: corresponde a la cantidad

de productos en inventario que no se logran vender en el periodo. Esta cantidad

está dada por:

(y �D)

+ (3.9)

– Cantidad de productos que vencen: corresponde a la cantidad de productos en

inventario que alcanzan su vida útil en el periodo sin haberse vendido. Esta can-

tidad está dada por:
�

xn�1 �D
�+ (3.10)

COMENTARIO 3.3. Note que el caso n = 1 es el único caso en que la cantidad de

productos que vencen no depende estado del sistema, pues xn�1
= x0 no corresponde a

un componente del vector de estado. Recuerde que si n = 1, el estado del sistema es un

vector de dimensión cero.

La figura 3.1 muestra un esquema resumen con la operación del sistema, detallando

la secuencia temporal en que se consideran las variables y las medidas de desempeño del

sistema.
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...

J~x Se inicia el periodo con el sistema en el estado ~x.

y Se determina la cantidad y de productos para enfrentar la demanda.

y�x(~x)
. Se ordenan y � x(~x) productos.

D Llega una demanda por D productos.

(D�y)+
. Se produce un faltante de (D � y)+ productos.

(y�D)+
. Se mantienen (y �D)+ productos en inventario.

(xn�1�D)+
. Vencen

�
x

n�1 �D

�+ productos.

J~s(~x, y,D) Se inicia el siguiente periodo con el sistema en el estado ~s(~x, y,D).

...

FIGURA 3.1. Esquema resumen de la operación del sistema.
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Capı́tulo 4. POLÍTICA ÓPTIMA

El objetivo que se pretende conseguir para este sistema es la minimización del costo

total al que se estará sujeto. Para lograr este objetivo, lo que se hace es determinar la

polı́tica de ordenamiento óptima para el sistema, de manera de minimizar el costo total

esperado.

A continuación revisaremos los problemas que se plantean para obtener la polı́tica

óptima de este sistema.

4.1. Polı́tica Óptima para un Periodo

Este corresponde al caso en que la decisión sobre qué nivel de inventario completar

se debe tomar solamente una vez.

4.1.1. Costo esperado de un periodo

El costo en que se incurre en un determinado periodo corresponde, simplemente, a

la suma de los cuatro costos involucrados, por lo que dependerá del estado en que se

encuentre el sistema, de la cantidad de productos que se ordene y de la demanda que

llegue. Se puede demostrar, sin pérdida de generalidad, que es posible considerar que los

costos sean proporcionales, es decir, es posible asumir que o(z) = c
o

· z, f(z) = c
f

· z,

m(z) = c
m

· z y v(z) = c
v

· z (ver demostración A.4 en el anexo A). Por lo tanto,

podemos considerar que el costo de un periodo en que se comienza con en el estado

~x ⌘ [x1, x2, ..., xn�1
], se decide enfrentar el periodo con un nivel de inventario y y llega

una demanda D, está dado por:

C(~x, y,D) = c
o

· (y� x(~x)) + c
f

· (D� y)+ + c
m

· (y�D)

+
+ c

v

· (xn�1 �D)

+ (4.1)

donde c
o

, c
f

, c
m

y c
v

pueden ser interpretados como los costos unitarios por ordenar, por

faltante, por mantención y por vencimiento, respectivamente.

COMENTARIO 4.1. Note que, en estricto rigor, el costo del periodo depende del es-

tado del sistema solo a través del total de inventario (x(~x)) y de la cantidad de inventario
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de edad n�1 (xn�1), y no del detalle del resto de las componentes del vector. Este detalle

se hace relevante al considerar un horizonte de más periodos.

Ası́, el costo esperado de un periodo en que el sistema comienza con en el estado

~x ⌘ [x1, x2, ..., xn�1
] y se decide enfrentar el periodo con un nivel de inventario y, es:

C
E

(~x, y) = E
D

[C(~x, y,D)]

= c
o

· (y � x(~x)) + c
f

· E
D

⇥

(D � y)+
⇤

+ c
m

· E
D

⇥

(y �D)

+
⇤

+ c
v

· E
D

⇥

(xn�1 �D)

+
⇤

(4.2)

4.1.2. Modelo de optimización

El problema de optimización por el cual se obtiene la polı́tica óptima para un periodo

en que el sistema comienza con en el estado ~x ⌘ [x1, x2, ..., xn�1
], es el siguiente:

C⇤
1(~x) = mı́n

y�x(~x), y2N0

⌧

C
E

(~x, y)

�

= mı́n

y�x(~x), y2N0

⌧

c
o

· (y � x(~x)) + c
f

· E
D

⇥

(D � y)+
⇤

+ c
m

· E
D

⇥

(y �D)

+
⇤

+ c
v

· E
D

⇥

(xn�1 �D)

+
⇤

�

(4.3)

Si bien esta expresión parece un tanto compleja, es posible simplificar este problema

y obtener una solución sencilla. Si utilizamos la igualdad y = (y�D)

+� (D� y)++D,

y reordenamos los términos convenientemente, el costo esperado mı́nimo también puede

escribirse como:

C⇤
1(~x) = c

o

· (E
D

[D]� x(~x)) + c
v

· E
D

⇥

(xn�1 �D)

+
⇤

+ mı́n

y�x(~x), y2N0

⌧

(c
f

� c
o

) · E
D

⇥

(D � y)+
⇤

+ (c
m

+ c
o

) · E
D

⇥

(y �D)

+
⇤

�

(4.4)

en donde se han dejado los términos que no dependen de y fuera de la minimización.
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Se puede ver que la minimización tiene la estructura del Problema del Vendedor de

Periódicos, en que el costo por unidad en exceso está dado por c
e

= c
f

� c
o

(suponiendo

que c
f

> c
o

) y el costo por unidad sobrante está dado por c
s

= c
m

+ c
o

. Sin embargo,

dado que este problema cuenta con la restricción adicional de que y � x(~x), entonces la

solución óptima será:

y⇤ = máx

⇢

G�1

✓

c
e

c
e

+ c
s

◆

, x(~x)

�

= máx

⇢

G�1

✓

c
f

� c
o

c
f

� c
o

+ c
m

+ c
o

◆

, x(~x)

�

= máx

⇢

G�1

✓

c
f

� c
o

c
f

+ c
m

◆

, x(~x)

�

(4.5)

esto quiere decir que, si el nivel de inventario x(~x) es menor a G�1
⇣

c

f

�c

o

c

f

+c

m

⌘

, entonces se

debe ordenar una cantidad tal de completar un nivel de inventario igual a G�1
⇣

c

f

�c

o

c

f

+c

m

⌘

.

Por el contrario, si el nivel de inventario x(~x) es mayor o igual a G�1
⇣

c

f

�c

o

c

f

+c

m

⌘

, entonces

no se ordenan productos y se mantiene el nivel de inventario actual.

COMENTARIO 4.2. Note que si c
f

 c
o

, entonces el óptimo para este problema serı́a

no ordenar ningún producto (o a lo más uno de los óptimos si es que existe más de uno1),

pues sale más caro (o igualmente caro) ordenar que tener faltante. Es por esto que el

supuesto c
f

> c
o

en realidad es un primer requisito para que el problema tenga sentido

(convenga mantener inventario).

4.1.3. El enfoque de Fries (1975) y de Nahmias (1975b)

El enfoque que hemos tomado para devengar los costos es el mismo que el de Fries,

de hecho, el problema que plantea Fries en su modelo es exactamente el mismo al que

planteamos nosotros en la ecuación 4.3, pero considerando demanda continua (por lo

que la variable de decisión y también lo es) y funciones de costos más generales para el

faltante, la mantención de inventario y los vencimientos.
1El único caso en que podrı́a existir más de un óptimo, en que uno de ellos sea no ordenar y el otro sea
ordenar cierta cantidad, siempre bajo una demanda aleatoria (que pueda tomar al menos dos valores), es el
caso en que c

f

= c

o

y c

m

= c

v

= 0.
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Por otro lado, como ya habı́amos mencionado, Nahmias toma este mismo problema,

pero con un enfoque distinto al devengar el costo por vencimiento, haciéndolo en el pe-

riodo en que los productos se ordenan y no en el periodo en que los productos vencen. Si

hubiéramos seguido este enfoque, deberı́amos tomar la expresión E
D

[(xn�1 �D)

+
] del

problema de optimización de nuestro modelo, en que (xn�1 � D)

+ representa la canti-

dad de vencimientos cuando hay xn�1 productos de edad n� 1 en el sistema y llega una

demanda por D productos; y reemplazarla por una expresión E
D

[⌫(~x, y,D)], en donde

⌫(~x, y,D) represente la cantidad esperada de vencimientos que habrá en n periodos más,

cuando, en el periodo actual, el sistema se encuentra en el estado ~x, se decide enfrentar el

periodo con un nivel de inventario y y llega una demanda por D productos.

FIGURA 4.1. Comparación de la forma de las curvas de costo esperado de un
periodo bajo el modelo de Fries y bajo el modelo Nahmias, cuando el costo por
ordenar y por el costo por mantención son nulos.

Nahmias lo hace de esa forma ya que, si se considera un sistema que solo involucra

los costos por faltante y por vencimiento, el problema de optimización quedarı́a como:

mı́n

y�x(~x), y2N0

⌧

c
f

· E
D

⇥

(D � y)+
⇤

+ c
v

· E
D

⇥

(xn�1 �D)

+
⇤

�
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y si este problema se resuelve para una demanda no acotada, entonces no existirá un

valor óptimo para este problema, pues el óptimo serı́a completar un nivel de inventario

con una cantidad infinita de productos. La razón es simple, no hay ningún costo que

incentive al sistema a ordenar menos. El costo por faltante es un costo que incentiva a

ordenar, los costos por ordenar y por mantención de inventario son nulos y el costo por

vencimiento, que es el que podrı́a incentivar a no ordenar, no influye en nada por ser

un costo hundido (independiente de la decisión que se tome). Nahmias soluciona este

problema considerando la cantidad esperada de vencimientos de los productos que se

están ordenando, incentivando al sistema a ordenar menos (ver figura 4.1).

4.2. Polı́tica Óptima para un Horizonte Finito

Ahora consideraremos el problema para un horizonte finito de t periodos (t 2 N),

es decir, tomaremos el caso en que la decisión para determinar el nivel de inventario a

completar se debe tomar una cantidad finita de veces. El caso t = 1 se acaba de revisar,

por lo que nos enfocaremos en los casos en que t = 2, 3, 4, ....

4.2.1. Modelo de optimización

El problema de optimización que resuelve la polı́tica óptima para los próximos t

(t = 2, 3, 4, ...) periodos, comenzando el sistema en el estado ~x ⌘ [x1, x2, ..., xn�1
], es:

C⇤
t

(~x) = mı́n

y�x(~x), y2N0

⌧

C
E

(~x, y) +

1
X

k=0

C⇤
t�1(~s(~x, y, k)) · g(k)

�

(4.6)

Se puede ver que este es un problema de programación dinámica con variable de

estado de dimensionalidad n� 1, que es lo que complejiza enormemente su resolución.

COMENTARIO 4.3. Note que aquı́ se puede apreciar lo que ya habı́amos comentado

acerca de la independencia de las decisiones de órdenes en perı́odos sucesivos para el

caso del Problema del Vendedor de Periódicos. Esto se debe a que, para este caso, ~x y

~s(~x, y, k) serán vectores de dimensión cero, por lo que en todos los periodos se comen-

zará con el sistema en el mismo estado. Esto, sumado al hecho de que las demandas de
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cada periodo son independientes entre sı́ e independientes del estado inicial del sistema,

hacen que la decisión de cada periodo sea independiente y separable de lo que haya

sucedido en periodos anteriores y de lo que vaya a suceder en periodos posteriores.

4.2.2. Los resultados de Fries (1975) y de Nahmias (1975b)

El modelo que considera Fries es equivalente al que hemos planteado nosotros, con

las mismas salvedades que en el caso de un periodo (demanda continua y funciones de

costos más generales), pero además considerando un factor de descuento perteneciente al

intervalo (0, 1]. Nahmias hace lo propio, manteniendo su consideración al devengar los

vencimientos y considerando también un factor de descuento, pero que, a diferencia Fries,

pertenece al intervalo (0, 1).

Para las decisiones que se deben tomar en los periodos t � n en el modelo de Fries y

t � 1 en el modelo de Nahmias2, ambos autores muestran que bajo la polı́tica óptima se

cumple lo siguiente:

1. Existe una ((región de orden)).

2. La sensibilidad de la cantidad a ordenar es distinta ante cambios en la cantidad

de productos de distintas edades.

Región de orden

Existe una región de orden que corresponde al conjunto de todos los posibles estados

del sistema cuya cantidad total de inventario no supere cierto nivel lı́mite. Este nivel lı́mite

se obtiene fácilmente mediante una expresión que depende de los costos, de la distribución

de la demanda y del factor de descuento.3

2La diferencia en los horizontes se debe a la distinta consideración en la devengación de los vencimientos,
pues hasta antes del periodo t = n en el modelo de Fries todos los costos por vencimiento son costos
hundidos.
3Si decimos que � (0 < � < 1) corresponde al factor de descuento que se está con-
siderando para el sistema, entonces la región de orden queda definida por el conjunto
n

~x ⌘
⇥

x

1
, x

2
, ..., x

n�1
⇤

: x(~x)  G

�1
⇣

c

f

� (1��)·c
o

c

f

+c

m

⌘

^ x

i � 0, 8i = 1, 2, ..., n
o

.
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Lo importante de esto es que, si el sistema se encuentra en un estado que pertenece

a la región de orden, entonces se sabe que se deberá hacer una orden (aunque no se sabe

de cuánto). Por el contrario, si el sistema se encuentra en un estado que no pertenece a la

región de orden, entonces se sabe que no se deberá ordenar.

Además, una vez que el sistema se encuentre en un estado que pertenezca a la región

de orden, no saldrá de ahı́ (suponiendo siempre que se sigue la polı́tica óptima y que el

horizonte restante sigue siendo mayor o igual a t = n periodos en el caso de Fries y

mayor o igual a t = 1 periodos en el caso de Nahmias). Esto implica que, bajo la polı́tica

óptima, si en un periodo se produce una orden, entonces se ordenará también en todos los

periodos posteriores en que el horizonte restante siga siendo mayor o igual al estipulado.

Esto se debe a que se deben reponer todos los productos que se venden, e incluso, en

el caso en que no se vendieran productos, el envejecimiento de los productos (con o sin

vencimientos) también obliga a ordenar.

Sensibilidad dependiente de la edad

Para los estados del sistema que pertenecen a la región de orden, la cantidad de pro-

ductos a ordenar es más sensible ante cambios en la cantidad de productos más nuevos que

ante cambios en la cantidad de productos más viejos. Si se aumenta el inventario en una

unidad, la cantidad óptima decrecerá, pero en menos (o igual) de una unidad, generándose

una variación de castigo por la diferencia de edad (todo esto suponiendo que el estado se

mantiene dentro de la región de orden). Esta diferencia será más grande mientras mayor

sea la edad del producto que se aumenta.

Esto implica que, para un mismo nivel de inventario, resulta ser más necesario orde-

nar cuando el inventario es más viejo a que cuando es más joven, de manera de prepararse

de mejor manera para enfrentar el futuro. Cuando el inventario es más joven, es posible

retrasar parte de estas órdenes (haciendo órdenes más pequeñas) y dejar el resto para pe-

riodos futuros. Este mayor nivel de inventario a completar, cuando el inventario es más

viejo, sirve para protegerse de las órdenes futuras, supliendo las unidades que pudieran
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vencer. Esto se debe a que, cuando el inventario es viejo, se espera que hayan más venci-

mientos que cuando el inventario es joven.

La figura 4.2 muestra justamente el efecto que acabamos de describir para un ejemplo

sencillo. Se muestra el nivel de inventario óptimo a completar para cada estado que puede

tomar el sistema, en que los valores óptimos están graficados en función del inventario

ponderado por su edad4, con el fin de evidenciar sus efectos. Si bien se aprecia claramente

cómo los estados con productos más viejos tienden a asociarse con un mayor nivel de

inventario a completar, dicho gráfico incluye los estados cuyo nivel óptimo a completar

es la misma cantidad que ya hay en inventario, es decir, estados en que lo óptimo es no

ordenar. Sin embargo, si no se consideraran dichos estados, el efecto es exactamente el

mismo.

FIGURA 4.2. Ejemplo de los niveles óptimos de inventario a completar para cada
estado, según su nivel de inventario ponderado, en un sistema de un producto con
vida útil n = 3, demanda con distribución Uniforme

Discreta

(0, 10) y estructura
de costos dada por c

o

=1.0, c
f

=1.5, c
m

=0.1 y c

v

=1.8.

4Utilizar el indicador del inventario ponderado por la edad serı́a equivalente a utilizar una edad promedio
considerando que se ordena siempre de tal manera de completar un mismo nivel de inventario, de manera
de no distorcionar al considerar estados con distinta cantidad de productos.
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4.3. Polı́tica Óptima para un Horizonte Infinito

Ahora consideraremos el problema para un horizonte infinito, y lo resolveremos co-

mo un problema de decisión markoviano.

4.3.1. Conjunto de acciones y estados

Lo primero que debemos hacer para abordar el problema como un problema de de-

cisión markoviano, es determinar un conjunto finito de posibles decisiones o acciones a

tomar y un conjunto finito de posibles estados para el sistema. La decisión en nuestro

sistema corresponderá a determinar el nivel de inventario con el que se enfrentará la de-

manda cada periodo, por lo tanto, de alguna forma, se deben acotar los posibles niveles

de inventarios a completar en cada periodo, cuidando de no dejar fuera el o los óptimos

de cada periodo.

Si tuviéramos una demanda máxima finita, acotar las posibles decisiones (y también

los posibles estados) serı́a sencillo, ya que una cota inmediata al nivel de inventario a

completar óptimo serı́a justamente la demanda máxima, pues no tiene sentido ordenar

más productos cuando no hay riesgo de tener faltante y no existe un costo asociado a

la colocación de una orden. Sin embargo, esto no resuelve los casos en que la demanda

máxima es no acotada, por lo que aún falta encontrar una manera de acotar el conjunto de

decisiones y el conjunto de estados para esos casos.

Consideremos el sistema con un producto de una vida útil n = 1, es decir, un

sistema con un producto no perecible (caso sin vencimientos). Como ya mencionamos,

la variable de estado para este caso corresponde simplemente al total de inventario, pues

la edad de los productos es irrelevante cuando no existen los vencimientos (ni nada que

dependa de la edad). Además, recuerde que también se cumple que la Polı́tica de Número

Crı́tico es óptima en este sistema, en donde número crı́tico óptimo está dado por y⇤1 =

G�1
⇣

c

f

�c

o

c

f

�c

o

+c

m

⌘

. La obtención del numero crı́tico es simple y se presenta en detalle en el

siguiente capı́tulo.
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PROPOSICIÓN 4.1. Siguiendo la polı́tica óptima, el nivel de inventario óptimo a com-

pletar en cada periodo, en el largo plazo, estará acotado superiormente por el número

crı́tico óptimo del caso sin vencimientos, es decir, por y⇤1.

—— Ver demostración A.5 en el anexo A (se demuestra para el caso en que existe un

factor de descuento).

Por lo tanto, en base a la proposición 4.1, un posible conjunto de acciones o decisio-

nes está dado por:

Y ⌘
�

0, 1, ..., y⇤1
 

(4.7)

con lo que el conjunto de estados que efectivamente tomará el sistema en el largo plazo

es un subconjunto de:

X ⌘
�

~x ⌘
⇥

x1, x2, ..., xn�1
⇤

: x(~x)  y⇤1 ^ xi 2 N0, 8i = 1, 2, ..., n
 

(4.8)

que corresponde al conjunto de todos los posibles estados con un nivel total de inventario

menor o igual a y⇤1.

En el largo plazo, bajo la polı́tica óptima, es probable que en la mayorı́a de los casos

el sistema no visite todos los estados pertenecientes al conjunto X , pero como no sabe-

mos a priori cuáles, usaremos a X como el conjunto de estados. Después, simplemente,

ocurrirá que el sistema nunca tomará esos estados que están demás (en caso de que los

hubiera).

Como haremos explı́cito más adelante, la cardinalidad del conjunto X es enorme,

creciendo factorialmente a medida que aumenta la vida útil del producto y el número

crı́tico óptimo del caso sin vencimientos. La complejidad de la resolución del problema

para un horizonte infinito recae justamente en esto, ya que la cantidad de posibles estados

para el sistema es enorme.
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4.3.2. Probabilidades de transición

En segundo lugar, para poder resolver el problema como un problema de decisión

markoviano, también se debe cumplir que la probabilidad de que el sistema pase del

estado i al estado j cuando se adopta la decisión a, dependa solo de i, j e a, y no de

los estados y decisiones de las etapas anteriores (incluyendo las condiciones iniciales), ni

tampoco de la etapa en la que se encuentre el sistema. Esto se cumple en polı́ticas tales

que la acción o decisión depende solo del estado presente y no de la información del

pasado, ni de la etapa en la que se tome; y además, en que la acción no solo dependa, sino

que también quede determinada5 por el estado presente (ver proposición 4.2).

PROPOSICIÓN 4.2. Si se consideran solo polı́ticas en que las decisiones quedan de-

terminadas solo por el estado presente (manteniendo el supuesto de que las deman-

das de cada periodo son variables aleatorias independientes entre sı́ e independientes

del estado inicial del sistema), entonces, para todo i0, i1, ..., it�1, i, j 2 X , para todo

a0, a1, ..., at�1, a 2 Y y para todo t = 0, 1, 2, ..., se cumple que:

P
ij

(a) = P (~x
t+1 = j

�

� ~x
t

= i, y
t

= a)

= P (~x
t+1 = j

�

� ~x
t

= i, y
t

= a, ~x
t�1 = i

t�1, yt�1 = a
t�1, ..., ~x0 = i0, y0 = a0)

(4.9)

Note que el subı́ndice se ha utilizado para indicar la etapa correspondiente, es decir, ~x
t

corresponde al estado del sistema en el periodo t, e y
t

corresponde a la decisión adoptada

en el periodo t.

—— Ver demostración A.8 en el anexo A.

COMENTARIO 4.4. De esto se desprende directamente que bajo cualquier polı́tica

en que las decisiones quedan determinadas solo por el estado presente, el sistema co-

rresponde a una cadena de Markov en tiempo discreto, pues es un proceso estocástico en

5Al decir que son determinadas se están dejando de lado polı́ticas aleatorias.
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tiempo discreto que cumple con la propiedad markoviana y con la propiedad de estacio-

nariedad.

Tomemos i = ~x. Las probabilidades de transición están dadas por:

Si a � x(i):

P
ij

(a) =

8

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

:

G(xn�1
) , si j = ~s(i, a, xn�1

)

g(k) , si j = ~s(i, a, k) ^ k = xn�1
+ 1, xn�1

+ 2, ..., a� 1

1�G(a) , si j = ~s(i, a, a)

0 , en otros casos

(4.10)

Si a < x(i):

P
ij

(a) =

8

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

:

G(xn�1
) , si j = ~s(i, x(i), xn�1

)

g(k) , si j = ~s(i, x(i), k) ^ k = xn�1
+ 1, xn�1

+ 2, ..., x(i)� 1

1�G(x(i)) , si j = ~s(i, x(i), x(i))

0 , en otros casos
(4.11)

Note que hemos considerado que si se decide completar un nivel de inventario menor

a la cantidad que ya hay en inventario, entonces se pasará al siguiente estado asumiendo

que se decidió no ordenar, quedándose solo con el inventario actual. En otras palabras, si

a < x(i), entonces las probabilidades de transición serán las mismas que el caso en que

a = x(i).

4.3.3. Costos

En tercer lugar, debemos determinar cuál será el costo R(i, a) que se incurre cada vez

que el sistema está en el estado i y se toma la decisión a.

Si a � x(i), entonces el costo estará dado por R(i, a) = C
E

(i, a), que corresponde

al costo esperado de un periodo en que el sistema comienza con en el estado i y se decide
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enfrentar el periodo con un nivel de inventario a. Por otro lado, si a < x(i), entonces el

costo deberá ser tal que R(i, a) > C
E

(i, a), de manera que al optimizar, las decisiones

que no son factibles (a < x(i)), no sean escogidas. En particular, cuando a < x(i), podrı́a

escogerse, simplemente, R(i, a) = C
E

(i, a) + 1.

4.3.4. Modelo de optimización

Si ahora suponemos que la distribución de la demanda es tal que para cualquier polı́ti-

ca (basada en el conjunto de acciones) la cadena de Markov en tiempo discreto resultante

tiene estados recurrentes positivos aperiódicos, entonces el problema de optimización por

el cual se obtiene la polı́tica óptima es:

mı́n

⌧

X

i2X

X

a2Y

⇡
i,a

·R(i, a)

�

s.a. : ⇡
i,a

� 0 , 8i 2 X, 8a 2 Y
X

i2X

X

a2Y

⇡
i,a

= 1

X

a2Y

⇡
j,a

=

X

i2X

X

a2Y

⇡
i,a

· P
ij

(a) , 8j 2 X

(4.12)

Este problema siempre tendrá una solución óptima ⇡⇤
i,a

tal que para cada estado i 2

X , ⇡⇤
i,a

es cero para todas las posibles acciones a 2 Y , excepto para el a asociado a la

acción óptima para el estado i.

Ası́, el nivel de inventario óptimo a completar cuando el sistema se encuentra en el

estado i = ~x ⌘ [x1, x2, ..., xn�1
] está dado por:

y⇤ =

P

a2Y a · ⇡⇤
i,a

P

a2Y ⇡⇤
i,a

(4.13)
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Capı́tulo 5. POLÍTICA DE NUMERO CRÍTICO ÓPTIMA

En esta capı́tulo vamos a asumir que se aplica efectivamente la Polı́tica de Número

Crı́tico en el sistema, y luego, analizaremos el sistema en el largo plazo. La idea de consi-

derar el sistema en el largo plazo es evitar los casos en que el nivel de inventario es mayor

al número crı́tico, pues ese caso solo se puede dar en estado transiente como producto de

las condiciones iniciales del sistema, pero nunca en estado de régimen. Note que al decir

que se aplicará la Polı́tica de Número Crı́tico, la decisión sobre qué nivel de inventario

completar para cada periodo se resume determinar el número crı́tico a utilizar, pues ese

será el nivel de inventario que se deberá completar siempre.

Además, por conveniencia, cambiaremos nuestra definición de periodo. Vamos a con-

siderar que un periodo comienza en el instante en que llega la orden y termina en el ins-

tante en que se hace el pedido. En otras palabras, lo que hacemos es desplazar el intervalo

que define a un periodo con el fin de que este considere la orden que repone el inventario

que se gasta en el mismo periodo, en vez de considerar la orden que repone el inventario

que se gastó en el periodo anterior. Ası́, la nueva secuencia de eventos para cada periodo

será la siguiente: (1) Se enfrenta la demanda con el inventario disponible, perdiendo el

exceso de demanda. (2) Se mantienen los productos que quedaron en inventario. (3) Se

envejece todo el inventario en un periodo, eliminando los productos que vencen. (4) Se

coloca una orden para reponer el nivel de inventario al mismo nivel inicial (aunque no

necesariamente con el mismo estado).

Note que con esta nueva consideración, en todo periodo (en el largo plazo), se co-

menzará con el mismo nivel total de inventario. Además, es importante tener en cuenta

que el estado del sistema sigue siendo representado por el vector ~x ⌘ [x1, x2, ..., xn�1
],

pues lo único que cambia con la nueva definición de periodo es la devengación de las

unidades ordenadas.
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5.1. Obtención del Número Crı́tico Óptimo

Ahora estudiaremos la obtención del número crı́tico óptimo, determinando una ex-

presión para algunos casos particulares y planteando el problema de optimización que lo

resuelve para el caso general.

5.1.1. Caso del Problema del Vendedor de Periódicos (n = 1)

Como ya habı́amos mencionado, para el caso n = 1, el hecho de que el sistema

comience cada periodo en el mismo estado (vector sin dimensión), junto a la considera-

ción de que las demandas de cada periodo son independientes entre sı́, independientes del

estado inicial del sistema e idénticamente distribuidas, hacen que las decisiones de perio-

dos sucesivos sean independientes e idénticas, por lo que la obtención del número crı́tico

óptimo puede hacerse analizando el problema de solo un periodo. Note que por esto, la

Polı́tica de Número Crı́tico es la polı́tica óptima para este caso.

Ası́, el costo de un periodo cualquiera (en el largo plazo) cuando el número crı́tico es

y y llega una demanda D está dado por:

C(y,D) = c
f

· (D � y)+ + c
m

· (y �D)

+
+ c

v

· (y �D)

+
+ c

o

· y

y ahora, utilizando la igualdad y = (y �D)

+ � (D � y)+ +D y reordenando, se tiene:

C(y,D) = (c
f

� c
o

) · (D � y)+ + (c
m

+ c
v

+ c
o

) · (y �D)

+
+ c

o

·D

ası́, en base a esto, podemos escribir el costo esperado de un periodo cualquiera (o bien el

costo promedio) como:

C
E

(y) = E
D

⇥

C(y,D)

⇤

= c
o

· E
D

[D] + (c
f

� c
o

) · E
D

⇥

(D � y)+
⇤

+ (c
m

+ c
v

+ c
o

) · E
D

⇥

(y �D)

+
⇤

Por lo tanto, para encontrar el número crı́tico óptimo se debe resolver el problema

que minimiza el costo esperado promedio:
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mı́n

y2N0

⌧

C
E

(y)

�

que, sin considerar la parte constante c
o

· E
D

[D], equivale a resolver:

mı́n

y2N0

⌧

(c
f

� c
o

) · E
D

⇥

(D � y)+
⇤

+ (c
m

+ c
v

+ c
o

) · E
D

⇥

(y �D)

+
⇤

�

(5.1)

Se puede ver que la minimización corresponde a un Problema del Vendedor de Pe-

riódicos en que el costo por unidad en exceso está dado por c
e

= c
f

� c
o

(suponiendo que

c
f

> c
o

) y el costo por unidad sobrante está dado por c
s

= c
m

+c
v

+c
o

. Esto se debe a que

c
f

� c
o

representa el margen de utilidad del producto y c
m

+ c
v

+ c
o

representa el costo

por no lograr vender un producto, que corresponde a su mantención, su vencimiento y su

posterior reposición, pues el producto vencerá y deberá reponerse. Por lo tanto, el número

crı́tico óptimo corresponde a:

y⇤1 = G�1

✓

c
f

� c
o

c
f

� c
o

+ c
m

+ c
v

+ c
o

◆

= G�1

✓

c
f

� c
o

c
f

+ c
m

+ c
v

◆

(5.2)

5.1.2. Caso sin vencimientos (n = 1)

Dado que en el caso sin vencimientos el estado del sistema está dado por el nivel de

inventario, entonces sabemos que, bajo nuestra nueva definición de periodo, todo periodo

(en el largo plazo) comenzará con el sistema en el mismo estado. Ası́, usando el mismo

argumento que para el caso n = 1, las decisiones de periodos sucesivos son independien-

tes e idénticas, por lo que la obtención del número crı́tico óptimo también puede hacerse

analizando el problema de solo un periodo. Note que por esto, para este caso, la Polı́tica

de Número Crı́tico también es la polı́tica óptima.

Ası́, el costo de un periodo cualquiera (en el largo plazo) cuando el número crı́tico es

y y llega una demanda D está dado por:

C(y,D) = c
f

· (D � y)+ + c
m

· (y �D)

+
+ c

o

·mı́n{y,D}
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y utilizando la igualdad mı́n{y,D} = D�(D�y)+, el costo del periodo puede escribirse

como:

C(y,D) = (c
f

� c
o

) · (D � y)+ + c
m

· (y �D)

+
+ c

o

·D

ası́, en base a esto, podemos escribir el costo esperado de un periodo cualquiera (o bien el

costo promedio) como:

C
E

(y) = E
D

⇥

C(y,D)

⇤

= c
o

· E
D

[D] + (c
f

� c
o

) · E
D

⇥

(D � y)+
⇤

+ c
m

· E
D

⇥

(y �D)

+
⇤

Por lo tanto, para encontrar el número crı́tico óptimo, nuevamente se debe resolver el

problema que minimiza el costo esperado promedio:

mı́n

y2N0

⌧

C
E

(y)

�

que en este caso, sin considerar la parte constante c
o

· E
D

[D], es equivalente a resolver:

mı́n

y2N0

⌧

(c
f

� c
o

) · E
D

⇥

(D � y)+
⇤

+ c
m

· E
D

⇥

(y �D)

+
⇤

�

(5.3)

Se puede ver, nuevamente, que la minimización tiene la estructura del Problema del

Vendedor de Periódicos, en que el costo por unidad en exceso está dado por c
e

= c
f

� c
o

(suponiendo que c
f

> c
o

) y el costo por unidad sobrante está dado por c
s

= c
m

. Donde

c
f

� c
o

sigue representando el margen de utilidad del producto, pero ahora el costo por

no lograr vender un producto estará dado solamente por c
m

, que corresponde solo a su

mantención, pues el producto no vencerá y servirá para los periodos siguientes. Por lo que

el número crı́tico óptimo está dado por:

y⇤1 = G�1

✓

c
f

� c
o

c
f

� c
o

+ c
m

◆

(5.4)

5.1.3. Caso general

Para una vida útil general no es posible separar los periodos en decisiones indepen-

dientes como en el caso n = 1 y el caso n = 1, pues, si bien el nivel total de inventario
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será el mismo al inicio de cada periodo, el estado del sistema no lo será. Ahora nos enfo-

caremos en los casos en que n = 2, 3, 4, ....

El costo de un periodo (en el largo plazo) cuando el número crı́tico es y, el estado al

comienzo del periodo es ~x ⌘ [x1, x2, ..., xn�1
] y llega una demanda D, está dado por:

C(~x, y,D) = c
f

·(D�y)++c
m

·(y�D)

+
+c

v

·(xn�1�D)

+
+c

o

·mı́n{máx{D, xn�1}, y}

y si ahora suponemos que xn�1  y (lo que es válido, pues en el largo plazo no puede

darse el caso contrario bajo la Polı́tica de Número Crı́tico), entonces podemos utilizar la

igualdad mı́n{máx{D, xn�1}, y} = (xn�1�D)

+� (D�y)++D (ver demostración A.6

en el anexo A) y escribir el costo del periodo como:

C(~x, y,D) = (c
f

� c
o

) · (D � y)+ + c
m

· (y �D)

+
+ (c

v

+ c
o

) · (xn�1 �D)

+
+ c

o

·D

y por lo tanto, el costo esperado del periodo es:

C
E

(~x, y) = E
D

[C(~x, y,D)]

= c
o

· E
D

[D] + (c
f

� c
o

) · E
D

⇥

(D � y)+
⇤

+ c
m

· E
D

⇥

(y �D)

+
⇤

+ (c
v

+ c
o

) · E
D

⇥

(xn�1 �D)

+
⇤

Ahora, para poder calcular el costo esperado promedio, se debe considerar el tiempo

que se pasará en cada estado en el largo plazo, con lo que el costo promedio es:

C
E

(y) = E
~x

[C
E

(~x, y)]

= c
o

· E
D

[D] + (c
f

� c
o

) · E
D

⇥

(D � y)+
⇤

+ c
m

· E
D

⇥

(y �D)

+
⇤

+ (c
v

+ c
o

) · E
~x,D

⇥

(xn�1 �D)

+
⇤

en donde se puede ver que solo la cantidad esperada de vencimientos depende del estado

en que se encuentra el sistema (el resto tiene el mismo valor esperado para cada perio-

do, independiente del estado). Además, note que la cantidad esperada de vencimientos

también dependerá, indirectamente, del número crı́tico y, pues el tiempo promedio que se

pasará en cada estado quedará determinado por el valor de y.

48



COMENTARIO 5.1. Chazan y Gal (1977) demuestran que si P (D  y

n

) = 1, es decir,

si la demanda máxima no es mayor que la cantidad de inventario promedio por edad,

entonces E
~x,D

[(xn�1 �D)

+
] =

y

n

� E [D]. Si esto ocurre para n = 2, 3, 4, ..., entonces

y no será el número crı́tico óptimo, lo que se debe a que el número crı́tico óptimo nunca

será mayor a la demanda máxima, pues no tiene sentido ordenar más de lo que pueden

pedir cuando no existe un costo asociado a la colocación de una orden.

Por lo tanto, para encontrar el número crı́tico óptimo se debe resolver, al igual que en

los casos anteriores, el problema:

mı́n

y2N0

⌧

C
E

(y)

�

que ahora, sin considerar la parte constante c
o

· E
D

[D], es equivalente a resolver:

mı́n

y2N0

⌧

(c
f

�c
o

)·E
D

⇥

(D � y)+
⇤

+c
m

·E
D

⇥

(y �D)

+
⇤

+(c
v

+c
o

)·E
~x,D

⇥

(xn�1 �D)

+
⇤

�

(5.5)

en donde se puede ver que esta expresión también es válida para los casos n = 1 y n =

1. Cuando n = 1, entonces E
~x,D

[(xn�1 �D)

+
] = E

D

[(y �D)

+
]; y cuando n = 1,

entonces E
~x,D

[(xn�1 �D)

+
] = 0.

Para poder resolver este problema debemos recordar que, como vimos en el capı́tu-

lo anterior, cuando se utiliza una polı́tica en que las acciones solo dependen del estado

presente (y no de la información del pasado, ni de la etapa en la que se tome) el sistema

corresponde a una cadena de Markov en tiempo discreto. La Polı́tica de Número Crı́tico

cumple con esta condición, pues siempre se toma la misma acción, independiente de todo

lo que haya pasado, por lo que podemos calcular el costo esperado promedio utilizando

la distribución estacionaria de la cadena de Markov. De hecho, Chazan y Gal (1977) de-

muestran que P (D < y

n

) < 1 es una condición suficiente para que la cadena de Markov

tenga una única clase recurrente positiva aperiódica, condición que sabemos que debe

cumplir el número crı́tico óptimo, pues, como ya mencionamos, nunca será mayor a la

demanda máxima. Ası́, el problema de minimización que se debe resolver para obtener el

número crı́tico óptimo y⇤
n

es:
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mı́n

y2N0

⌧

X

i2X

⇡
i,y

· C
E

(i, y)

�

s.a. : ⇡
i,y

� 0 , 8i 2 X
X

i2X

⇡
i,y

= 1

⇡
j,y

=

X

i2X

⇡
i,y

· P
ij

(y) , 8j 2 X

(5.6)

en donde la función objetivo
P

i2X ⇡
i,y

· C
E

(i, y) también puede escribirse como:

c
o

· E
D

[D] + (c
f

� c
o

) · E
D

⇥

(D � y)+
⇤

+ c
m

· E
D

⇥

(y �D)

+
⇤

+ (c
v

+ c
o

) ·
X

i2X

⇡
i,y

· E
D

⇥

(xn�1 �D)

+
⇤

en que esta expresión considera el hecho de que lo único que realmente depende del estado

del sistema (y no solo del nivel total de inventario) es la cantidad esperada promedio de

vencimientos en el largo plazo.

Note que con este planteamiento hemos supuesto que para todo n = 1, 2, 3, ... se

cumple que y⇤
n

 y⇤1, pues, si no fuera ası́, tendrı́amos que considerar un conjunto de

estados que incluya más estados que el conjunto X . Haber hecho este supuesto es correcto

dada la siguiente proposición (proposición 5.1).

PROPOSICIÓN 5.1. Suponiendo que existe solo un número crı́tico óptimo para cada vida

útil o que se considera al menor de ellos en caso de que existan más, entonces el numero

crı́tico óptimo del sistema cuando el producto tiene una vida útil de n periodos está aco-

tado inferiormente por los números crı́ticos óptimos para vidas útiles inferiores y acotado

superiormente por los números crı́ticos óptimos para vidas útiles superiores. Es decir:

y⇤1  y⇤2  ...  y⇤
n�1  y⇤

n

 y⇤
n+1  ...  y⇤1

—— Ver demostración A.7 en el anexo A (se demuestra para n = 1, 2, 3, ...).
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Por último, cabe recalcar una caracterı́stica importante que se observa en la práctica

con los números crı́ticos óptimos para diferentes vidas útiles, es decir, con los valores de

y⇤1, y
⇤
2, y

⇤
3, .... Lo que se aprecia (en la práctica) es que la sucesión (en n) de estos valores

converge rápidamente al valor del número crı́tico óptimo del caso sin vencimientos (y⇤1),

lo que puede explicarse con la gran disminución que se observa en la cantidad esperada

promedio de vencimientos al aumentar la vida útil del producto. Un ejemplo de esto se

muestra en la figura 5.1.

FIGURA 5.1. Ejemplo de la convergencia de la sucesión de números crı́ticos ópti-
mos para un sistema con demanda de distribución Uniforme

Discreta

(0, 150) y
estructura de costos dada por c

o

=1.0, c
f

=1.5, c
m

=0.1 y c

v

=2.0, en que
y

⇤
1 = 125.

5.2. Aproximaciones Existentes

Como ya habı́amos mencionado, resolver el problema que obtiene el número crı́tico

óptimo sigue siendo muy complejo de resolver. Esto se debe a la enorme cantidad de

posibles estados que puede tomar el sistema.
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PROPOSICIÓN 5.2. Para un producto con una vida útil de n = 1, 2, 3, ... periodos, la

cantidad de posibles estados que existen con un nivel total de inventario menor o igual a

y = 0, 1, 2, ... está dado por:
✓

y + n� 1

n� 1

◆

—— Ver demostración A.9 en el anexo A.

Por lo tanto, la cardinalidad del conjunto X está dada por
�

y

⇤
1+n�1
n�1

�

. A modo de

ejemplo, y con el fin de dimensionar la complejidad del problema, si la vida útil del

producto fuera de n = 50 periodos y el número crı́tico óptimo del caso sin vencimientos

fuera y⇤1 = 50 (productos), entonces el conjunto X tendrı́a más de 50 mil cuatrillones de

posibles estados (ver cuadro 5.1).

CUADRO 5.1. Cardinalidad del conjunto X para diferentes vidas útiles y dife-
rentes números crı́ticos para el caso sin vencimientos.

Vida útil (n) Número crı́tico (y⇤1) Cantidad aproximada de estados en X (|X|)

10 10 9 · 104

10 25 5 · 107

10 50 1 · 1010

25 10 1 · 108

25 25 6 · 1013

25 50 2 · 1019

50 10 6 · 1010

50 25 4 · 1019

50 50 5 · 1028

En base a esto, es claro que, aunque planteamos una forma que permite obtener el

número crı́tico óptimo, tiene sentido (incluso es necesario) estudiar este problema a través

de aproximaciones.
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5.2.1. Aproximación de Nahmias (1976)

Nahmias plantea una manera de obtener una aproximación al número crı́tico óptimo.

Él trabaja sobre un problema similar al de nosotros, pero, al igual en el resto de sus

publicaciones, analiza el sistema con demanda continua, considerando el faltante como

demanda pendiente, devengando los vencimientos en el periodo en que los productos se

ordenan y suponiendo la existencia de un factor de descuento � (con 0 < � < 1).

El primer objetivo de Nahmias es encontrar cotas para la cantidad esperada de venci-

mientos para cada posible estado ~x ⌘ [x1, x2, ..., xn�1
], solo en función del nivel total de

inventario y no del detalle de las componentes del vector de estado. En su sistema, dado

que la devengación de los vencimientos es en el periodo en que los productos se ordenan,

la cantidad esperada de vencimientos está dada por E
D

[⌫(~x, y,D)], donde recuerde que

⌫(~x, y,D) representa la cantidad esperada de vencimientos que habrá en n periodos más

cuando, en el periodo actual, el sistema se encuentra en el estado ~x, se decide enfrentar

el periodo con un nivel de inventario y (que corresponderı́a al número crı́tico) y llega una

demanda por D productos.

Si consideramos que G(n)⇤
(·) es la convolución n-ésima de G(·), entonces las cotas

que determina Nahmias son:
Z

y�x(~x)

0

G(n)⇤
(z) dz  E

D

[⌫(~x, y,D)] 
Z

y�x(~x)

0

G(n)⇤
(x(~x) + z) dz

con lo que la cantidad esperada de vencimientos puede ser aproximada de la siguiente

manera:

E
D

[⌫(~x, y,D)] ⇡
Z

y�x(~x)

0

G(n)⇤
(x(~x)+z) dz�

Z

y�x(~x)

0

G(n)⇤
(z) dz =

Z

y

y�x(~x)

G(n)⇤
(z) dz

Sobre esta base, con una aproximación adicional que consiste en no considerar un

término despreciable y tomando un par de consideraciones con la función de densidad

g(·), Nahmias plantea que su aproximación para el número crı́tico óptimo y⇤
n

es la solución

a la siguiente ecuación:
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(1��) · c
o

� c
f

+(c
m

+ c
f

) ·G(y)+(c
v

+� · c
o

) ·G(n)⇤
(y)�� · (c

v

+ c
o

) ·G(n+1)⇤
(y) = 0

5.2.2. Aproximación de Chazan y Gal (1977)

Chazan y Gal trabajan sobre el mismo problema que hemos planteado nosotros, de-

dicándose a estudiar la cantidad esperada promedio de vencimientos que tendrá el sistema,

logrando determinar cotas para tal cantidad. Las cotas están dadas por:

↵C&G

(y)  E
~x,D

⇥

(xn�1 �D)

+
⇤

 �C&G

(y)

con:

↵C&G

(y) ⌘ 1

n
· E

D1,D2,...,Dn

"

✓

y �
n

X

i=1

D
i

◆+
#

�C&G

(y) ⌘ 1

n
· E

D

⇥

(y � n ·D)

+
⇤

en donde D1, D2, ..., D
n

, D son todas variables aleatorias independientes con distribución

G(·).

Se puede ver que la cota inferior ↵C&G

(y) corresponde a la cantidad esperada prome-

dio de vencimientos de n periodos cuando el sistema empieza en el estado ~x ⌘ [0, 0, ..., 0]

y se utiliza un número crı́tico y, es decir, se está está asumiendo que los y productos su-

jetos a vencimiento son nuevos. Por otro lado, la cota superior �C&G

(y) corresponde a

la cantidad esperada de vencimientos de un periodo en que la cantidad de inventario por

vencer es y

n

(obviando el hecho de que esta cantidad no necesariamente será un número

entero).

Teniendo estas cotas, serı́a posible resolver el problema que se obtiene el número

crı́tico óptimo aproximando la cantidad esperada promedio de vencimientos con el pro-

medio de estas cotas, obteniendo:

mı́n

y2N0

⌧

(c
f

�c
o

)·E
D

⇥

(D � y)+
⇤

+c
m

·E
D

⇥

(y �D)

+
⇤

+(c
v

+c
o

)·↵
C&G

(y) + �C&G

(y)

2

�

(5.7)
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5.2.3. Aproximación de Cooper (2001)

Cooper vuelve a considerar el mismo problema. Él comienza analizando la distribu-

ción de la edad del inventario más viejo y la distribución de la edad del inventario más

joven, encontrando una cota inferior para la primera y una cota superior para la segunda

(estas cotas quedan en función de la distribución de la demanda y de sus convoluciones).

Luego, en base a estas cotas, Cooper también determina cotas para la cantidad esperada

promedio de vencimientos, la cota inferior es siempre mejor que la que plantean Chazan

y Gal (1977), mientras que la cota superior es mejor en algunos casos y peor en otros. Las

cotas están dadas por:

↵C

(y)  E
~x,D

⇥

(xn�1 �D)

+
⇤

 �C

(y)

en donde la cota inferior corresponde a la mejor cota inferior de entre una familia de cotas

inferiores y la cota superior corresponde a la mejor cota superior de entre dos familias de

cotas superiores, tal y como se detalla a continuación:
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donde ahora, utilizando h0 ⌘ 0, h
n

⌘ 1 y h
i

⌘ 1 � G(i)⇤
(y � 1) (8i = 1, 2, ..., n � 1),

estas cotas están dadas por:
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Las cotas ↵C

k

(y) y �C

I

k

(y) tienen su origen en el cálculo de la cantidad espera-

da promedio de vencimientos, para k periodos, mediante el uso de probabilidades to-

tales. Para derivar ↵C

k

(y) se usa probabilidades totales condicionando en la edad del

inventario más joven, mientras que para derivar �C

I

k

(y) se usa probabilidades totales

condicionando en la edad del inventario más viejo. En primer lugar, la expresión 1
k

·

E
D1,D2,...,D

n�i+1

h

�

y �
P

n�i+1
i=1 D

i

�+
i

resulta ser una cota inferior para la cantidad pro-

medio de vencimientos (de k periodos) condicionada a la edad del inventario más joven;

y también resulta ser una cota superior para la cantidad promedio de vencimientos (de k

periodos) condicionada a la edad del inventario más viejo. En segundo lugar, la expresión

(h
i

�h
i�1) corresponde a una cota inferior de la probabilidad de que la edad del inventario

más joven sea i; mientras que la expresión (1� h
n�k

�G(0)

n�k+1 · h
k�1) resulta ser una

cota superior de la probabilidad de que la edad del inventario más viejo sea i. Las cotas

�C

II

k

(y) son menos intuitivas de explicar, pero se obtienen también a través del uso de las

cotas a las probabilidades relacionadas a la edad del inventario más joven y a la edad del

inventario más viejo.

Ası́, con estas cotas, Cooper resuelve el problema en que se obtiene el número crı́tico

óptimo, aproximando la cantidad esperada promedio de vencimientos con el promedio de

estas cotas, análogo a lo que planteamos con las cotas de Chazan y Gal (1977), obtenien-

do:

mı́n

y2N0

⌧

(c
f

� c
o

) ·E
D

⇥

(D � y)+
⇤

+ c
m

·E
D

⇥

(y �D)

+
⇤

+ (c
v

+ c
o

) · ↵
C

(y) + �C

(y)

2

�

(5.8)

Cooper obtiene resultados de su aproximación para diferentes estructuras de costos y

considerando distintas distribuciones para la demanda. Para evaluar el desempeño de su

aproximación, el autor compara sus resultados, tanto en costos esperados como en el valor

del número crı́tico obtenido, con la polı́tica de número crı́tico óptima (sin aproximaciones)

y con la aproximación equivalente al usar las cotas que proponen Chazan y Gal (1977).

Además se compara, en término de costos esperados, con la polı́tica óptima.
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En base a estas comparaciones, se concluye que la aproximación es bastante buena,

obteniendo el número crı́tico óptimo correcto en la mayorı́a de los escenarios que se

exponen y con costos esperados muy cercanos a los de la polı́tica óptima.
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Capı́tulo 6. APROXIMACIÓN PARA EL NÚMERO CRÍTICO ÓPTIMO

Ahora trabajaremos derivando una aproximación para el cálculo del número crı́tico

óptimo, moviéndonos en el marco del Problema del Vendedor de Periódicos, de manera

de aprovechar la simpleza de su resolución.

6.1. Uso del Problema del Vendedor de Periódicos

Tomemos nuevamente el problema de minimización que obtiene el número crı́tico

óptimo para una vida útil general, dado por la ecuación 5.1.31:

mı́n

y2N0

⌧

(c
f

�c
o

)·E
D

⇥

(D � y)+
⇤

+c
m

·E
D

⇥

(y �D)
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+(c
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+c
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)·E
~x,D

⇥

(xn�1 �D)

+
⇤

�

si consideramos que E
D

[(y �D)

+
] 6= 0, lo que equivale a suponer que la demanda

mı́nima2 es menor a y, es decir P (D < y) > 0, podemos definir:

�(y) ⌘ E
~x,D

[(xn�1 �D)

+
]

E
D

[(y �D)

+
]

en que �(y) representa la proporción de productos que vencen del total de productos que

no se logran vender (por periodo), en el largo plazo, cuando se utiliza el número crı́tico y.

Sabemos que el valor de �(y) quedará determinado por y, pues, como ya mencionamos,

el tiempo que se pasará en cada estado en el largo plazo queda determinado por el número

crı́tico que se utilice.

Note que siempre se cumplirá que 0  �(y)  1. De hecho, el caso en que �(y) = 0

corresponde al caso en que la vida útil del producto es ilimitada, por lo cual no existen

vencimientos. Mientras que el caso en que �(y) = 1 corresponde al caso en que la vida

útil del producto es de solo un periodo (un Problema del Vendedor de Periódicos), por lo

que la totalidad de los productos que no se logran vender, vencen.

1Note que ahora podrı́amos acotar más el dominio de y, dejándolo en todos los enteros entre y

⇤
n

y y

⇤
1

(inclusives).
2La demanda mı́nima está dada por mı́n{ d : P (D = d) > 0 }.
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Usando �(y) para reemplazar la expresión E
~x,D

[(xn�1 �D)

+
] y manteniendo el su-

puesto de que P (D < y) > 0, podemos escribir el problema de optimización como:

mı́n

y2N0
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⇥

(y �D)

+
⇤

�

Si ahora supusiéramos que la proporción de productos que vencen del total de pro-

ductos que no se logran vender (por periodo) es constante, es decir, si consideráramos que

�(y) = � como una constante que no depende de y, entonces la minimización tendrı́a la

estructura del Problema del Vendedor de Periódicos, en que el costo por unidad en exceso

estarı́a dado por c
e

= c
f

� c
o

(suponiendo que c
f

> c
o

) y el costo por unidad sobrante

estarı́a dado por c
s

= c
m

+ � · (c
v

+ c
o

). Por lo que el número crı́tico óptimo aproximado

serı́a:
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⇡ by⇤
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= G�1
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◆

6.2. Elección de �

Es claro que obtener �(y) para y = 2, 3, 4, ... sigue siendo un cálculo con gran com-

plejidad computacional, pues depende de la cantidad esperada promedio de vencimientos.

Sin embargo, bien podrı́amos aproximar esta cantidad utilizando las cotas propuestas por

Chazan y Gal y Cooper, simplificando enormemente el cálculo de �(y). La aproximación

que utilizaremos corresponde a:

E
~x,D

⇥

(xn�1 �D)

+
⇤

⇡
↵(y)C +mı́n

�

�C&G

(y), �C

(y)
 

2

es decir, aproximaremos la cantidad esperada promedio de vencimientos a través del pro-

medio de la mejor cota inferior con la mejor cota superior (recuerde que la cota inferior

de Cooper es siempre mejor que la cota inferior de Chazan y Gal). Ası́, �(y) puede ser

aproximado mediante:

�(y) ⇡ b�(y) =
↵C

(y) + mı́n

�

�C&G

(y), �C

(y)
 

2 · E
D

[(y �D)

+
]

donde esta expresión es muy simple de calcular.
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Hasta aquı́ hemos encontrado una forma sencilla de aproximar �(y), sin embargo,

para poder aprovechar la simplificación que propusimos mediante la utilización del Pro-

blema del Vendedor de Periódicos, debemos ser capaces de determinar un � constante

(que entregue buenos resultados). Intuitivamente, se deberı́a utilizar � = �(y⇤
n

), es de-

cir, utilizar justamente la proporción de productos que vencen del total de productos que

no se logran vender (por periodo) cuando se utiliza el número crı́tico óptimo; y sabemos

que podrı́amos simplificar su cálculo tomando � =

b�(y⇤
n

). Sin embargo, como es lógico,

no sabemos el valor del número crı́tico óptimo y⇤
n

, pues es justamente lo que queremos

estimar.

Por otro lado, si bien no conocemos y⇤
n

, sı́ conocemos una cota inferior y una cota

superior para su valor. A partir de la proposición 5.2, sabemos que:

y⇤1  y⇤
n

 y⇤1

es decir, y⇤
n

está acotado inferiormente por el número crı́tico óptimo del caso en que

el producto tiene una vida útil de un solo periodo, y está acotado superiormente por el

número crı́tico óptimo del caso en que no existen vencimientos. Ası́, la primera opción que

surge es utilizar el promedio de ambas cotas (o su parte entera en caso de no serlo) como

aproximación al valor de y⇤
n

. Sin embargo, si tomamos en cuenta lo que ya mencionamos

sobre la rápida convergencia que se observa (en la práctica) para la sucesión y⇤1, y
⇤
2, y

⇤
3, ...

hacia el valor y⇤1, entonces tiene más sentido aproximar y⇤
n

utilizando simplemente su

cota superior. Por lo tanto, nosotros utilizaremos � =

b�(y⇤1).

6.3. Número Crı́tico Aproximado

En base a los resultados y las consideraciones ya expuestas, la expresión que pro-

ponemos para obtener directamente una aproximación al número crı́tico óptimo, es la

siguiente:

y⇤
n

⇡ by⇤
n

= G�1

 

c
f
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o

c
f
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o
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m

+
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o
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!

(6.1)
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cuya gran ventaja, por sobre las otras aproximaciones, es ser una expresión cerrada (direc-

ta de calcular). Recuerde que las otras dos posibles aproximaciones que analizamos y que

son válidas para el modelo que estamos estudiando (la basada en las cotas de Nahmias y

la de Chazan y Gal) requieren resolver un problema de optimización.
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Capı́tulo 7. RESULTADOS DE LA APROXIMACIÓN

Ahora analizaremos el desempeño de la aproximación que hemos propuesto (a la que

nos referiremos usando la sigla ((V))) en relación con el desempeño de:

1. La solución que se obtiene del problema de optimización al utilizar las cotas de

Chazan y Gal (1977) para aproximar la cantidad esperada promedio de venci-

mientos (ver ecuación 5.7), a la que nos referiremos usando la sigla ((C&G)).

2. La solución que se obtiene del problema de optimización al utilizar las cotas de

Cooper (2001) para aproximar la cantidad esperada promedio de vencimientos

(ver ecuación 5.8), a la que nos referiremos usando la sigla ((C)).

Para tales efectos, vamos a comparar las Polı́ticas de Número Crı́tico que se obtienen

a partir de estas tres aproximaciones con la Polı́tica de Número Crı́tico óptima (que, como

ya sabemos, es lo que buscan estimar). Esta comparación la haremos, tanto en términos

del valor del número crı́tico obtenido, como en términos del costo esperado promedio

incurrido. Además, también compararemos los resultados de las tres aproximaciones (in-

cluyendo también en este análisis a la Polı́tica de Número Crı́tico óptima), en términos

del costo esperado promedio, con la polı́tica óptima.

7.1. Comparación con la Polı́tica de Número Crı́tico Óptima y sus Aproximaciones

A continuación presentamos los escenarios a evaluar, el cómo se evaluaron y los re-

sultados obtenidos, al comparar nuestra aproximación, en términos del número crı́tico

obtenido y del costo esperado promedio, con la Polı́tica de Número óptima y las aproxi-

maciones existentes. Todas las tablas de resultados en detalle que respaldan este análisis

se encuentran en el anexo B.

7.1.1. Escenarios

Para realizar la comparación, obtendremos resultados para distintos escenarios del

sistema, considerando variadas estructuras de costos, diferentes tipos de demanda y dis-

tintas vidas útiles.
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Estructuras de costos

Si miramos el problema de optimización que permite obtener el número crı́tico ópti-

mo (ver ecuación 5.1.3) y miramos también sus aproximaciones, es fácil notar que solo

dependen de c
f

� c
o

, c
m

y c
v

+ c
o

, y no del detalle individual de cada uno de los costos

unitarios, es decir, la estructura de costos queda definida por tres parámetros. De hecho,

sin pérdida de generalidad, podrı́amos suponer convenientemente que c
o

= 0, quedando

la estructura de costos solo en función de c
f

, c
m

y c
v

.

Además, es fácil ver que bajo cualquier estructura de costos que sea proporcional a la

estructura original (con una proporción positiva) se obtendrá la misma Polı́tica de Número

Crı́tico. De hecho, también se cumplirá que el costo esperado promedio será proporcional

al de la estructura original (en la misma proporción en la que lo son los costos). Esto

permite analizar la Polı́tica de Número Crı́tico en base a solamente dos parámetros.

Ya sabemos que es posible considerar c
o

= 0. Si ahora fijáramos otro de los paráme-

tros, suponiendo, por ejemplo, que c
f

= 1, entonces solo quedarı́a por definir los valores

de los dos parámetros restantes (c
m

y c
v

). Si consideramos un costo unitario por man-

tención de !1 y un costo unitario por vencimiento de !2, queda una estructura de costos

dada por c
o

= 0, c
f

= 1, c
m

= !
m

y c
v

= !
v

, en que los únicos dos parámetros son

!1 y !2
1. El sistema bajo esta estructura de costos tendrá exactamente el mismo número

crı́tico óptimo que bajo cualquier otra estructura de costos que cumpla con:

c
m

= !1 · (cf � c
o

) (7.1)

c
v

+ c
o

= !2 · (cf � c
o

) (7.2)

0 < c
f

� c
o

(7.3)

además, como ya mencionamos, el costo esperado promedio bajo cualquier estructura de

costos que cumpla estas condiciones será proporcional al de la estructura que hemos defi-

nido. La proporción está dada justamente por el valor de c
f

� c
o

(recuerde que supusimos

que c
f

� c
o

sea positivo dado que, si no, no tendrı́a sentido ordenar).

1Lógicamente !1 y !2 deben ser no negativos, pues los costos unitarios no pueden ser negativos.
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La gran importancia de este resultado es que, evaluar una sola combinación de valores

para !1 y !2, es equivalente a evaluar infinitas posibles estructuras de costos (y teniendo

dos grados de libertad), lo que hace más robusto el análisis que se hará con los resultados

a obtener.

Nosotros haremos pruebas suponiendo que el costo unitario por ordenar es 1.0 y que

el costo unitario por mantención es 0.1, ya que generalmente se tiende a asumir que el

costo por mantención de un producto varı́a entre un 5 % y un 10 % del valor del mismo.

En cuanto a los costos unitarios por faltante y por vencimiento, haremos pruebas con los

valores 1.5, 2.0 y 2.5 para el primero (es decir, un margen de venta de un 50 %, 100 % y

150 %, respectivamente); y con los valores 0.5, 1.0, 1.5 y 2.0 para el segundo. El cuadro

7.1 muestra en detalle las estructuras de costos que analizaremos, detallando también el

valor de los parámetros !1 y !2, de manera de especificar los parámetros que determinan

todas las estructuras de costos que son equivalentes en cuanto a la obtención del número

crı́tico óptimo.

CUADRO 7.1. Cuadro resumen de las estructuras de costos a analizar.

Parámetros Estructura a utilizar
!1 !2 c

o

c
f

c
m

c
v

1 1
5 3 1.0 1.5 0.1 0.5

2 1
10

3
2 1.0 2.0 0.1 0.5

3 1
15 1 1.0 2.5 0.1 0.5

4 1
5 4 1.0 1.5 0.1 1.0

5 1
10 2 1.0 2.0 0.1 1.0

6 1
15

4
3 1.0 2.5 0.1 1.0

7 1
5 5 1.0 1.5 0.1 1.5

8 1
10

5
2 1.0 2.0 0.1 1.5

9 1
15

5
3 1.0 2.5 0.1 1.5

10 1
5 6 1.0 1.5 0.1 2.0

11 1
10 3 1.0 2.0 0.1 2.0

12 1
15 2 1.0 2.5 0.1 2.0
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Tipos de demanda

Un punto relevante a tener cuenta antes de proponer los tipos de demandas a analizar,

es el siguiente. Si la demanda cumple con la desigualdad:

y⇤1
n

 mı́n{ d : P (D = d) > 0 }

(donde es importante notar que el lado derecho de la desigualdad corresponde a la de-

manda mı́nima), entonces el número crı́tico óptimo será el mismo que el del caso sin

vencimientos y, de hecho, en el sistema no existirá ningún vencimiento, pues la demanda

mı́nima lo impedirá.

Lo anterior implica que, cuando la demanda mı́nima es mayor a cero, entonces se

cumple que para una vida útil lo suficientemente grande el número crı́tico óptimo se

conoce a priori. O, visto de otra forma, cuando la demanda mı́nima es mayor a cero,

entonces existe un n (finito) para el cual la cantidad esperada promedio de vencimientos

bajo la Polı́tica de Número Crı́tico óptima pasa a ser cero (situación que no ocurre cuando

la demanda mı́nima es cero). Para evitar la distorsión que pueda provocar esto en los

resultados al considerar variadas vidas útiles, nosotros analizaremos solo casos en que la

demanda mı́nima es justamente cero.

Otro punto importante a considerar es que bajo cualquier distribución de demanda

que tenga los mismos valores de g(·), pero sobre puntos del dominio ponderados por un

entero positivo (asumiendo valor cero para los puntos que no tengan su correspondiente

en el dominio original), el sistema tendrá un número crı́tico óptimo y un costo esperado

promedio proporcionales a los del sistema con la distribución original (en la misma pro-

porción en la que se ponderan los puntos del dominio). Esto quiere decir que, si en vez

de considerar que la demanda que llega es D, consideramos que la demanda que llega

es a · D, con a 2 N, entonces el número crı́tico óptimo y el costo esperado promedio

serán los del sistema original ponderados por a. Además, note que es fácil ver que esta

consideración también es válida para las aproximaciones que estamos estudiando debido

a la forma en que están construidas.
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COMENTARIO 7.1. Note que, si en el sistema original hay más de un óptimo, enton-

ces el sistema bajo la demanda ponderada tendrá como óptimos a los puntos ponderados

de los correspondientes óptimos originales y a todos los nuevos puntos enteros agregados

entre ellos.

Las distribuciones que utilizaremos para medir el desempeño con respecto a la Polı́ti-

ca de Número Crı́tico y sus aproximaciones existentes son las siguientes:

– Demandas ((Todo o Nada)). Directamente del punto anterior, sabemos que este

tipo de demanda puede analizarse independientemente del valor de la demanda

máxima, lo que implica que cualquier demanda Todo o Nada que tenga la misma

proporción en sus probabilidades puede ser estudiada mediante una distribución

((Bernoulli)) que tenga esa misma proporción. Para estos efectos utilizaremos las

proporciones 5 %, 10 %, 25 %, 50 %, 75 %, 90 % y 95 % (que en el caso de la

Bernoulli coinciden con el valor esperado).

– Demandas acotadas (dejando de lado las demandas Todo o Nada). Usaremos las

distribuciones ((Uniforme Discreta)), ((Triangular Discreta)) (una simétrica, una

creciente y una decreciente) y ((Triangular Invertida Discreta2)) (centrada). Para

todas estas distribuciones consideraremos demandas máximas de 10, 20, 30, 40,

50, 100 y 150 unidades, es decir, las analizaremos bajo los mismos recorridos.

– Demandas no acotadas. Usaremos la ((Poisson)) y la ((Geométrica)). Para estas

dos distribuciones consideraremos valores esperados de 5, 10, 15, 20, 25, 50 y

75 unidades. Dado que estas demandas no son acotadas, las truncaremos (en el

valor 200) y normalizaremos.

Note que, exceptuando las demandas Todo o Nada y las dos demandas Triangula-

res Discretas no simétricas (la creciente y la decreciente), el resto de las distribuciones

tendrán, como valor esperado, los valores 5, 10, 15, 20, 25, 50 y 75 dependiendo del

escenario.

2Llamamos distribución Triangular Invertida Discreta a la idea opuesta de la distribución Triangular Dis-
creta. La idea es que los puntos extremos (el máximo y el mı́nimo) ahora corresponden a las modas, y el
punto que deberı́a ser la moda ahora corresponde al punto menos probable dentro del rango.
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7.1.2. Evaluación de escenarios: modelo de simulación

Obtener el número crı́tico óptimo aproximado es una tarea simple mediante nuestra

aproximación, pues solo se debe evaluar la expresión que encontramos para su estimación.

Los números crı́ticos óptimos aproximados mediante la simplificación del problema de

optimización al utilizar las cotas de Nahmias y Chazan y Gal no son difı́ciles de calcular,

pero sı́ requieren la resolución de un problema de optimización que determine sus valores.

No obstante lo anterior, para analizar el desempeño de la aproximación necesitamos

los costos esperados promedio para esos números crı́ticos y también el número crı́tico

óptimo y su costo esperado promedio, indicadores que ya sabemos que son muy difı́ciles

de calcular, pues dependen del cantidad esperada promedio de vencimientos. Una buena

forma para abordar el cálculo de estos indicadores es la siguiente.

Utilizar simulación para estimar el costo esperado promedio bajo todos los poten-

ciales números crı́ticos óptimos y quedarse con el menor de ellos (ya sabemos que las

posibilidades están acotadas inferiormente por el número crı́tico óptimo del caso del Pro-

blema del Vendedor de Periódicos y superiormente por el número crı́tico óptimo del caso

sin vencimientos). Matemáticamente, la idea es calcular:

(c
f

� c
o

) · E
D

⇥

(D � y)+
⇤

+ c
m

· E
D

⇥

(y �D)

+
⇤

+ (c
v

+ c
o

) · E
~x,D

⇥

(xn�1 �D)

+
⇤

para y = y⇤1, y
⇤
1 + 1, ..., y⇤1.

Si bien es posible estimar todo el costo esperado promedio mediante simulación, la

única expresión que es difı́cil de calcular es E
~x,D

[((xn�1 �D)

+
], la cantidad esperada

promedio de vencimientos. Ası́, para minimizar el error en la estimación, solo obtendre-

mos dicha expresión por medio de la simulación y el resto se calculará de forma exacta.

En la figura 7.1 se muestra el diagrama de flujo del modelo de simulación, incluyendo,

con borde punteado, las actividades que habrı́a que realizar para calcular el costo esperado

promedio, en vez de solamente la cantidad esperada promedio de vencimientos.

La estimación de la cantidad esperada promedio de vencimientos debe hacerse para

cada uno de los tipos de demanda que mencionamos y para variadas vidas útiles, nosotros
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FIGURA 7.1. Diagrama del modelo de simulación para estimar la cantidad es-
perada promedio de vencimientos (o el costo esperado promedio si se consideran
las actividades de borde punteado).
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consideraremos las vidas útiles n = 2, 3, ..., 10. Cada uno de estos cálculos lo haremos

realizando 200 réplicas para un horizonte de t = 10.000 periodos.

7.1.3. Resultados

Ahora presentamos un resumen de los resultados obtenidos para cada una de los tipos

de demanda (distribuciones) consideradas.

Para las demandas Todo o Nada, por su particularidad de ser una distribución que

solo puede tomar dos valores, solo tiene sentido analizar la cantidad de errores cometidos

por cada una de las aproximaciones al momento de estimar el número crı́tico óptimo,

pues, para cada escenario, la magnitud de los errores en la estimación del número crı́tico,

si es que se cometen, será siempre la misma, al igual que el error en los costos.

Para los otros tipos de demanda consideradas, se hace relevante analizar la magnitud

de los errores incurridos, por lo que los resultados que presentamos para el resto de las

distribuciones se componen de los siguientes reportes:

1. Detalle gráfico del error relativo medio en la estimación del número crı́tico ópti-

mo y en los costos incurridos de entre las 12 estructuras de costos estudiadas,

para diversos parámetros de la distribución, diversas vidas útiles y según la apro-

ximación usada.

2. Detalle tabulado del error absoluto máximo, del error absoluto medio y del error

cuadrático medio de entre las 12 estructuras de costos, para diversos parámetros

de la distribución, diversas vidas útiles y según la aproximación usada.

3. Detalle gráfico de la evolución del número crı́tico óptimo y sus aproximacio-

nes (según la vida útil del producto) para las estructuras de costos (1) c
o

=1.0,

c
f

=2.5, c
m

=0.1, y c
v

=0.5, y (2) c
o

=1.0, c
f

=1.5, c
m

=0.1 y c
v

=2.0. Estas

estructuras de costos corresponden, respectivamente, a la estructura con la ma-

yor y a la estructura con la menor relación (cociente) entre el margen unitario

del producto (c
f

� c
o

) y su costo por vencimiento unitario (c
v

) de entre todas las

estructuras consideradas.
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Demandas Bernoulli (Todo o Nada)

En un extremo, analizando el sistema para demandas Bernoulli de parámetros p =

5% y p = 10%, el número crı́tico óptimo resultó ser 0 para las 12 estructuras de costos

utilizadas, independiente de la vida útil del producto. En el otro extremo, analizando

el sistema para demandas Bernoulli de parámetros p = 90% y p = 95%, el número

crı́tico óptimo resultó ser 1 para las 12 estructuras de costos utilizadas, independiente

de la vida útil del producto. Lógicamente, es posible encontrar estructuras de costos que

no cumplan con lo recién señalado, claro que, probablemente, deberán ser estructuras

bastante desproporcionadas.

Bajo demandas Bernoulli de parámetros p = 25%, p = 50% y p = 75%, el número

crı́tico óptimo del sistema varió dependiendo de la estructura de costos y de la vida útil

del producto. De hecho, fue en algunos de estos escenarios en los que se produjeron

errores en la estimación del número crı́tico óptimo, siendo todos ellos por subestimación

del número crı́tico óptimo. En el cuadro 7.2 se especifica la cantidad de errores incurridos

en la estimación (para cada vida útil y para cada parámetro p), en que se puede ver que

nuestra aproximación obtuvo la misma cantidad de errores que la aproximación de Cooper

(2001) y muchos menos que la aproximación basada en las cotas de Chazan y Gal (1977).

CUADRO 7.2. Cantidad de escenarios con error en la estimación del número
crı́tico óptimo (de entre las 12 estructuras de costos) para D ⇠ Bernoulli(p)
(o cualquier demanda Todo o Nada con esa misma proporción).

p = 5% p = 10% p = 25% p = 50% p = 75% p = 90% p = 95% Todos

n C
&

G
C V C

&
G

C V C
&

G

C V C
&

G
C V C

&
G

C V C
&

G
C V C

&
G

C V C
&

G

C V

2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0
4 0 0 0 0 0 0 2 2 2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3 2 2
5 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
6 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0
7 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
8 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
9 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0
10 0 0 0 0 0 0 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4 0 0

Todos 0 0 0 0 0 0 13 2 2 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 17 2 2
*C&G: Aproximación basada en las cotas de Chazan y Gal, *C: Aproximación de Cooper, *V: Aproximación propuesta.
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Demandas Uniforme Discreta

Error relativo medio del número crı́tico (ERM - NC*) Error relativo medio del costo (ERM - C*)

FIGURA 7.2. Errores relativos promedio (de entre las 12 estructuras de costos)
para D ⇠ Uniforme

Discreta

(0, 2d) (1/2).
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FIGURA 7.3. Errores relativos promedio (de entre las 12 estructuras de costos)
para D ⇠ Uniforme

Discreta

(0, 2d) (2/2).
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CUADRO 7.3. Errores absolutos obtenidos en la estimación del número crı́tico
óptimo para D ⇠ Uniforme

Discreta

(0, 2d).
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FIGURA 7.4. Números crı́ticos (óptimo y aproximados) para las estructuras de
costos con la mayor y la menor relación entre margen unitario y costo unitario de
vencimiento y D ⇠ Uniforme

Discreta

(0, 2d).
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En las figuras 7.2 y 7.3 se puede ver que, de entre todas las posibles combinaciones

de vidas útiles analizadas y de parámetros utilizados para la distribución en cuestión,

el mayor error relativo medio (para las 12 estructuras de costos consideradas) cometido

por nuestra aproximación fue de un 4.51 % en la estimación del número crı́tico óptimo

y de tan solo un 0.09 % en cuanto al costo incurrido. Además, también se aprecia que

para una vida útil de n = 2 periodos, la aproximación basada en las cotas de Chazan

y Gal fue la que obtuvo mejores resultados, teniendo nuestra aproximación resultados

muy similares a los de la aproximación de Cooper (siendo esta última la que luego pasa

a tener el mejor desempeño). Sin embargo, a partir de una vida útil de n = 4 periodos,

nuestra aproximación comienza a comportarse notoriamente mejor que la de Chazan y

Gal y siguiendo de cerca el desempeño obtenido por la de Cooper, incluso, ya a partir

de una vida útil de n = 6 periodos, nuestra aproximación no comete prácticamente casi

ningún error. Note que los errores relativos de costos se mueven en el orden del 2 % de

los errores relativos al estimar el número crı́tico.

En el cuadro 7.3 se puede ver que, para todas las posibles combinaciones de vidas úti-

les y de parámetros para la distribución, el error absoluto máximo (para las 12 estructuras

de costos consideradas) cometido por nuestra aproximación es siempre menor al cometi-

do por la de Chazan y Gal para vidas útiles de n = 3 periodos o más y, además, cercanos

o iguales a los cometidos por la de Cooper. Esta misma relación se observa también con

los errores absolutos medios y con los errores cuadráticos medios, pero a partir de una

vida útil de n = 4 periodos. El mayor error absoluto de nuestra aproximación fue de 5

unidades.

Finalmente, en la figura 7.4 se aprecia, para las dos estructuras de costos escogidas,

que nuestra aproximación se mueve bastante cerca del número crı́tico óptimo (del que,

a propósito, se observa una rápida convergencia). Además, note que la gran mayorı́a de

los errores cometidos por nuestra aproximación son por sobrestimación, mientras que los

errores cometidos por las otras dos aproximaciones tienden a ser por subestimación (en

especial los de Chazan y Gal).
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Demandas Triangular Discreta (centrada)

Error relativo medio del número crı́tico (ERM - NC*) Error relativo medio del costo (ERM - C*)

FIGURA 7.5. Errores relativos promedio (de entre las 12 estructuras de costos)
para D ⇠ Triangular

Discreta

(0, d, 2d) (1/2).
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FIGURA 7.6. Errores relativos promedio (de entre las 12 estructuras de costos)
para D ⇠ Triangular

Discreta

(0, d, 2d) (2/2).
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CUADRO 7.4. Errores absolutos obtenidos en la estimación del número crı́tico
óptimo para D ⇠ Triangular

Discreta

(0, d, 2d).
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áx
im

o
(d

e
en

tre
la

s
12

es
tru

ct
ur

as
de

co
st

os
).

n
C

&
G

C
V

C
&

G
C

V
C

&
G

C
V

C
&

G
C

V
C

&
G

C
V

C
&

G
C

V
C

&
G

C
V

C
&

G
C

V
2

0
1

1
1

1
1

1
0

1
1

1
1

1
1

1
1

1
2

1
1

2
1

1
2

3
1

0
1

1
0

1
1

1
1

1
1

1
2

1
1

3
1

2
5

1
4

5
1

4
4

1
0

0
1

0
0

2
0

0
2

0
1

2
0

0
3

0
1

5
0

1
5

0
1

5
0

0
0

1
0

0
1

0
0

1
0

0
1

0
0

2
0

0
3

0
0

3
0

0
6

0
0

0
1

0
0

1
0

0
1

0
0

1
0

0
2

0
0

2
0

0
2

0
0

7
0

0
0

1
0

0
1

0
0

1
0

0
1

0
0

1
0

0
1

0
0

1
0

0
8

1
1

1
1

0
0

0
0

0
1

0
0

0
0

0
1

0
0

1
0

0
1

1
1

9
1

1
1

1
0

0
0

0
0

1
0

0
0

0
0

1
0

0
1

0
0

1
1

1
10

1
1

1
0

0
0

0
0

0
1

0
0

0
0

0
1

0
0

1
0

0
1

1
1

To
do

s
1

1
1

1
1

1
2

1
1

2
1

1
2

1
1

3
1

2
5

1
4

5
1

4

Er
ro

ra
bs

ol
ut

o
m

ed
io

(d
e

en
tre

la
s

12
es

tru
ct

ur
as

de
co

st
os

).
n

C
&

G
C

V
C

&
G

C
V

C
&

G
C

V
C

&
G

C
V

C
&

G
C

V
C

&
G

C
V

C
&

G
C

V
C

&
G

C
V

2
0.

00
0.

08
0.

16
0.

16
0.

16
0.

25
0.

25
0.

00
0.

33
0.

08
0.

16
0.

16
0.

16
0.

41
0.

08
0.

58
0.

16
0.

83
0.

41
0.

66
1.

25
0.

23
0.

23
0.

44
3

0.
33

0.
00

0.
08

0.
41

0.
00

0.
50

0.
58

0.
08

0.
66

0.
75

0.
08

0.
75

1.
16

0.
16

0.
83

2.
08

0.
33

1.
66

3.
25

0.
41

2.
50

1.
22

0.
15

1.
00

4
0.

25
0.

00
0.

00
0.

50
0.

00
0.

00
0.

83
0.

00
0.

00
0.

91
0.

00
0.

33
1.

41
0.

00
0.

00
2.

08
0.

00
0.

33
3.

16
0.

00
0.

25
1.

30
0.

00
0.

13
5

0.
00

0.
00

0.
00

0.
33

0.
00

0.
00

0.
33

0.
00

0.
00

0.
91

0.
00

0.
00

1.
00

0.
00

0.
00

1.
33

0.
00

0.
00

1.
83

0.
00

0.
00

0.
82

0.
00

0.
00

6
0.

00
0.

00
0.

00
0.

33
0.

00
0.

00
0.

25
0.

00
0.

00
0.

50
0.

00
0.

00
0.

50
0.

00
0.

00
0.

83
0.

00
0.

00
1.

16
0.

00
0.

00
0.

51
0.

00
0.

00
7

0.
00

0.
00

0.
00

0.
33

0.
00

0.
00

0.
25

0.
00

0.
00

0.
41

0.
00

0.
00

0.
16

0.
00

0.
00

0.
50

0.
00

0.
00

0.
75

0.
00

0.
00

0.
34

0.
00

0.
00

8
0.

33
0.

33
0.

33
0.

08
0.

00
0.

00
0.

00
0.

00
0.

00
0.

33
0.

00
0.

00
0.

00
0.

00
0.

00
0.

33
0.

00
0.

00
0.

50
0.

00
0.

00
0.

22
0.

04
0.

04
9

0.
33

0.
33

0.
33

0.
08

0.
00

0.
00

0.
00

0.
00

0.
00

0.
33

0.
00

0.
00

0.
00

0.
00

0.
00

0.
33

0.
00

0.
00

0.
33

0.
00

0.
00

0.
20

0.
04

0.
04

10
0.

33
0.

33
0.

33
0.

00
0.

00
0.

00
0.

00
0.

00
0.

00
0.

33
0.

00
0.

00
0.

00
0.

00
0.

00
0.

33
0.

00
0.

00
0.

33
0.

00
0.

00
0.

19
0.

04
0.

04

To
do

s
0.

17
0.

12
0.

13
0.

25
0.

01
0.

08
0.

27
0.

00
0.

11
0.

50
0.

02
0.

13
0.

49
0.

06
0.

10
0.

93
0.

05
0.

31
1.

30
0.

12
0.

44
0.

56
0.

05
0.

19

Er
ro

rc
ua

dr
át

ic
o

m
ed

io
(d

e
en

tre
la

s
12

es
tru

ct
ur

as
de

co
st

os
).

n
C

&
G

C
V

C
&

G
C

V
C

&
G

C
V

C
&

G
C

V
C

&
G

C
V

C
&

G
C

V
C

&
G

C
V

C
&

G
C

V
2

0.
0

0.
0

0.
1

0.
1

0.
1

0.
2

0.
2

0.
0

0.
3

0.
0

0.
1

0.
1

0.
1

0.
4

0.
0

0.
5

0.
1

1.
1

0.
4

0.
6

2.
0

0.
2

0.
2

0.
6

3
0.

3
0.

0
0.

0
0.

4
0.

0
0.

5
0.

5
0.

0
0.

6
0.

7
0.

0
0.

7
1.

6
0.

1
0.

8
4.

7
0.

3
3.

0
11

.7
0.

4
6.

6
2.

8
0.

1
1.

7
4

0.
2

0.
0

0.
0

0.
5

0.
0

0.
0

1.
0

0.
0

0.
0

1.
0

0.
0

0.
3

2.
2

0.
0

0.
0

4.
7

0.
0

0.
3

10
.8

0.
0

0.
2

2.
9

0.
0

0.
1

5
0.

0
0.

0
0.

0
0.

3
0.

0
0.

0
0.

3
0.

0
0.

0
0.

9
0.

0
0.

0
1.

0
0.

0
0.

0
2.

0
0.

0
0.

0
3.

6
0.

0
0.

0
1.

1
0.

0
0.

0
6

0.
0

0.
0

0.
0

0.
3

0.
0

0.
0

0.
2

0.
0

0.
0

0.
5

0.
0

0.
0

0.
5

0.
0

0.
0

1.
0

0.
0

0.
0

1.
5

0.
0

0.
0

0.
5

0.
0

0.
0

7
0.

0
0.

0
0.

0
0.

3
0.

0
0.

0
0.

2
0.

0
0.

0
0.

4
0.

0
0.

0
0.

1
0.

0
0.

0
0.

5
0.

0
0.

0
0.

7
0.

0
0.

0
0.

3
0.

0
0.

0
8

0.
3

0.
3

0.
3

0.
0

0.
0

0.
0

0.
0

0.
0

0.
0

0.
3

0.
0

0.
0

0.
0

0.
0

0.
0

0.
3

0.
0

0.
0

0.
5

0.
0

0.
0

0.
2

0.
0

0.
0

9
0.

3
0.

3
0.

3
0.

0
0.

0
0.

0
0.

0
0.

0
0.

0
0.

3
0.

0
0.

0
0.

0
0.

0
0.

0
0.

3
0.

0
0.

0
0.

3
0.

0
0.

0
0.

2
0.

0
0.

0
10

0.
3

0.
3

0.
3

0.
0

0.
0

0.
0

0.
0

0.
0

0.
0

0.
3

0.
0

0.
0

0.
0

0.
0

0.
0

0.
3

0.
0

0.
0

0.
3

0.
0

0.
0

0.
1

0.
0

0.
0

To
do

s
0.

1
0.

1
0.

1
0.

2
0.

0
0.

0
0.

2
0.

0
0.

1
0.

5
0.

0
0.

1
0.

6
0.

0
0.

1
1.

6
0.

0
0.

5
3.

3
0.

1
1.

0
0.

9
0.

0
0.

2

*C
&

G
:A

pr
ox

im
ac

ió
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FIGURA 7.7. Números crı́ticos (óptimo y aproximados) para las estructuras de
costos con la mayor y la menor relación entre margen unitario y costo unitario de
vencimiento y D ⇠ Triangular

Discreta

(0, d, 2d).
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En las figuras 7.5 y 7.6 se puede ver que, de entre todas las posibles combinaciones

de vidas útiles analizadas y de parámetros utilizados para la distribución en cuestión, el

mayor error relativo medio (para las 12 estructuras de costos consideradas) cometido por

nuestra aproximación fue de un 4.17 % en la estimación del número crı́tico óptimo y de

tan solo un 0.09 % en cuanto al costo incurrido. Sin embargo, los casos particulares en

que ocurrió este error de un 4.17 %, se deben a que el costo incurrido era casi exactamente

el mismo bajo el número crı́tico óptimo que bajo el número crı́tico estimado por nosotros

(por eso el error en costos está prácticamente en 0). Además, también se aprecia que para

una vida útil de n = 2 periodos, la aproximación basada en las cotas de Chazan y Gal

fue la que obtuvo mejores resultados junto a la aproximación de Cooper (que es la que

luego pasa a tener el mejor desempeño). Para una vida útil de n = 3 periodos, nuestra

aproximación tiene un desempeño muy similar a la de Chazan y Gal, pero ya a partir

de una vida útil de n = 4 periodos mejora, sin cometer prácticamente casi ningún error

(obviando el error máximo ya mencionado). Note que los errores relativos de costos se

mueven en el orden del 3 % de los errores relativos al estimar el número crı́tico.

En el cuadro 7.4 se puede ver que, para todas las posibles combinaciones de vidas úti-

les y de parámetros para la distribución, el error absoluto máximo (para las 12 estructuras

de costos consideradas) cometido por nuestra aproximación es siempre menor al cometi-

do por la de Chazan y Gal para vidas útiles de n = 3 periodos o más y, además, cercanos

o iguales a los cometidos por la de Cooper. Esta misma relación se observa también con

los errores absolutos medios y con los errores cuadráticos medios, pero a partir de una

vida útil de n = 4 periodos. El mayor error absoluto de nuestra aproximación fue de 4

unidades.

Finalmente, en la figura 7.7 se vuelve a apreciar que nuestra aproximación se mueve

bastante cerca del número crı́tico óptimo (el que ahora converge más rápido por la menor

varianza de esta distribución). Nuevamente, los errores cometidos por nuestra aproxima-

ción son mayormente por sobrestimación, mientras que los errores cometidos por las otras

dos aproximaciones tienden a ser por subestimación (en especial los de Chazan y Gal).
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Demandas Triangular Discreta (decreciente)

Error relativo medio del número crı́tico (ERM - NC*) Error relativo medio del costo (ERM - C*)

FIGURA 7.8. Errores relativos promedio (de entre las 12 estructuras de costos)
para D ⇠ Triangular

Discreta

(0, 0, 2d) (1/2).
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FIGURA 7.9. Errores relativos promedio (de entre las 12 estructuras de costos)
para D ⇠ Triangular

Discreta

(0, 0, 2d) (2/2).
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CUADRO 7.5. Errores absolutos obtenidos en la estimación del número crı́tico
óptimo para D ⇠ Triangular

Discreta

(0, 0, 2d).
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FIGURA 7.10. Números crı́ticos (óptimo y aproximados) para las estructuras de
costos con la mayor y la menor relación entre margen unitario y costo unitario de
vencimiento y D ⇠ Triangular

Discreta

(0, 0, 2d).
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En las figuras 7.8 y 7.9 se puede ver que, de entre todas las posibles combinaciones

de vidas útiles analizadas y de parámetros utilizados para la distribución en cuestión, el

mayor error relativo medio (para las 12 estructuras de costos consideradas) cometido por

nuestra aproximación fue de un 5.91 % en la estimación del número crı́tico óptimo y

de tan solo un 0.11 % en cuanto al costo incurrido. Para una vida útil de n = 2 y n = 3

periodos, las tres aproximaciones tuvieron desempeños similares, siendo levemente mejor

la aproximación basada en las cotas de Chazan y Gal para n = 2 y la nuestra para n = 3.

Para una vida útil de n = 4 y n = 5 periodos, resultó ser mejor la aproximación de

Cooper, seguida por la nuestra (ambas notoriamente mejores que la de Chazan y Gal). Ya

a partir de una vida útil de n = 6 periodos, nuestra aproximación comete errores muy

pequeños o nulos. Note que los errores relativos de costos se mueven en el orden del 4 %

de los errores relativos al estimar el número crı́tico.

En el cuadro 7.5 se puede ver que, para todas las posibles combinaciones de vidas úti-

les y de parámetros para la distribución, el error absoluto máximo (para las 12 estructuras

de costos consideradas) cometido por nuestra aproximación es siempre menor al cometi-

do por la de Chazan y Gal para vidas útiles de n = 3 periodos o más y, además, cercanos

o iguales a los cometidos por la de Cooper. Esta misma relación se observa también con

los errores absolutos medios y con los errores cuadráticos medios, pero a partir de una

vida útil de n = 5 periodos. El mayor error absoluto de nuestra aproximación fue de 5

unidades.

Finalmente, en la figura 7.10 se vuelve a apreciar que nuestra aproximación se mueve

bastante cerca del número crı́tico óptimo. Sin embargo, ahora se puede ver que nuestra

aproximación comete tanto errores por sobrestimación como por subestimación, estos

últimos se cometen bajo la estructura de costos que tiene preponderancia del costo unitario

por vencimiento por sobre el margen unitario. Los errores cometidos por las otras dos

aproximaciones son todos por subestimación (al menos para el par de estructuras de costos

graficadas).

85



Demandas Triangular Discreta (creciente)

Error relativo medio del número crı́tico (ERM - NC*) Error relativo medio del costo (ERM - C*)

FIGURA 7.11. Errores relativos promedio (de entre las 12 estructuras de costos)
para D ⇠ Triangular

Discreta

(0, 2d, 2d) (1/2).
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FIGURA 7.12. Errores relativos promedio (de entre las 12 estructuras de costos)
para D ⇠ Triangular

Discreta

(0, 2d, 2d) (2/2).
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CUADRO 7.6. Errores absolutos obtenidos en la estimación del número crı́tico
óptimo para D ⇠ Triangular

Discreta

(0, 2d, 2d).
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FIGURA 7.13. Números crı́ticos (óptimo y aproximados) para las estructuras de
costos con la mayor y la menor relación entre margen unitario y costo unitario de
vencimiento y D ⇠ Triangular

Discreta

(0, 2d, 2d).
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En las figuras 7.11 y 7.12 se puede ver que, de entre todas las posibles combinaciones

de vidas útiles analizadas y de parámetros utilizados para la distribución en cuestión, el

mayor error relativo medio (para las 12 estructuras de costos consideradas) cometido por

nuestra aproximación fue de un 2.45 % en la estimación del número crı́tico óptimo y de

tan solo un 0.06 % en cuanto al costo incurrido. Además, también se aprecia que para una

vida útil de n = 2 periodos, la aproximación basada en las cotas de Chazan y Gal junto a

la aproximación de Cooper tuvieron los mejores resultados. Para una vida útil de n = 3

periodos, la aproximación de Cooper mejora fuertemente, quedándose como la mejor,

seguida por la nuestra (que también mejoró drásticamente). Ya a partir de una vida útil de

n = 4 periodos, nuestra aproximación junto a la de Cooper no cometen ningún error más,

mientras que la de Chazan y Gal sigue cometiendo errores no menores y mejorando muy

lentamente conforme se aumenta la vida útil. Note que los errores relativos de costos se

mueven en el orden del 2 % de los errores relativos al estimar el número crı́tico.

En el cuadro 7.6 se puede ver que, para todas las posibles combinaciones de vidas úti-

les y de parámetros para la distribución, el error absoluto máximo (para las 12 estructuras

de costos consideradas) cometido por nuestra aproximación es siempre menor al cometi-

do por la de Chazan y Gal para vidas útiles de n = 3 periodos o más y, además, cercanos

o iguales a los cometidos por la de Cooper. Esta misma relación se observa también con

los errores absolutos medios y con los errores cuadráticos medios, pero a partir de una

vida útil de n = 4 periodos. El mayor error absoluto de nuestra aproximación fue de 4

unidades.

Finalmente, en la figura 7.13 se vuelve aprecia que nuestra aproximación se mueve

prácticamente pegada o encima del número crı́tico óptimo (que converge muy rápida-

mente). Y, siguiendo la misma tendencia que ya se ha venido mostrando, todas los errores

cometidos por nuestra aproximación son por sobrestimación, mientras que los errores co-

metidos por las otras dos aproximaciones tienden a ser por subestimación (en especial los

de Chazan y Gal).
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Demandas Triangular Invertida Discreta

Error relativo medio del número crı́tico (ERM - NC*) Error relativo medio del costo (ERM - C*)

FIGURA 7.14. Errores relativos promedio (de entre las 12 estructuras de costos)
para D ⇠ TriangularInvertida

Discreta

(0, d, 2d) (1/2).
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FIGURA 7.15. Errores relativos promedio (de entre las 12 estructuras de costos)
para D ⇠ TriangularInvertida

Discreta

(0, d, 2d) (2/2).
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CUADRO 7.7. Errores absolutos obtenidos en la estimación del número crı́tico
óptimo para D ⇠ TriangularInvertida
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(0, d, 2d).
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áx
im

o
(d

e
en

tre
la

s
12

es
tru

ct
ur

as
de

co
st

os
).

n
C

&
G

C
V

C
&

G
C

V
C

&
G

C
V

C
&

G
C

V
C

&
G

C
V

C
&

G
C

V
C

&
G

C
V

C
&

G
C

V
2

1
1

1
1

1
2

1
2

2
1

2
3

1
3

3
2

6
7

3
9

10
3

9
10

3
1

1
1

2
1

1
2

1
2

3
1

2
4

1
2

7
2

5
12

4
7

12
4

7
4

1
1

1
1

1
1

2
1

1
3

1
2

4
1

2
7

1
4

10
1

5
10

1
5

5
1

0
0

2
0

1
2

0
1

3
1

1
4

0
1

6
1

2
10

1
3

10
1

3
6

1
0

0
1

0
0

2
0

0
2

0
0

3
0

1
6

0
1

9
0

1
9

0
1

7
0

0
0

1
0

0
1

0
0

2
0

1
2

1
1

5
0

1
7

0
1

7
1

1
8

0
0

0
1

0
0

1
0

0
2

0
0

2
0

0
4

0
0

6
0

0
6

0
0

9
0

0
0

1
0

0
1

0
0

2
0

0
2

0
0

3
0

0
4

0
0

4
0

0
10

0
0

0
0

0
0

0
0

0
2

0
0

2
0

0
3

0
0

4
0

0
4

0
0

To
do

s
1

1
1

2
1

2
2

2
2

3
2

3
4

3
3

7
6

7
12

9
10

12
9

10

Er
ro

ra
bs

ol
ut

o
m

ed
io

(d
e

en
tre

la
s

12
es

tru
ct

ur
as

de
co

st
os

).
n

C
&

G
C

V
C

&
G

C
V

C
&

G
C

V
C

&
G

C
V

C
&

G
C

V
C

&
G

C
V

C
&

G
C

V
C

&
G

C
V

2
0.

08
0.

33
0.

25
0.

16
0.

58
0.

83
0.

33
0.

83
0.

83
0.

50
1.

08
1.

16
0.

50
1.

50
1.

41
0.

91
3.

00
3.

33
1.

33
4.

16
4.

75
0.

54
1.

64
1.

79
3

0.
16

0.
16

0.
33

0.
50

0.
58

0.
33

0.
58

0.
50

0.
75

1.
00

0.
66

0.
66

1.
16

0.
75

1.
00

2.
41

1.
75

1.
91

3.
91

2.
75

2.
75

1.
39

1.
02

1.
10

4
0.

33
0.

16
0.

25
0.

50
0.

16
0.

33
0.

75
0.

08
0.

58
1.

08
0.

25
0.

66
1.

50
0.

25
0.

75
2.

91
0.

66
1.

75
4.

16
0.

75
2.

41
1.

60
0.

33
0.

96
5

0.
33

0.
00

0.
00

0.
83

0.
00

0.
16

0.
75

0.
00

0.
41

1.
41

0.
16

0.
16

1.
41

0.
00

0.
66

3.
00

0.
16

0.
91

4.
58

0.
08

1.
25

1.
76

0.
05

0.
51

6
0.

16
0.

00
0.

00
0.

58
0.

00
0.

00
0.

75
0.

00
0.

00
1.

00
0.

00
0.

00
1.

58
0.

00
0.

08
2.

58
0.

00
0.

33
3.

83
0.

00
0.

41
1.

50
0.

00
0.

11
7

0.
00

0.
00

0.
00

0.
33

0.
00

0.
00

0.
58

0.
00

0.
00

0.
75

0.
00

0.
33

1.
33

0.
08

0.
16

2.
16

0.
00

0.
33

3.
16

0.
00

0.
25

1.
19

0.
01

0.
15

8
0.

00
0.

00
0.

00
0.

25
0.

00
0.

00
0.

41
0.

00
0.

00
0.

58
0.

00
0.

00
1.

25
0.

00
0.

00
1.

91
0.

00
0.

00
2.

75
0.

00
0.

00
1.

02
0.

00
0.

00
9

0.
00

0.
00

0.
00

0.
08

0.
00

0.
00

0.
16

0.
00

0.
00

0.
41

0.
00

0.
00

1.
08

0.
00

0.
00

1.
66

0.
00

0.
00

2.
08

0.
00

0.
00

0.
78

0.
00

0.
00

10
0.

00
0.

00
0.

00
0.

00
0.

00
0.

00
0.

00
0.

00
0.

00
0.

41
0.

00
0.

00
0.

91
0.

00
0.

00
1.

33
0.

00
0.

00
1.

91
0.

00
0.

00
0.

65
0.

00
0.

00

To
do

s
0.

12
0.

07
0.

09
0.

36
0.

14
0.

18
0.

48
0.

15
0.

28
0.

79
0.

24
0.

33
1.

19
0.

28
0.

45
2.

10
0.

62
0.

95
3.

08
0.

86
1.

31
1.

16
0.

34
0.

51

Er
ro

rc
ua

dr
át

ic
o

m
ed

io
(d

e
en

tre
la

s
12

es
tru

ct
ur

as
de

co
st

os
).

n
C

&
G

C
V

C
&

G
C

V
C

&
G

C
V

C
&

G
C

V
C

&
G

C
V

C
&

G
C

V
C

&
G

C
V

C
&

G
C

V
2

0.
0

0.
3

0.
2

0.
1

0.
5

1.
0

0.
3

1.
1

1.
3

0.
5

1.
7

2.
3

0.
5

3.
1

2.
9

1.
4

11
.6

17
.0

2.
8

23
.5

33
.4

0.
8

6.
0

8.
3

3
0.

1
0.

1
0.

3
0.

6
0.

5
0.

3
0.

7
0.

5
1.

0
1.

8
0.

6
0.

8
2.

5
0.

7
1.

3
10

.2
3.

2
6.

0
26

.5
8.

2
11

.7
6.

1
2.

0
3.

1
4

0.
3

0.
1

0.
2

0.
5

0.
1

0.
3

1.
0

0.
0

0.
5

1.
9

0.
2

0.
8

3.
1

0.
2

0.
9

11
.7

0.
6

4.
2

23
.6

0.
7

7.
7

6.
0

0.
3

2.
1

5
0.

3
0.

0
0.

0
1.

1
0.

0
0.

1
1.

0
0.

0
0.

4
2.

4
0.

1
0.

1
3.

4
0.

0
0.

6
11

.5
0.

1
1.

2
26

.9
0.

0
2.

2
6.

6
0.

0
0.

7
6

0.
1

0.
0

0.
0

0.
5

0.
0

0.
0

0.
9

0.
0

0.
0

1.
3

0.
0

0.
0

3.
0

0.
0

0.
0

9.
0

0.
0

0.
3

19
.6

0.
0

0.
4

4.
9

0.
0

0.
1

7
0.

0
0.

0
0.

0
0.

3
0.

0
0.

0
0.

5
0.

0
0.

0
0.

9
0.

0
0.

3
2.

0
0.

0
0.

1
6.

3
0.

0
0.

3
13

.5
0.

0
0.

2
3.

3
0.

0
0.

1
8

0.
0

0.
0

0.
0

0.
2

0.
0

0.
0

0.
4

0.
0

0.
0

1.
0

0.
0

0.
0

1.
7

0.
0

0.
0

4.
5

0.
0

0.
0

9.
7

0.
0

0.
0

2.
5

0.
0

0.
0

9
0.

0
0.

0
0.

0
0.

0
0.

0
0.

0
0.

1
0.

0
0.

0
0.

5
0.

0
0.

0
1.

4
0.

0
0.

0
3.

5
0.

0
0.

0
5.

0
0.

0
0.

0
1.

5
0.

0
0.

0
10

0.
0

0.
0

0.
0

0.
0

0.
0

0.
0

0.
0

0.
0

0.
0

0.
5

0.
0

0.
0

1.
2

0.
0

0.
0

2.
5

0.
0

0.
0

4.
4

0.
0

0.
0

1.
2

0.
0

0.
0

To
do

s
0.

1
0.

0
0.

0
0.

4
0.

1
0.

2
0.

5
0.

1
0.

3
1.

2
0.

3
0.

5
2.

1
0.

4
0.

6
6.

7
1.

7
3.

2
14

.7
3.

6
6.

2
3.

7
0.

9
1.

6

*C
&

G
:A

pr
ox

im
ac

ió
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FIGURA 7.16. Números crı́ticos (óptimo y aproximados) para las estructuras de
costos con la mayor y la menor relación entre margen unitario y costo unitario de
vencimiento y D ⇠ TriangularInvertida

Discreta

(0, d, 2d).
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En las figuras 7.14 y 7.15 se puede ver que, de entre todas las posibles combinaciones

de vidas útiles analizadas y de parámetros utilizados para la distribución en cuestión, el

mayor error relativo medio (para las 12 estructuras de costos consideradas) cometido

por nuestra aproximación fue de un 8.80 % en la estimación del número crı́tico óptimo

y de tan solo un 0.13 % en cuanto al costo incurrido. Además, también se aprecia que

para una vida útil de n = 2 periodos la aproximación basada en las cotas de Chazan

y Gal vuelve a tener los mejores resultados y para una vida útil de n = 3 periodos,

las tres aproximaciones tuvieron un desempeño muy similar. Luego, para una vida útil

de n = 4 periodos o más, la aproximación de Cooper es la que pasa a tener el mejor

desempeño, seguida de cerca por la nuestra, incluso, ya a partir de una vida útil de n = 6

periodos, nuestra aproximación comete prácticamente casi ningún error. Note que los

errores relativos de costos se mueven en el orden del 2 % de los errores relativos al estimar

el número crı́tico.

En el cuadro 7.7 se puede ver que, para todas las posibles combinaciones de vidas úti-

les y de parámetros para la distribución, el error absoluto máximo (para las 12 estructuras

de costos consideradas) cometido por nuestra aproximación es siempre menor al cometi-

do por la de Chazan y Gal para vidas útiles de n = 3 periodos o más y, además, cercanos

o iguales a los cometidos por la de Cooper. Esta misma relación se observa también con

los errores absolutos medios y con los errores cuadráticos medios, pero a partir de una

vida útil de n = 4 periodos. El mayor error absoluto de nuestra aproximación fue de 10

unidades.

Finalmente, en la figura 7.10 se vuelve a apreciar que nuestra aproximación se mueve

bastante cerca del número crı́tico óptimo (que ahora tarde un poco más en converger

debido a la mayor varianza de esta distribución). Además, note que la gran mayorı́a de

los errores cometidos por nuestra aproximación son por sobrestimación, mientras que los

errores cometidos por las otras dos aproximaciones tienden a ser por subestimación (en

especial los de Chazan y Gal).
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Demandas Poisson

Error relativo medio del número crı́tico (ERM - NC*) Error relativo medio del costo (ERM - C*)

FIGURA 7.17. Errores relativos promedio (de entre las 12 estructuras de costos)
para D ⇠ Poisson(d) (1/2).
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FIGURA 7.18. Errores relativos promedio (de entre las 12 estructuras de costos)
para D ⇠ Poisson(d) (2/2).
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CUADRO 7.8. Errores absolutos obtenidos en la estimación del número crı́tico
óptimo para D ⇠ Poisson(d).
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FIGURA 7.19. Números crı́ticos (óptimo y aproximados) para las estructuras de
costos con la mayor y la menor relación entre margen unitario y costo unitario de
vencimiento y D ⇠ Poisson(d).
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En las figuras 7.17 y 7.18 se puede ver que, de entre todas las posibles combinaciones

de vidas útiles analizadas y de parámetros utilizados para la distribución en cuestión, el

mayor error relativo medio (para las 12 estructuras de costos consideradas) cometido por

nuestra aproximación fue de un 3.47 % en la estimación del número crı́tico óptimo y de

tan solo un 0.11 % en cuanto al costo incurrido. Además, también se aprecia que para

una vida útil de n = 2 periodos, es el único caso en que nuestra aproximación comete

errores, al igual que la aproximación de Cooper. Para vidas útiles de n = 3 periodos o

más, ambas aproximaciones (la nuestra y la de Cooper) estiman el número crı́tico óptimo

de forma precisa. La aproximación basada en las cotas de Chazan y Gal también comete

muy pocos errores, pero los sigue cometiendo hasta una vida útil de n = 6 periodos. Note

que los errores relativos de costos se mueven en el orden del 3 % de los errores relativos

al estimar el número crı́tico.

Complementado lo anterior, en el cuadro 7.8 se puede apreciar que, para todas las

posibles combinaciones de vidas útiles y de parámetros para la distribución, el error abso-

luto máximo, el error absoluto medio y el error cuadrático medio (para las 12 estructuras

de costos consideradas) que comete nuestra aproximación son siempre nulos para vidas

útiles de n = 3 periodos o más y, por lo tanto, menores o iguales a los cometidos por la

las otras dos aproximaciones. El mayor error absoluto de nuestra aproximación fue de 1

unidad.

Finalmente, en la figura 7.19 se aprecia nuevamente que nuestra aproximación se

mueve pegada o encima del número crı́tico óptimo. Para esta distribución, el número

crı́tico óptimo converge muy rápido, estabilizándose casi inmediatamente, lo que explica,

de cierta manera, el excelente desempeño obtenido por nuestra aproximación. Además,

note que el único error cometido por nuestra aproximación para dichas estructuras de

costos fue por sobrestimación, mientras que los errores cometidos por la aproximación

basada en las cotas de Chazan y Gal fueron todos por subestimación (la aproximación de

Cooper no mostró errores para los escenarios graficados), manteniendo la tendencia ya

mostrada.
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Demandas Geométrica

Error relativo medio del número crı́tico (ERM - NC*) Error relativo medio del costo (ERM - C*)

FIGURA 7.20. Errores relativos promedio (de entre las 12 estructuras de costos)
para D ⇠ Geométrica(1

d

) (1/2).
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FIGURA 7.21. Errores relativos promedio (de entre las 12 estructuras de costos)
para D ⇠ Geométrica(1

d

) (2/2).
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CUADRO 7.9. Errores absolutos obtenidos en la estimación del número crı́tico
óptimo para D ⇠ Geométrica(1
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FIGURA 7.22. Números crı́ticos (óptimo y aproximados) para las estructuras de
costos con la mayor y la menor relación entre margen unitario y costo unitario de
vencimiento y D ⇠ Geométrica(1

d

).
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En las figuras 7.20 y 7.21 se puede ver que, de entre todas las posibles combinaciones

de vidas útiles analizadas y de parámetros utilizados para la distribución en cuestión, el

mayor error relativo medio (para las 12 estructuras de costos consideradas) cometido por

nuestra aproximación fue de un 15.56 % en la estimación del número crı́tico óptimo y

de tan solo un 0.27 % en cuanto al costo incurrido. Además, también se aprecia que para

una vida útil de n = 2 periodos, la aproximación basada en las cotas de Chazan y Gal

vuelve a tener los mejores resultados, seguida por la aproximación de Cooper, teniendo

nuestra aproximación los peores resultados. Para una vida útil de n = 3 periodos, las

tres aproximaciones tienen un desempeño similar, siendo levemente mejor la nuestra y

pasando la de Chazan y Gal al último lugar. A partir de una vida útil de n = 4 periodos,

nuestra aproximación comienza a comportarse notoriamente mejor que la de Chazan y

Gal y siguiendo de cerca el desempeño obtenido por la de Cooper. Note que los errores

relativos de costos se mueven en el orden del 2 % de los errores relativos al estimar el

número crı́tico.

En el cuadro 7.9 se puede ver que, para todas las posibles combinaciones de vidas

útiles y de parámetros para la distribución, el error absoluto máximo, el error absoluto

medio y el error cuadrático medio (para las 12 estructuras de costos consideradas) que

comete nuestra aproximación son siempre menores a sus respectivos cometidos por la de

Chazan y Gal para vidas útiles de n = 4 periodos o más y, además, cercanos o iguales a

los cometidos por la de Cooper. El mayor error absoluto de nuestra aproximación fue de

8 unidades.

Finalmente, en la figura 7.22 se aprecia que nuestra aproximación sigue moviéndose

cerca del número crı́tico óptimo (del que, a propósito, se observa la convergencia más

lenta, que puede explicarse por la varianza de esta distribución). Además, si bien los erro-

res cometidos por nuestra aproximación siguen siendo mayormente por sobrestimación,

también se cometen bastantes errores de subestimación bajo la estructura de costos que

tiene preponderancia del costo unitario por vencimiento por sobre el margen unitario.

Los errores cometidos por las otras dos aproximaciones son todos por subestimación (al

menos para el par de estructuras de costos graficadas).
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7.2. Comparación con la Polı́tica de Óptima

A continuación presentamos los escenarios a evaluar, el cómo se evaluaron y los

resultados obtenidos, al comparar nuestra aproximación, en términos del costo esperado

promedio, con la polı́tica óptima. Todas las tablas de resultados en detalle que respaldan

este análisis se encuentran en el anexo C.

7.2.1. Escenarios

Al igual que en la comparación que hicimos con la Polı́tica de Número Crı́tico ópti-

ma, obtendremos resultados para distintos escenarios del sistema, considerando variadas

estructuras de costos, diferentes tipos de demanda y distintas vidas útiles.

Estructuras de costos

Para analizar el desempeño en relación a la polı́tica óptima utilizaremos exactamen-

te las mismas doce estructuras de costos que ya utilizamos con las Polı́ticas de Número

Crı́tico. Pero una diferencia importante a tener en cuenta es que la polı́tica óptima depen-

derá de los valores de c
o

, c
f

, c
m

y c
v

, es decir, la estructura de costos queda definida por

estos cuatro parámetros (a diferencia de las Polı́ticas de Número Crı́tico que quedaban

definidas por tres parámetros). Sin embargo, tomando en cuenta la misma consideración

sobre estructuras de costos proporcionales que usamos para la Polı́tica de Número Crı́ti-

co, es posible analizar la polı́tica óptima en base a solamente tres parámetros. Además,

también se cumplirá que el costo esperado promedio será proporcional al de la estructura

original (en la misma proporción en la que lo son los costos). Esto permite analizar la

polı́tica óptima en base a solamente tres parámetros, por lo que es posible fijar uno de

ellos y expresar los otros en función de él.

Lo anterior implica que dos estructuras de costos que son equivalentes para la ob-

tención del número crı́tico, pueden no serlo para la obtención de la polı́tica óptima. De

hecho, para poder hacer la comparación con la polı́tica óptima, es necesario restringir un

parámetro más, quitándole uno de los dos grados de libertad a la estructura de costos. No-

sotros simplemente usaremos las estructuras definidas en el cuadro 7.1, pero lo importante
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es tener claro que la comparación con la polı́tica óptima será válida solo para estructuras

de costos proporcionales, mientras que la comparación para la Polı́tica de Número Crı́tico

será válida para cualquier estructura de costos que satisfaga las ecuaciones 7.1, 7.2 y 7.3.

Tipos de demanda

Para medir el desempeño con respecto a la polı́tica óptima, utilizaremos las distri-

buciones acotadas que utilizamos para las Polı́ticas de Número Crı́tico, manteniendo la

consideración de que la demanda mı́nima es cero, pero usando solo demandas máximas

de 10, 20, 30, 40 y 50, pues, para valores mayores, la complejidad hace que el tiempo

de resolución sea demasiado. Justamente, por este mismo motivo, no analizaremos las

demandas no acotadas, pues tendrı́amos que truncarlas en un valor menor al que ya lo

habı́amos hecho, distorcionando aún más la distribución correspondiente y, además, ob-

teniendo resultados no serı́an comparables con los obtenidos para la Polı́tica de Número

Crı́tico (debido a esta distorción). Además, veremos que dichos escenarios son más que

suficientes para dar cuenta de la relación de costos entre la polı́tica óptima y la Polı́tica de

Número Crı́tico óptima y sus aproximaciones.

7.2.2. Evaluación de escenarios: problema de programación dinámica

Para comparar el desempeño que se obtiene con respecto a la polı́tica óptima es ne-

cesario calcular su costo esperado promedio, un problema que, como ya vimos, es muy

complejo de resolver.

La obtención del mı́nimo costo esperado promedio para el sistema (costo esperado

promedio de la polı́tica óptima) se hizo a través de la resolución del problema de pro-

gramación dinámica que obtiene el mı́nimo costo esperado para t periodos, dado por la

ecuación 4.6, y luego sacamos su promedio. Matemáticamente, calculamos:

C⇤
t

(~x)

t
=

mı́n

y�x(~x), y2N0

⌧

C
E

(~x, y) +
P1

k=0 C
⇤
t�1(~s(~x, y, k)) · g(k)

�

t
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en donde recuerde que C
E

(~x, y) es el costo esperado de un periodo en que el sistema

comienza con en el estado ~x ⌘ [x1, x2, ..., xn�1
] y se decide enfrentar el periodo con un

nivel de inventario y.

Si bien este cálculo corresponde a una aproximación, pues estamos considerando

un horizonte finito en vez de uno infinito, tomar un horizonte lo suficientemente grande

deberı́a entregar una estimación bastante precisa. En la práctica se puede observar que

la polı́tica óptima se estabiliza para valores no muy grandes de t, pero el costo esperado

promedio resultante se ve influenciado por el estado inicial del sistema para horizontes

pequeños, ası́ que nosotros consideramos un horizonte de t = 5.000 periodos, que es más

que suficiente para que esta influencia sea despreciable. Además, también por razones de

complejidad, solo consideraremos las vidas útiles n = 2, 3 periodos.

7.2.3. Resultados

Ahora presentamos un resumen de los resultados obtenidos para cada una de los tipos

de demanda (distribuciones) consideradas. Para ellas, analizaremos:

1. La diferencia porcentual máxima (de entre las 12 estructuras de costos estudia-

das) del costo esperado promedio obtenido con Polı́ticas de Número Crı́tico en

relación al costo esperado promedio obtenido con la polı́tica óptima, para diver-

sos parámetros de la distribución, diversas vidas útiles y según la aproximación

utilizada (incluyendo también en esta comparación a la Polı́tica de Número Crı́ti-

co óptima).

2. La diferencia porcentual promedio (de entre las 12 estructuras de costos estudia-

das) del costo esperado promedio obtenido con Polı́ticas de Número Crı́tico en

relación al costo esperado promedio obtenido con la polı́tica óptima, para diver-

sos parámetros de la distribución, diversas vidas útiles y según la aproximación

utilizada (incluyendo también en esta comparación a la Polı́tica de Número Crı́ti-

co óptima).
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CUADRO 7.10. Diferencia porcentual máxima (dada en %) del costo esperado
promedio obtenido con Polı́ticas de Número Crı́tico en relación al obtenido con
la polı́tica óptima.
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CUADRO 7.11. Diferencia porcentual promedio (dada en %) del costo esperado
promedio obtenido con Polı́ticas de Número Crı́tico en relación al obtenido con
la polı́tica óptima.
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En los cuadros 7.10 y 7.11 se aprecia que el desempeño de la Polı́tica de Número

Crı́tico óptima y de las tres aproximaciones es bastante cercano a la polı́tica óptima en

términos de costos incurridos. De todos los escenarios evaluados, la máxima diferencia

porcentual obtenida de los costos al utilizar nuestra aproximación en relación a la polı́tica

óptima fue de un 1.92 %, al igual que la aproximación basada en las cotas de Chazan y

Gal, mientras que la aproximación de Cooper obtuvo una diferencia mayor, llegando a un

1.97 %.

También, note que el desempeño de nuestra aproximación con respecto a la polı́tica

óptima es del mismo orden que las otras dos aproximaciones, comportándose mejor en

algunos casos y peor en otros. Además, algo muy importante a tener en cuenta es que

este buen y comparativo desempeño se obtuvo para las vidas útiles en que nuestra apro-

ximación se comportaba peor que las demás en relación a la Polı́tica de Número Crı́tico

óptima, lo que, en parte, puede explicarse con la siguiente. Los errores que cometió nues-

tra aproximación con respecto a la Polı́tica de Número Crı́tico óptima fueron, en general,

en situaciones en que el costo de ésta tenı́a un desempeño cercano a la polı́tica óptima,

por lo que el error con respecto a esta última fue pequeño. Por el contrario, los errores

que cometieron las otras dos aproximaciones con respecto a la Polı́tica de Número Crı́tico

óptima fueron, en general, en situaciones en que el costo de ésta tenı́a un desempeño no

tan cercano a la polı́tica óptima, por lo que el error con respecto a esta última fue mayor.

En conclusión, el inferior desempeño que se observaba en nuestra aproximación en cuanto

a la comparación con la Polı́tica de Número Crı́tico óptima, se equipara con el desempeño

de las otras dos aproximaciones al hacer la comparación con la polı́tica óptima.
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Capı́tulo 8. CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

En este trabajo hemos estudiado polı́ticas de ordenamiento en un sistema de inven-

tario de revisión periódica para un producto perecible (con una vida útil fija y conocida);

que está sujeto a una estructura de costos lineales que considera costo por ordenar, costo

por faltante, costo por mantención de inventario y costo por vencimiento; y que en cada

periodo enfrenta una demanda por productos, las que se consideran como variables alea-

torias discretas independientes e idénticamente distribuidas (e independientes del estado

inicial).

Planteamos y revisamos los problemas que obtienen, respectivamente, la polı́tica

óptima y la Polı́tica de Número Crı́tico óptima para este sistema. El problema que ob-

tiene la polı́tica óptima resultó ser un problema de programación dinámica, con variable

de estado de dimensión n�1 (donde n es la vida útil del producto), cuando se considera un

horizonte finito (tal y como se menciona en la literatura); y un problema de decisión mar-

koviano, con un enorme conjunto de estados, cuando se considera un horizonte infinito.

En cuanto a la Polı́tica de Número Crı́tico óptima, vimos que el funcionamiento del siste-

ma bajo cualquier polı́tica de este tipo (no necesariamente la óptima) corresponde a una

cadena de Markov en tiempo discreto, lo que permitió obtener el número crı́tico óptimo

mediante la minimización del costo esperado promedio, el que fue expresado en función

de la distribución estacionaria de la cadena. Sin embargo, la cardinalidad del espacio de

estados sigue siendo tan grande como en el cálculo de la polı́tica óptima. El planteamiento

de estos problemas sirvió para evidenciar la gran complejidad computacional que poseen

al momento de buscar su respectiva solución, permitiendo concluir lo imposibles que re-

sultan de aplicar, al menos de forma directa, en los muchos problemas (ajustables a este

sistema) que se puedan encontrar en la realidad.

Lo impracticable que resulta determinar estas dos polı́ticas, junto a la difı́cil apli-

cación que podrı́a significar el uso de la polı́tica óptima en la realidad (debido a que es

dependiente del estado del sistema), volcaron nuestro interés hacia el estudio de aproxi-

maciones que permitieran estimar la Polı́tica de Número Crı́tico óptima, que sı́ es una
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polı́tica fácil de aplicar (debido a que solo depende del nivel total de inventario). En la

literatura encontramos a Chazan y Gal (1977), quienes determinan cotas (a la cantidad

esperada de vencimientos) que permiten plantear un problema de optimización que es-

time número crı́tico óptimo; y a Cooper (2001), quien determina nuevas cotas y plantea

explı́citamente el problema de optimización análogo al recién mencionado. Utilizando es-

tas mismas cotas y aprovechando la simpleza del Problema del Vendedor de Periódicos,

nosotros construimos una expresión cerrada que también sirviera para estimar el número

crı́tico óptimo.

Se realizó un estudio numérico (computacional) en el que se compararon, para dis-

tintas distribuciones de demanda (con distintos parámetros), una variedad de estructuras

de costos y diversas vidas útiles, las diferentes opciones de Polı́ticas de Números Crı́ticos

resultantes de las tres aproximaciones mencionadas. Esta comparación se hizo, tanto en

relación a la Polı́tica de Número Crı́tico óptima (en términos del número crı́tico obteni-

do y de los costos incurridos), como en relación a la polı́tica óptima (en términos de los

costos incurridos).

En cuanto a la Polı́tica de Número Crı́tico óptima misma, se pudo ver que ésta tiende

a estabilizarse, convergiendo rápidamente hacia el óptimo del caso sin vencimientos, a

medida que se aumenta la vida útil del producto, lo que se debe a la gran disminución que

experimenta la cantidad esperada promedio de vencimientos. Además, también se pudo

ver que la sensibilidad del número crı́tico óptimo, con respecto a la estructura de costos,

depende mucho de la demanda que se esté considerando, pudiendo llegar a afectar mucho

en algunos casos y muy poco en otros.

En cuanto a los resultados obtenidos por las aproximaciones con respecto a la Polı́tica

de Número Crı́tico óptima, pudimos ver que para una vida útil de n = 2 periodos nuestra

aproximación fue la que tuvo el peor desempeño de las tres, siendo la aproximación basa-

da en las cotas de Chazan y Gal la que consiguió mejores resultados. Para una vida útil de

n = 3 periodos resulta difı́cil poder decir cuál aproximación resultó ser la mejor, pues se

observa un desempeño muy variado y dependiente de la distribución de la demanda. Para
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vidas útiles de n = 4 periodos o más, la mejor aproximación resulta ser la de Cooper, se-

guida muy de cerca por la que propusimos nosotros, mientras que la aproximación basada

en las cotas de Chazan y Gal tiene resultados que son claramente inferiores. Ya a partir

de vidas útiles de n = 6 periodos, tanto nuestra aproximación como la de Cooper tienen

un desempeño casi perfecto.

Nuestra aproximación consiguió un desempeño considerablemente bueno con res-

pecto a la Polı́tica de Número Crı́tico óptima, siendo notoriamente mejor que la aproxi-

mación basada en las cotas de Chazan y Gal y siguiendo de cerca, levemente por debajo,

el desempeño de la aproximación de Cooper. Evidencia de este buen desempeño son la

magnitud de los errores cometidos, tanto en los costos incurridos como en la estimación

del número crı́tico óptimo. En términos de costos, el máximo error relativo medio (de

entre las 12 estructuras de costos) cometido por nuestra aproximación fue de un 0.27 %,

mientras que los máximos errores relativos medios de Chazan y Gal y Cooper fueron, res-

pectivamente, de un 0.39 % y un 0.23 %. En términos de la estimación del número crı́tico

óptimo, los errores relativos medios de nuestra aproximación tienden a estar casi siempre

por debajo de 5 %, lógicamente bajo ciertas excepciones (especialmente con demandas de

distribución Geométrica). De hecho, nuestra aproximación tuvo un error absoluto máxi-

mo de 10 unidades, error que no es tan grande al considerar (1) que fue el máximo error

cometido; (2) que se cometió bajo una vida útil de n = 2 periodos, vida útil en que nues-

tra aproximación obtuvo el peor desempeño; y (3) que fue bajo una demanda Triangular

Invertida Discreta en {0, 1, ..., 150} y con media 75 (unidades), es decir, para una distri-

bución con mucha varianza. Además, los errores absolutos máximos de Chazan y Gal y

Cooper fueron del mismo orden, llegando, respectivamente, a las 17 y 9 unidades.

Una caracterı́stica importante que sugieren los resultados numéricos es que los erro-

res que comete nuestra aproximación tienden a ser por sobrestimación del número crı́tico

óptimo, al contrario a lo que tiende a ocurrir con las otras dos aproximaciones, lo que

puede deberse a una simplificación (aproximación) que utilizamos en el desarrollo de

nuestra expresión, en la que subvaloramos la proporción de la proporción de productos

que vencen del total de productos que no se logran vender (por periodo).

114



En cuanto a los resultados obtenidos por las aproximaciones con respecto a la polı́tica

óptima, se puede observar que nuestra aproximación tuvo un desempeño muy bueno,

teniendo una diferencia porcentual máxima de un 1.92 %, mientras que las diferencias

porcentuales máximas de Chazan y Gal y Cooper fueron, respectivamente, de un 1.92 %

y un 1.97 %. Esto permite concluir que nuestra aproximación no solamente es buena con

respecto a la Polı́tica de Número Crı́tico óptima, sino que también lo es con respecto a la

polı́tica óptima, por lo que representa una forma sencilla y eficaz para la gestión de los

niveles inventario de un producto perecible.

Un detalle importante que se debe tener en cuenta, es que el buen desempeño de

nuestra aproximación con respecto a la polı́tica óptima fue medido bajo vidas útiles de

n = 2 y n = 3 periodos, que corresponden a los casos en que nuestra aproximación tuvo

el peor desempeño con respecto a la Polı́tica de Número Crı́tico óptima. Esto sugiere que

para un desempeño (nivel de errores) similar con respecto a la Polı́tica de Número Crı́tico

óptima, nuestra aproximación tiende a estar más cerca de la polı́tica óptima que las demás

aproximaciones.

En base a las consideraciones recién expuestas, podemos concluir que la expresión

que construimos corresponde a una buena aproximación del número crı́tico óptimo, te-

niendo un desempeño cercano a la Polı́tica de Número Crı́tico óptima y también a la

polı́tica óptima. Además, el desempeño de nuestra aproximación resultó ser totalmente

comparable a las aproximaciones ya existentes en la literatura, siendo notoriamente me-

jor que una de ellas y levemente menor a la otra, por lo que, sin sacrificar mayormente el

desempeño de la polı́tica, hemos logrado simplificar su cálculo, pasando de un problema

de optimización que se debe resolver, a una expresión cerrada que solo se debe evaluar.

Por lo tanto, aceptamos la hipótesis propuesta y concluimos que nuestra aproximación

constituye un verdadero aporte al área de estudio contemplada.

En cuanto a la aplicación práctica, la gran ventaja de nuestra aproximación es la

simplicidad que se gana al momento de determinar las cantidades a ordenar, necesitando

115



solo de cálculos simples que podrı́an hacerse, de forma automática y prácticamente ins-

tantánea, en una planilla de cálculo como Excel. Para esto es necesario determinar la vida

útil del producto (en función del tiempo entre pedidos sucesivos) y conocer la estructura

de costos y el comportamiento de la demanda, información que una tienda deberı́a ma-

nejar para la mayorı́a de sus productos. Los administradores de inventarios solo deberı́an

preocuparse de actualizar esta información ante cambios importantes, de manera de ase-

gurarse que el inventario se administre correctamente. Además, la lógica detrás de la

Polı́tica de Número Crı́tico es muy simple, por lo que es muy fácil de explicar a la gente

que se encarga de la gestión del inventario en las tiendas para que se aplique correcta-

mente. Ası́, consideramos que la simplicidad que hemos conseguido al estimar el número

crı́tico óptimo (manteniendo un buen desempeño), junto a la simpleza caracterı́stica de

una Polı́tica de Número Crı́tico, permite llevar estos conocimientos a la práctica de forma

más fácil, sencilla y rápida.

Podrı́a parecer que hemos definido y trabajado sobre un modelo con muchas simplifi-

caciones y limitantes, sin embargo, muchos de los problemas que se pueden encontrar en

la realidad podrı́an ser ajustados a este modelo, permitiéndoles aprovechar sus ventajas.

En primer lugar, es importante tener presente que se puede usar este modelo considerando

un sistema con muchos productos de manera independiente. Y en segundo lugar, también

hay que tener en cuenta que los periodos que hemos considerado no necesariamente co-

rresponden a dı́as como se podrı́a pensar a priori, también pueden ser semanas, meses,

años, entre otros, dependiendo tanto de la vida útil del producto como del tiempo entre

revisiones sucesivas.

El supuesto de que no hay un costo asociado a la colocación de una orden también

puede ser válido en muchos sistemas que sı́ tienen dicho costo, pero en que podrı́a con-

siderarse como un costo hundido o como un costo despreciable, en especial cuando se

considera un sistema de muchos productos. El costo de colocación de una orden podrı́a

asignarse a uno solo de los productos que se ordenan, haciéndose nulo para el resto, o

bien, repartirse entre todos los productos que se ordenan, haciéndose despreciable.
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El supuesto de que los productos satisfacen la demanda de acuerdo a una polı́tica

de salida FIFO resulta ser un factor bastante controlable por parte del vendedor, quien

puede influir en el comportamiento de los clientes dando descuentos a los productos de

mayor edad; o manteniendo en las estanterı́as a los productos más viejos, dejando el resto

del inventario en la trastienda. Esta última solución requiere una cantidad considerable

de mano de obra, ya que se requiere un seguimiento continuo de todos los productos y

una frecuente reposición de los estantes de la tienda. Los beneficios obtenidos por contar

un sistema FIFO sirven para compensar el costo de los descuentos o de la mano de obra

extra.

En cuanto al trabajo futuro, dejamos planteada la posibilidad de mejorar las cotas

existentes a la cantidad esperada de vencimientos, lo que permitirı́a mejorar el desem-

peño de nuestra aproximación (y también el de las aproximaciones existentes). Además,

dejamos propuesto el análisis de la aplicación de nuestra aproximación sobre un sistema

(con las mismas caracterı́sticas) en que se utilice una polı́tica de salida LIFO, para lo

cual, en estricto rigor, deberı́an utilizarse otras cotas para la cantidad esperada promedio

de vencimientos. También dejamos abierta la posibilidad de utilizar una metodologı́a si-

milar para determinar una buena polı́tica de ordenamiento en un sistema en el que exista

un costo de setup asociado a la colocación de un pedido.
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Anexos



ANEXO A. DEMOSTRACIONES

DEMOSTRACIÓN A.1. ——
Para demostrar la convexidad de C

E

(y) cuando y � 0, se debe demostrar que:

C
E

(⇢ · y1 + (1� ⇢) · y2)  ⇢ · C
E

(y1) + (1� ⇢) · C
E

(y2)

para todo y1, y2 tales que 0  y1, y2 y para todo ⇢ tal que 0  ⇢  1 (manteniendo la

consideración de que c
e

, c
s

> 0).

Si se toma la primera parte de la desigualdad:

C
E

(⇢ · y1 + (1� ⇢) · y2) = c
e

· E
D

⇥

(D � ⇢ · y1 � (1� ⇢) · y2)+
⇤

+ c
s

· E
D

⇥

(⇢ · y1 + (1� ⇢) · y2 �D)

+
⇤

y ahora se consideran las siguientes desigualdades:

(D � ⇢ · y1 � (1� ⇢) · y2)+  ⇢ · (D � y1)+ + (1� ⇢) · (D � y2)+

(⇢ · y1 + (1� ⇢) · y2 �D)

+  ⇢ · (y1 �D)

+
+ (1� ⇢) · (y2 �D)

+

entonces se cumple que:

C
E

(⇢ · y1 + (1� ⇢) · y2)  c
e

· E
D

⇥

⇢ · (D � y1)+ + (1� ⇢) · (D � y2)+
⇤

+ c
s

· E
D

⇥

⇢ · (y1 �D)

+
+ (1� ⇢) · (y2 �D)

+
⇤

= c
e

·
�

⇢ · E
D

⇥

(D � y1)+
⇤

+ (1� ⇢) · E
D

⇥

(D � y2)+
⇤�

+ c
s

·
�

⇢ · E
D

⇥

(y1 �D)

+
⇤

+ (1� ⇢) · E
D

⇥

(y2 �D)

+
⇤�

= ⇢ ·
�

c
e

· E
D

⇥

(D � y1)+
⇤

+ c
s

· E
D

⇥

(y1 �D)

+
⇤�

+ (1� ⇢) ·
�

c
e

· E
D

⇥

(D � y2)+
⇤

+ c
s

· E
D

⇥

(y2 �D)

+
⇤�

= ⇢ · C
E

(y1) + (1� ⇢) · C
E

(y2)
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DEMOSTRACIÓN A.2. ——

Si la demanda es una variable aleatoria continua, entonces el costo esperado se puede

escribir como:

C
E

(y) = c
e

·
Z 1

y

(z � y) · g(z) dz + c
s

·
Z

y

0

(y � z) · g(z) dz

y ası́, el problema de optimización que se debe resolver corresponde a:

mı́n

y�0

⌧

C
E

(y)

�

= mı́n

y�0

⌧

c
e

·
Z 1

y

(z � y) · g(z) dz + c
s

·
Z

y

0

(y � z) · g(z) dz
�

Ahora, dado que C
E

(y) es una función convexa en y � 0, la solución óptima para este

problema de optimización es tal que:

1. Si existe y que cumpla con dC

E

(y)
dy

= 0 ^ y � 0, entonces y⇤ = y es solución

óptima del problema.

2. Si no existe y que cumpla con dC

E

(y)
dy

= 0 ^ y � 0, entonces y⇤ = 0 es solución

óptima del problema (mı́nimo global de borde).

Por lo tanto, lo primero es buscar los valores y que cumplan con dC

E

(y)
dy

= 0:

C
E

(y) = c
e

·
Z 1

y

(z � y) · g(z) dz + c
s

·
Z

y

0

(y � z) · g(z) dz

=) dC
E

(y)

dy
= �c

e

· (1�G(y)) + c
s

·G(y)

y haciendo dC

E

(y)
dy

= 0:

dC
E

(y)

dy
= 0 () �c

e

· (1�G(y)) + c
s

·G(y) = 0

() G(y) =
c
e

c
e

+ c
s

se puede ver que siempre existirá al menos un y que satisfaga esta ecuación, ya que

0 < c

e

c

e

+c

s

< 1. Además, como G(·) es la distribución acumulada de una variable alea-

toria no negativa, entonces se sabe que ese y será siempre no negativo. Por lo tanto, la o

las soluciones óptimas y⇤ de este problema se obtendrán siempre a partir de la primera
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condición, y corresponderán a todo y que satisfaga la ecuación anterior, con lo que la

solución óptima está dada por:

y⇤ = G�1

✓

c
e

c
e

+ c
s

◆

donde G�1
(z) = ı́nf

y�0{G(y) � z} para z 2 [0, 1].
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DEMOSTRACIÓN A.3. ——

Si la demanda es una variable aleatoria discreta, entonces el costo esperado se puede

escribir como:

C
E

(y) = c
e

·
1
X

k=y

(k � y) · g(k) + c
s

·
y

X

k=0

(y � k) · g(k)

y ası́, el problema de optimización que se debe resolver corresponde a:

mı́n

y2N0

⌧

C
E

(y)

�

= mı́n

y2N0

⌧

c
e

·
1
X

k=y

(k � y) · g(k) + c
s

·
y

X

k=0

(y � k) · g(k)
�

Es posible resolver este problema mediante un análisis marginal del costo total. Como

C
E

(y) es una función convexa en y � 0, una solución óptima para este problema de opti-

mización corresponde al menor valor entero no negativo y tal que C
E

(y+1)�C
E

(y) � 0.

Primero se calculará C
E

(y + 1)� C
E

(y) para y 2 N0:

C
E

(y + 1)� C
E

(y) = c
e

·
1
X

k=y+1

(k � (y + 1)) · g(k) + c
s

·
y+1
X

k=0

((y + 1)� k) · g(k)

� c
e

·
1
X

k=y

(k � y) · g(k)� c
s

·
y

X

k=0

(y � k) · g(k)

= c
e

·
1
X

k=y+1

(k � (y + 1)) · g(k) + c
s

·
y

X

k=0

((y + 1)� k) · g(k)

� c
e

·
1
X

k=y+1

(k � y) · g(k)� c
s

·
y

X

k=0

(y � k) · g(k)

= �c
e

·
1
X

k=y+1

g(k) + c
s

·
y

X

k=0

g(k)

= �c
e

· (1�G(y)) + c
s

·G(y)

La interpretación de este resultado es bastante intuitiva. Si la demanda es mayor a y

unidades, lo que ocurre con una probabilidad (1 � G(y)), entonces, al ordenar y + 1 en

lugar de y unidades, se consigue una escasez de una unidad menos, reduciendo el costo

en c
e

. Por el contrario, si la demanda es menor o igual que y unidades, lo que ocurre con
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una probabilidad G(y), entonces, al ordenar y + 1 unidades en lugar de y unidades, se

ocasiona un sobrante de una unidad más, incrementando el costo en c
s

.

Y haciendo C
E

(y + 1)� C
E

(y) � 0:

C
E

(y + 1)� C
E

(y) � 0 () �c
e

· (1�G(y)) + c
s

·G(y) � 0

() G(y) � c
e

c
e

+ c
s

Por lo tanto, la solución óptima y⇤ de este problema corresponde al mı́nimo y 2 N0 que

satisfaga esta desigualdad. Note que en el caso particular en que exista un y 2 N0 tal que

C
E

(y + 1) � C
E

(y) = 0, tanto y como y + 1 son soluciones óptimas. Ası́, la solución

óptima está dada por:

y⇤ = G�1

✓

c
e

c
e

+ c
s

◆

donde G�1
(z) = ı́nf

y2N0{G(y) � z} para z 2 [0, 1].

COMENTARIO A.1. Note que si para todo y 2 N0 hiciéramos lo siguiente:

1. Para cada intervalo (y, y+1) en que G(y) < G(y+1) definimos a G(·) como una

función continua, estrictamente creciente y que una los puntos G(y) y G(y + 1).

2. Para cada intervalo (y, y + 1) en que G(y) = G(y + 1) definimos a G(·) como

una función continua, constante y que una los puntos G(y) y G(y + 1).

Entonces, serı́a posible resolver este problema como uno con demanda continua. La so-

lución óptima con demanda discreta será la misma que con demanda continua si es que

ésta es entera, si no, será la aproximación de ésta al entero inmediatamente superior.
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DEMOSTRACIÓN A.4. ——

El costo de un periodo en que se comienza con en el estado ~x ⌘ [(x1, x2, ..., xn�1
], se

decide enfrentar el periodo con un nivel de inventario y y llega una demanda D, está dado

por:

C(~x, y,D) = o(O) + f(F ) +m(M) + v(V )

donde se ha utilizado O = y�x(~x), F = (D � y)+, M = (y �D)

+ y V = (xn�1 �D)

+

para simplificar la notación.

Ahora, considerando las ecuaciones 3.1, 3.2, 3.3 y 3.4, el costo también puede escribirse

de la siguiente manera:

C(~x, y,D) = (o(0) + c
o

·O) + (f(0) + c
f

· F ) + (m(0) + c
m

·M) + (v(0) + c
v

· V )

= (o(0) + f(0) +m(0) + v(0)) + c
o

·O + c
f

· F + c
m

·M + c
v

· V

Se puede ver que (o(0) + f(0) +m(0) + v(0)) es un costo que se incurrirá en todos los

periodos, independiente de cómo evolucione el sistema, por lo que puede considerarse

como un costo fijo por la utilización del sistema. Debido a esto y a que no se considera la

posibilidad de no utilizar el sistema, (o(0) + f(0) +m(0) + v(0)) puede ser visto como

un costo hundido. Por lo tanto, sin pérdida de generalidad, se puede asumir que (o(0) +

f(0)+m(0)+v(0)) = 0, lo que, considerando el hecho de que o(0), f(0),m(0), v(0) > 0,

equivale a decir que o(0) = f(0) = m(0) = v(0) = 0. Esto permite reducir la expresión

del costo del periodo a la siguiente:

C(~x, y,D) = c
o

·O + c
f

· F + c
m

·M + c
v

· V

donde ahora c
o

, c
f

, c
m

y c
v

pueden ser interpretados como los costos unitarios por ordenar,

por faltante, por mantención y por vencimiento, respectivamente; simplificándose también

la estructura de costos.

Finalmente, reemplazando por los valores de O, F , M y V , el costo del periodo corres-

ponde a:

C(~x, y,D) = c
o

· (y � x(~x)) + c
f

· (D � y)+ + c
m

· (y �D)

+
+ c

v

· (xn�1 �D)

+
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DEMOSTRACIÓN A.5. ——
Se quiere demostrar que el problema de optimización para un horizonte infinito y consi-

derando un factor de descuento � (0 < � < 1) dado por:

C⇤
(~x, y) = mı́n

y�x(~x), y2N0

⌧

C
E

(~x, y) + � ·
1
X

k=0

C⇤
(~s(~x, y, k)) · g(k)

�

tiene un valor óptimo y⇤ que cumple con:

y⇤  y⇤1 = G�1

✓

c
f

� c
o

c
f

� c
o

+ c
m

◆

cuando ~x es uno de los posibles estados que tomará el sistema, en el largo plazo, siguiendo

la polı́tica óptima.

Si se toma el problema de optimización, pero sin considerar la restricción y � x(~x),

entonces la solución óptima corresponderá al mı́nimo y 2 N0 que satisfaga la siguiente

desigualdad:

C
E

(~x, y+1)+�·
1
X

k=0

C⇤
(~s(~x, y+1, k))·g(k)�C

E

(~x, y)��·
1
X

k=0

C⇤
(~s(~x, y, k))·g(k) � 0

Donde se pueden usar las siguientes consideraciones:

1. Siguiendo un procedimiento similar al usado en la demostración A.3, es fácil

demostrar que:

C
E

(~x, y + 1)� C
E

(~x, y) = c
o

� c
f

· (1�G(y)) + c
m

·G(y)

Esta igualdad se debe a que al decidir enfrentar el periodo con una unidad más de

inventario se deberá pagar el costo de esa unidad extra. Además, si la demanda

es mayor a y unidades, lo que ocurre con una probabilidad (1�G(y)), entonces,

al ordenar y + 1 en lugar de y unidades, se consigue un faltante de una unidad

menos, reduciendo el costo en c
f

. Por el contrario, si la demanda es menor o igual

que y unidades, lo que ocurre con una probabilidad G(y), entonces, al ordenar

y+1 unidades en lugar de y unidades, se ocasiona una mantención de inventario

de una unidad más, incrementando el costo en c
m

.
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2. Además, para k = y + 1, y + 2, y + 3, ..., se cumple que:

C⇤
(~s(~x, y + 1, k))� C⇤

(~s(~x, y, k)) = 0

Esto se debe a que ~s(~x, y + 1, k) = ~s(~x, y, k) = [(0, 0, ..., 0] para los valores de

k mencionados.

Ası́, el óptimo será el mı́nimo y 2 N0 que satisfaga:

c
o

� c
f

· (1�G(y))+ c
m

·G(y)+� ·
y

X

k=0

�

C⇤
(~s(~x, y+1, k))�C⇤

(~s(~x, y, k))
�

· g(k) � 0

Y considerando la siguiente desigualdad:

C⇤
(~s(~x, y + 1, k))� C⇤

(~s(~x, y, k)) � �c
o

que quiere decir que cuando se decide enfrentar el presente periodo con una unidad más

de inventario, la diferencia entre los mı́nimos costos posibles para los siguientes periodos

será, a lo menos, de �c
o

. Note que c
o

es lo que costarı́a comprar esa unidad extra en el

siguiente periodo si no se considerara el factor de descuento ni el hecho de que el producto

ya no es nuevo (envejeció un periodo).

Por lo tanto, se cumple que:

c
o

� c
f

· (1�G(y)) + c
m

·G(y) + � ·
y

X

k=0

�

C⇤
(~s(~x, y + 1, k))� C⇤

(~s(~x, y, k))
�

· g(k)

� c
o

� c
f

· (1�G(y)) + c
m

·G(y) + � ·
y

X

k=0

�c
o

· g(k)

= c
o

� c
f

· (1�G(y)) + c
m

·G(y)� � · c
o

·G(y)

= �(c
f

� c
o

) · (1�G(y)) + (c
m

+ c
o

� � · c
o

) ·G(y)

Si ahora se supone que c
o

< c
f

(ya que en caso contrario la demostración es trivial, pues

no convendrı́a ordenar o serı́a, a lo más, igual de conveniente), entonces:

�(c
f

�c
o

) · (1�G(y))+(c
m

+c
o

�� ·c
o

) ·G(y) � 0 () G(y) � c
f

� c
o

c
f

+ c
m

� � · c
o
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y se sabe que el menor y 2 N0 que satisfaga esta desigualdad será siempre mayor o igual

al menor y 2 N0 que satisfaga la desigualdad original. Esto se debe a que se está sub-

estimando el valor de la expresión que queremos sea no negativa y la única forma de

compensar esto serı́a que G(·) fuera más grande (o igual), y como G(·) es no decreciente,

entonces y deberá ser más grande (o igual).

Por lo tanto, si by⇤ es el óptimo de la desigualdad original, by⇤1 es el óptimo de la desigual-

dad aproximada y se considera que G�1
(z) = ı́nf

y2N0{G(y) � z} para z 2 [0, 1], se tiene

que:

by⇤  by⇤1 = G�1

✓

c
f

� c
o

c
f

+ c
m

� � · c
o

◆

Y ahora se puede usar que:

1. Para cualquier estado ~x, en el largo plazo, siguiendo la polı́tica óptima se cumple

que:

y⇤ = máx

⇢

by⇤, x(~x)

�

 by⇤1

pues siguiendo la polı́tica óptima, en el largo plazo siempre se cumplirá que

x(~x)  by⇤1.

2. Dado que G�1
(·) también es no decreciente, se cumple que:

by⇤1 = G�1

✓

c
f

� c
o

c
f

+ c
m

� � · c
o

◆

 G�1

✓

c
f

� c
o

c
f

� c
o

+ c
m

◆

= y⇤1

Por lo tanto, y⇤  y⇤1 para cualquier estado, en el largo plazo, al seguir la polı́tica óptima.
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DEMOSTRACIÓN A.6. ——
Se tiene:

mı́n{máx{D, xn�1}, y} = mı́n{máx{0, xn�1 �D}+D, y}

= mı́n{(xn�1 �D)

+
+D, y}

= mı́n{(xn�1 �D)

+, y �D}+D

= (xn�1 �D)

+
+mı́n{0, y �D � (xn�1 �D)

+}+D

= (xn�1 �D)

+ �máx{0, (xn�1 �D)

+
+D � y}+D

= (xn�1 �D)

+ � ((xn�1 �D)

+
+D � y)+ +D

= (xn�1 �D)

+ � (D � y)+ +D

donde en la última igualdad se ha usado que xn�1  y.
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DEMOSTRACIÓN A.7. ——

Esta demostración se hará por contradicción, ası́ que se comenzará suponiendo que y⇤
i+1 <

y⇤
i

, para i = 1, 2, 3, ....

Sean C
n

E

(y) y C
n+1
E

(y) los costos esperados promedios cuando se utiliza la Polı́tica de

Número Crı́tico con número crı́tico y (y 2 N0) y el producto tiene una vida útil de n y

n+ 1 periodos, respectivamente.

En primer lugar, se sabe que tanto C
n

E

(y) como C
n+1
E

(y) son combinaciones lineales, con

coeficientes no negativos, de la función C
E

(~x, y) evaluada en distintos estados, la que es

convexa para cualquier posible estado ~x y para todo y � 0 (esto es fácil de demostrar

siguiendo un procedimiento muy similar al de la demostración A.1). Entonces, dado que

C
n

E

(y) y C
n+1
E

(y) son combinaciones lineales, con coeficientes no negativos, de funciones

convexas, también son funciones convexas.

En segundo lugar, considerando la convexidad de C
n

E

(y) y C
n+1
E

(y) y el hecho de que

cada unidad extra que se ordene aumenta el costo esperado promedio (por efectos de

vencimiento) en mayor medida cuando la vida útil del producto es menor, entonces se

sabe que para todo k = 1, 2, 3, ... se cumple que:

C
n

E

(y)� C
n+1
E

(y)  C
n

E

(y + k)� C
n+1
E

(y + k)

Si ahora se usa esta desigualdad con y⇤
i+1 e y⇤

i

, entonces se debe cumplir que:

y⇤
i+1 < y⇤

i

=) C
i

E

(y⇤
i+1)� C

i+1
E

(y⇤
i+1)  C

i

E

(y⇤
i

)� C
i+1
E

(y⇤
i

)

=) C
i+1
E

(y⇤
i

)� C
i+1
E

(y⇤
i+1)  C

i

E

(y⇤
i

)� C
i

E

(y⇤
i+1)

en donde se sabe que:

C
i

E

(y⇤
i

)� C
i

E

(y⇤
i+1)  0 =) C

i

E

(y⇤
i

)  C
i

E

(y⇤
i+1)

C
i+1
E

(y⇤
i+1)� C

i+1
E

(y⇤
i

)  0 =) C
i+1
E

(y⇤
i+1)  C

i+1
E

(y⇤
i

)

pues y⇤
i

minimiza C
i

E

(y) e y⇤
i+1 minimiza C

i+1
E

(y).

Por lo tanto:
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y⇤
i+1 < y⇤

i

=) 0  C
i+1
E

(y⇤
i

)� C
i+1
E

(y⇤
i+1)  C

i

E

(y⇤
i

)� C
i

E

(y⇤
i+1)  0

=) C
i+1
E

(y⇤
i

) = C
i+1
E

(y⇤
i+1) ^ C

i

E

(y⇤
i

) = C
i

E

(y⇤
i+1)

lo que implicarı́a que tanto y⇤
i

como y⇤
i+1 son óptimos para C

i

E

(y) y C
i+1
E

(y), lo que

contradice y⇤
i+1 < y⇤

i

, pues recuerde que se supuso que, en caso de existir mas de un

óptimo para cierta vida útil n, y⇤
n

representarı́a al menor de ellos.
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DEMOSTRACIÓN A.8. ——

Se debe demostrar que para todo i0, i1, ..., it�1, i, j 2 X , para todo a0, a1, ..., at�1, a 2 Y

y para todo t = 1, 2, 3, ..., se cumple que:

P
ij

(a) = P (~x
t+1 = j

�

� ~x
t

= i, y
t

= a, ~x
t�1 = i

t�1, yt�1 = a
t�1, ..., ~x0 = i0, y0 = a0)

donde P
ij

(a) = P (~x
t+1 = j

�

� ~x
t

= i, y
t

= a), para todo t = 1, 2, 3, ....

Analizando la probabilidad, se tiene:

P (~x
t+1 = j

�

� ~x
t

= i, y
t

= a, ~x
t�1 = i

t�1, yt�1 = a
t�1, ..., ~x0 = i0, y0 = a0)

= P (~s(~x
t

, y
t

, D
t

) = j
�

� ~x
t

= i, y
t

= a, ~x
t�1 = i

t�1, yt�1 = a
t�1, ..., ~x0 = i0, y0 = a0)

= P (~s(i, a,D
t

) = j
�

� ~x
t

= i, y
t

= a, ~x
t�1 = i

t�1, yt�1 = a
t�1, ..., ~x0 = i0, y0 = a0)

donde D
t

corresponde a la demanda del periodo t.

Si ahora solo se consideran polı́ticas en que las decisiones quedan determinadas solo por

el estado presente (y no de la información del pasado, ni de la etapa en la que se tome),

entonces toda la información de los estados y decisiones pasados se puede escribir solo

en función de las condiciones iniciales y de las demandas de los periodos anteriores. Por

lo tanto:

P (~s(i, a,D
t

) = j
�

� D
t�1 = k

t�1, Dt�2 = k
t�2, ..., D0 = k0, ~x0 = i0)

donde ahora, considerando que todas las demandas son variables aleatorias independien-

tes entre sı́ e independientes del estado inicial del sistema, la probabilidad equivale a:

P (~s(i, a,D
t

) = j)

y por último, considerando ahora que todas las demandas son variables aleatorias idénti-

camente distribuidas, entonces esta probabilidad será la misma, independiente del periodo

en cuestión, por lo se puede obviar el subı́ndice de la demanda y escribir:

P (~s(i, a,D) = j) = P (~x
t+1 = j

�

� ~x
t

= i, y
t

= a)

= P
ij

(a)
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DEMOSTRACIÓN A.9. ——
La cantidad de posibles estados es equivalente a la cantidad de posibles maneras de re-

partir y = 0, 1, 2, ... pelotas en n = 1, 2, 3, ... cajones, en donde la cantidad de pelotas

en cada cajón representa la cantidad de productos de cada edad (el primer cajón no serı́a

parte del vector de estado). Y la cantidad de posibles maneras de repartir las y pelotas en

los n cajones es conocida y dada por:
✓

y + n� 1

n� 1

◆

=

(y + n� 1)!

y! · (n� 1)!

Otra forma de ver este mismo problema consiste en considerar que existen y pelotas

negras y n�1 pelotas blancas y que se ordenan en una secuencia con una pelota al lado de

la otra. Las pelotas blancas representan el salto en edad y las pelotas negras representan la

cantidad de productos de cada edad (las pelotas negras que están antes de la primera pelota

blanca, no serı́an parte del vector de estado). La cantidad de posibles estados está dada

por la cantidad de posibles maneras en que se pueden escoger las posiciones de las n� 1

pelotas blancas dentro de las y + n� 1 pelotas totales.
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ANEXO B. RESULTADOS COMPARATIVOS CON LA POLÍTICA DE NÚME-

RO CRÍTICO ÓPTIMA

En este anexo presentamos los resultados (detallados) de la primera comparación pro-

puesta para cada uno de los escenarios estudiados, según la distribución de la demanda

(y sus parámetros), la estructura de costos utilizada y la vida útil considerada. En otras

palabras, aquı́ están los resultados que comparan la Polı́tica de Número Crı́tico óptima

(PNC*), en términos del número crı́tico y del costo esperado promedio, con la aproxi-

mación basada en las cotas de Chazan y Gal (1977) (C&G), la aproximación de Cooper

(2001) (C) y la aproximación propuesta por nosotros (V).

Estos resultados se muestran utilizando el esquema del cuadro B.1, en que:

– y⇤, by1, by2, by⇤ corresponden, respectivamente, al número crı́tico óptimo (y⇤
n

) y a

las aproximaciones del mismo: la basada en las cotas de Chazan y Gal, la de

Cooper y la propuesta por nosotros.

– C
E

(y⇤) corresponde al mı́nimo costo esperado promedio bajo la Polı́tica de Núme-

ro Crı́tico óptima, y E1
[ %], E2

[ %] y E[ %] son las diferencias (errores) porcen-

tuales en los costos (expresados en porcentaje) al utilizar los números crı́ticos

aproximados by1, by2, by⇤, respectivamente.

CUADRO B.1. Esquema de resultados para la comparación con la Polı́tica de
Número Crı́tico óptima, en términos del número crı́tico y del costo esperado pro-
medio, con las aproximaciones existentes y con la aproximación propuesta por
nosotros.

Estructura de costos / Valores de y

⇤
1 y y

⇤
1

PNC* C&G C V
n y⇤ C

E

(y⇤) by1 E1
[ %] by2 E2

[ %] by⇤ E[ %]

2
3
4
5
6
7
8
9

10
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CUADRO B.2. Resultados para D ⇠ Bernoulli(5%).
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CUADRO B.3. Resultados para D ⇠ Bernoulli(10%).
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CUADRO B.4. Resultados para D ⇠ Bernoulli(25%).
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CUADRO B.5. Resultados para D ⇠ Bernoulli(50%).
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CUADRO B.6. Resultados para D ⇠ Bernoulli(75%).
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CUADRO B.7. Resultados para D ⇠ Bernoulli(90%).
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CUADRO B.8. Resultados para D ⇠ Bernoulli(95%).
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CUADRO B.9. Resultados para D ⇠ Uniforme
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CUADRO B.10. Resultados para D ⇠ Uniforme
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CUADRO B.11. Resultados para D ⇠ Uniforme

Discreta

(0,30).

c

o

=
1.

0;
c

f

=
1.

5;
c

m

=
0.

1;
c

v

=
0.

5
/y

⇤ 1
=

7;
y

⇤ 1
=

25
c

o

=
1.

0;
c

f

=
2.

0;
c

m

=
0.

1;
c

v

=
0.

5
/y

⇤ 1
=

11
;y

⇤ 1
=

28
c

o

=
1.

0;
c

f

=
2.

5;
c

m

=
0.

1;
c

v

=
0.

5
/y

⇤ 1
=

14
;y

⇤ 1
=

29

PN
C

*
C

&
G

C
V

PN
C

*
C

&
G

C
V

PN
C

*
C

&
G

C
V

n
y
⇤

C
E

(
y
⇤ )

by
1

E
1
[
%
]

by
2

E
2
[
%
]

by
⇤

E
[
%
]

y
⇤

C
E

(
y
⇤ )

by
1

E
1
[
%
]

by
2

E
2
[
%
]

by
⇤

E
[
%
]

y
⇤

C
E

(
y
⇤ )

by
1

E
1
[
%
]

by
2

E
2
[
%
]

by
⇤

E
[
%
]

2
17

18
.1

1
17

0
16

0.
01

8
17

0
21

19
.1

8
21

0
20

0.
11

1
21

0
23

19
.7

5
23

0
22

0.
22

9
24

0.
11

9
3

22
16

.8
4

21
0.

05
8

22
0

23
0.

09
8

25
17

.2
1

25
0

25
0

26
0.

09
9

27
17

.3
8

27
0

26
0.

02
27

0
4

24
16

.4
1

23
0.

10
2

24
0

25
0.

03
1

27
16

.5
9

26
0.

08
8

27
0

27
0

28
16

.6
7

28
0

28
0

28
0

5
25

16
.3

1
24

0.
07

2
25

0
25

0
27

16
.4

4
27

0
28

0.
00

2
28

0.
00

2
28

16
.4

9
28

0
28

0
29

0.
02

8
6

25
16

.2
9

24
0.

09
4

25
0

25
0

28
16

.4
1

27
0.

03
1

28
0

28
0

29
16

.4
5

28
0.

01
29

0
29

0
7

25
16

.2
9

25
0

25
0

25
0

28
16

.4
0

27
0.

03
8

28
0

28
0

29
16

.4
5

28
0.

01
8

29
0

29
0

8
25

16
.2

9
25

0
25

0
25

0
28

16
.4

0
27

0.
03

9
28

0
28

0
29

16
.4

5
28

0.
01

9
29

0
29

0
9

25
16

.2
9

25
0

25
0

25
0

28
16

.4
0

27
0.

03
9

28
0

28
0

29
16

.4
5

28
0.

01
9

29
0

29
0

10
25

16
.2

9
25

0
25

0
25

0
28

16
.4

0
27

0.
03

9
28

0
28

0
29

16
.4

5
28

0.
01

9
29

0
29

0

c

o

=
1.

0;
c

f

=
1.

5;
c

m

=
0.

1;
c

v

=
1.

0
/y

⇤ 1
=

5;
y

⇤ 1
=

25
c

o

=
1.

0;
c

f

=
2.

0;
c

m

=
0.

1;
c

v

=
1.

0
/y

⇤ 1
=

9;
y

⇤ 1
=

28
c

o

=
1.

0;
c

f

=
2.

5;
c

m

=
0.

1;
c

v

=
1.

0
/y

⇤ 1
=

12
;y

⇤ 1
=

29

PN
C

*
C

&
G

C
V

PN
C

*
C

&
G

C
V

PN
C

*
C

&
G

C
V

n
y
⇤

C
E

(
y
⇤ )

by
1

E
1
[
%
]

by
2

E
2
[
%
]

by
⇤

E
[
%
]

y
⇤

C
E

(
y
⇤ )

by
1

E
1
[
%
]

by
2

E
2
[
%
]

by
⇤

E
[
%
]

y
⇤

C
E

(
y
⇤ )

by
1

E
1
[
%
]

by
2

E
2
[
%
]

by
⇤

E
[
%
]

2
15

18
.4

3
15

0
15

0
15

0
20

19
.7

9
20

0
19

0.
00

9
20

0
22

20
.5

4
22

0
21

0.
14

8
22

0
3

21
16

.9
7

20
0.

09
8

21
0

22
0.

06
8

24
17

.4
3

24
0

24
0

25
0.

01
4

26
17

.6
4

26
0

26
0

27
0.

17
4

4
24

16
.4

5
23

0.
06

4
24

0
25

0.
07

4
27

16
.6

6
26

0.
03

3
27

0
27

0
28

16
.7

4
27

0.
08

5
28

0
28

0
5

25
16

.3
2

24
0.

06
3

25
0

25
0

27
16

.4
5

27
0

27
0

28
0.

01
6

28
16

.5
0

28
0

28
0

28
0

6
25

16
.2

9
24

0.
09

2
25

0
25

0
28

16
.4

1
27

0.
02

8
28

0
28

0
29

16
.4

6
28

0.
00

7
29

0
29

0
7

25
16

.2
9

24
0.

09
8

25
0

25
0

28
16

.4
0

27
0.

03
7

28
0

28
0

29
16

.4
5

28
0.

01
7

29
0

29
0

8
25

16
.2

9
24

0.
09

8
25

0
25

0
28

16
.4

0
27

0.
03

9
28

0
28

0
29

16
.4

5
28

0.
01

9
29

0
29

0
9

25
16

.2
9

25
0

25
0

25
0

28
16

.4
0

27
0.

03
9

28
0

28
0

29
16

.4
5

28
0.

01
9

29
0

29
0

10
25

16
.2

9
25

0
25

0
25

0
28

16
.4

0
27

0.
03

9
28

0
28

0
29

16
.4

5
28

0.
01

9
29

0
29

0

c

o

=
1.

0;
c

f

=
1.

5;
c

m

=
0.

1;
c

v

=
1.

5
/y

⇤ 1
=

4;
y

⇤ 1
=

25
c

o

=
1.

0;
c

f

=
2.

0;
c

m

=
0.

1;
c

v

=
1.

5
/y

⇤ 1
=

8;
y

⇤ 1
=

28
c

o

=
1.

0;
c

f

=
2.

5;
c

m

=
0.

1;
c

v

=
1.

5
/y

⇤ 1
=

11
;y

⇤ 1
=

29

PN
C

*
C

&
G

C
V

PN
C

*
C

&
G

C
V

PN
C

*
C

&
G

C
V

n
y
⇤

C
E

(
y
⇤ )

by
1

E
1
[
%
]

by
2

E
2
[
%
]

by
⇤

E
[
%
]

y
⇤

C
E

(
y
⇤ )

by
1

E
1
[
%
]

by
2

E
2
[
%
]

by
⇤

E
[
%
]

y
⇤

C
E

(
y
⇤ )

by
1

E
1
[
%
]

by
2

E
2
[
%
]

by
⇤

E
[
%
]

2
14

18
.6

9
14

0
14

0
13

0.
13

5
18

20
.3

0
19

0.
03

4
18

0
19

0.
03

4
21

21
.2

3
21

0
20

0.
12

7
21

0
3

20
17

.1
0

19
0.

16
1

20
0

21
0.

01
4

24
17

.6
3

24
0

24
0

25
0.

17
8

26
17

.9
0

25
0.

00
2

25
0.

00
2

26
0

4
24

16
.4

9
22

0.
19

5
24

0
25

0.
11

7
26

16
.7

1
25

0.
22

2
26

0
27

0.
02

28
16

.8
1

27
0.

02
4

28
0

28
0

5
25

16
.3

2
23

0.
23

5
25

0
25

0
27

16
.4

6
26

0.
19

4
27

0
28

0.
03

28
16

.5
2

28
0

28
0

28
0

6
25

16
.2

9
24

0.
09

1
25

0
25

0
28

16
.4

1
27

0.
02

6
28

0
28

0
29

16
.4

6
28

0.
00

4
29

0
29

0
7

25
16

.2
9

24
0.

09
7

25
0

25
0

28
16

.4
0

27
0.

03
7

28
0

28
0

29
16

.4
5

28
0.

01
6

29
0

29
0

8
25

16
.2

9
24

0.
09

8
25

0
25

0
28

16
.4

0
27

0.
03

9
28

0
28

0
29

16
.4

5
28

0.
01

9
29

0
29

0
9

25
16

.2
9

25
0

25
0

25
0

28
16

.4
0

27
0.

03
9

28
0

28
0

29
16

.4
5

28
0.

01
9

29
0

29
0

10
25

16
.2

9
25

0
25

0
25

0
28

16
.4

0
27

0.
03

9
28

0
28

0
29

16
.4

5
28

0.
01

9
29

0
29

0

c

o

=
1.

0;
c

f

=
1.

5;
c

m

=
0.

1;
c

v

=
2.

0
/y

⇤ 1
=

4;
y

⇤ 1
=

25
c

o

=
1.

0;
c

f

=
2.

0;
c

m

=
0.

1;
c

v

=
2.

0
/y

⇤ 1
=

7;
y

⇤ 1
=

28
c

o

=
1.

0;
c

f

=
2.

5;
c

m

=
0.

1;
c

v

=
2.

0
/y

⇤ 1
=

9;
y

⇤ 1
=

29

PN
C

*
C

&
G

C
V

PN
C

*
C

&
G

C
V

PN
C

*
C

&
G

C
V

n
y
⇤

C
E

(
y
⇤ )

by
1

E
1
[
%
]

by
2

E
2
[
%
]

by
⇤

E
[
%
]

y
⇤

C
E

(
y
⇤ )

by
1

E
1
[
%
]

by
2

E
2
[
%
]

by
⇤

E
[
%
]

y
⇤

C
E

(
y
⇤ )

by
1

E
1
[
%
]

by
2

E
2
[
%
]

by
⇤

E
[
%
]

2
13

18
.9

1
13

0
13

0
12

0.
16

9
17

20
.7

4
18

0.
02

7
17

0
17

0
20

21
.8

4
20

0
19

0.
15

9
20

0
3

20
17

.2
0

18
0.

30
5

20
0

21
0.

12
5

23
17

.8
2

23
0

23
0

24
0.

05
2

25
18

.1
3

25
0

25
0

26
0.

17
1

4
23

16
.5

3
21

0.
41

4
23

0
24

0.
01

26
16

.7
7

25
0.

17
3

26
0

27
0.

07
4

27
16

.8
8

27
0

27
0

28
0.

03
6

5
25

16
.3

3
23

0.
21

9
25

0
25

0
27

16
.4

8
26

0.
18

2
27

0
28

0.
04

4
28

16
.5

3
27

0.
24

8
28

0
28

0
6

25
16

.2
9

24
0.

08
9

25
0

25
0

28
16

.4
1

27
0.

02
3

28
0

28
0

29
16

.4
6

28
0

29
0

29
0

7
25

16
.2

9
24

0.
09

7
25

0
25

0
28

16
.4

0
27

0.
03

6
28

0
28

0
29

16
.4

5
28

0.
01

6
29

0
29

0
8

25
16

.2
9

24
0.

09
8

25
0

25
0

28
16

.4
0

27
0.

03
9

28
0

28
0

29
16

.4
5

28
0.

01
9

29
0

29
0

9
25

16
.2

9
24

0.
09

9
25

0
25

0
28

16
.4

0
27

0.
03

9
28

0
28

0
29

16
.4

5
28

0.
01

9
29

0
29

0
10

25
16

.2
9

25
0

25
0

25
0

28
16

.4
0

27
0.

03
9

28
0

28
0

29
16

.4
5

28
0.

01
9

29
0

29
0

145



CUADRO B.12. Resultados para D ⇠ Uniforme
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CUADRO B.13. Resultados para D ⇠ Uniforme
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CUADRO B.14. Resultados para D ⇠ Uniforme
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CUADRO B.15. Resultados para D ⇠ Uniforme
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CUADRO B.16. Resultados para D ⇠ Triangular
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CUADRO B.17. Resultados para D ⇠ Triangular
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CUADRO B.18. Resultados para D ⇠ Triangular

Discreta

(0,15,30).
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CUADRO B.19. Resultados para D ⇠ Triangular

Discreta

(0,20,40).
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CUADRO B.20. Resultados para D ⇠ Triangular

Discreta

(0,25,50).
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CUADRO B.21. Resultados para D ⇠ Triangular
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CUADRO B.22. Resultados para D ⇠ Triangular

Discreta

(0,75,150).
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CUADRO B.23. Resultados para D ⇠ Triangular

Discreta

(0,0,10).
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CUADRO B.24. Resultados para D ⇠ Triangular

Discreta
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CUADRO B.25. Resultados para D ⇠ Triangular

Discreta

(0,0,30).
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CUADRO B.26. Resultados para D ⇠ Triangular

Discreta

(0,0,40).
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CUADRO B.27. Resultados para D ⇠ Triangular

Discreta

(0,0,50).
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CUADRO B.28. Resultados para D ⇠ Triangular
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CUADRO B.29. Resultados para D ⇠ Triangular

Discreta

(0,0,150).
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CUADRO B.30. Resultados para D ⇠ Triangular

Discreta

(0,10,10).
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CUADRO B.31. Resultados para D ⇠ Triangular

Discreta

(0,20,20).
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CUADRO B.32. Resultados para D ⇠ Triangular

Discreta
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CUADRO B.33. Resultados para D ⇠ Triangular

Discreta

(0,40,40).
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CUADRO B.34. Resultados para D ⇠ Triangular

Discreta

(0,50,50).
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CUADRO B.35. Resultados para D ⇠ Triangular

Discreta

(0,100,100).

c

o

=
1.

0;
c

f

=
1.

5;
c

m

=
0.

1;
c

v

=
0.

5
/y

⇤ 1
=

49
;y

⇤ 1
=

92
c

o

=
1.

0;
c

f

=
2.

0;
c

m

=
0.

1;
c

v

=
0.

5
/y

⇤ 1
=

62
;y

⇤ 1
=

96
c

o

=
1.

0;
c

f

=
2.

5;
c

m

=
0.

1;
c

v

=
0.

5
/y

⇤ 1
=

70
;y

⇤ 1
=

97

PN
C

*
C

&
G

C
V

PN
C

*
C

&
G

C
V

PN
C

*
C

&
G

C
V

n
y
⇤

C
E

(
y
⇤ )

by
1

E
1
[
%
]

by
2

E
2
[
%
]

by
⇤

E
[
%
]

y
⇤

C
E

(
y
⇤ )

by
1

E
1
[
%
]

by
2

E
2
[
%
]

by
⇤

E
[
%
]

y
⇤

C
E

(
y
⇤ )

by
1

E
1
[
%
]

by
2

E
2
[
%
]

by
⇤

E
[
%
]

2
83

71
.7

2
82

0.
00

4
83

0
85

0.
04

8
90

72
.6

1
90

0
90

0
91

0.
02

3
93

73
.0

0
93

0
93

0
94

0.
03

1
3

91
69

.7
3

89
0.

02
7

91
0

91
0

95
69

.9
7

94
0.

02
2

95
0

96
0.

00
7

97
70

.0
6

96
0.

01
7

97
0

97
0

4
92

69
.6

1
91

0.
00

2
92

0
92

0
96

69
.8

1
95

0.
00

7
96

0
96

0
97

69
.8

9
97

0
97

0
97

0
5

92
69

.6
1

91
0.

00
2

92
0

92
0

96
69

.8
1

95
0.

00
8

96
0

96
0

97
69

.8
8

97
0

97
0

97
0

6
92

69
.6

1
91

0.
00

2
92

0
92

0
96

69
.8

1
96

0
96

0
96

0
97

69
.8

8
97

0
97

0
97

0
7

92
69

.6
1

91
0.

00
2

92
0

92
0

96
69

.8
1

96
0

96
0

96
0

97
69

.8
8

97
0

97
0

97
0

8
92

69
.6

1
92

0
92

0
92

0
96

69
.8

1
96

0
96

0
96

0
97

69
.8

8
97

0
97

0
97

0
9

92
69

.6
1

92
0

92
0

92
0

96
69

.8
1

96
0

96
0

96
0

97
69

.8
8

97
0

97
0

97
0

10
92

69
.6

1
92

0
92

0
92

0
96

69
.8

1
96

0
96

0
96

0
97

69
.8

8
97

0
97

0
97

0

c

o

=
1.

0;
c

f

=
1.

5;
c

m

=
0.

1;
c

v

=
1.

0
/y

⇤ 1
=

44
;y

⇤ 1
=

92
c

o

=
1.

0;
c

f

=
2.

0;
c

m

=
0.

1;
c

v

=
1.

0
/y

⇤ 1
=

57
;y

⇤ 1
=

96
c

o

=
1.

0;
c

f

=
2.

5;
c

m

=
0.

1;
c

v

=
1.

0
/y

⇤ 1
=

65
;y

⇤ 1
=

97

PN
C

*
C

&
G

C
V

PN
C

*
C

&
G

C
V

PN
C

*
C

&
G

C
V

n
y
⇤

C
E

(
y
⇤ )

by
1

E
1
[
%
]

by
2

E
2
[
%
]

by
⇤

E
[
%
]

y
⇤

C
E

(
y
⇤ )

by
1

E
1
[
%
]

by
2

E
2
[
%
]

by
⇤

E
[
%
]

y
⇤

C
E

(
y
⇤ )

by
1

E
1
[
%
]

by
2

E
2
[
%
]

by
⇤

E
[
%
]

2
81

72
.2

5
80

0.
00

1
81

0
83

0.
05

5
88

73
.3

9
88

0
88

0
90

0.
05

5
92

73
.9

2
92

0
91

0.
00

2
93

0.
04

5
3

91
69

.7
7

89
0.

02
91

0
91

0
95

70
.0

2
94

0.
01

7
95

0
96

0.
01

2
97

70
.1

2
96

0.
01

1
97

0
97

0
4

92
69

.6
1

90
0.

01
9

92
0

92
0

96
69

.8
2

95
0.

00
7

96
0

96
0

97
69

.8
9

97
0

97
0

97
0

5
92

69
.6

1
91

0.
00

2
92

0
92

0
96

69
.8

1
95

0.
00

8
96

0
96

0
97

69
.8

8
97

0
97

0
97

0
6

92
69

.6
1

91
0.

00
2

92
0

92
0

96
69

.8
1

96
0

96
0

96
0

97
69

.8
8

97
0

97
0

97
0

7
92

69
.6

1
91

0.
00

2
92

0
92

0
96

69
.8

1
96

0
96

0
96

0
97

69
.8

8
97

0
97

0
97

0
8

92
69

.6
1

91
0.

00
2

92
0

92
0

96
69

.8
1

96
0

96
0

96
0

97
69

.8
8

97
0

97
0

97
0

9
92

69
.6

1
92

0
92

0
92

0
96

69
.8

1
96

0
96

0
96

0
97

69
.8

8
97

0
97

0
97

0
10

92
69

.6
1

92
0

92
0

92
0

96
69

.8
1

96
0

96
0

96
0

97
69

.8
8

97
0

97
0

97
0

c

o

=
1.

0;
c

f

=
1.

5;
c

m

=
0.

1;
c

v

=
1.

5
/y

⇤ 1
=

40
;y

⇤ 1
=

92
c

o

=
1.

0;
c

f

=
2.

0;
c

m

=
0.

1;
c

v

=
1.

5
/y

⇤ 1
=

53
;y

⇤ 1
=

96
c

o

=
1.

0;
c

f

=
2.

5;
c

m

=
0.

1;
c

v

=
1.

5
/y

⇤ 1
=

60
;y

⇤ 1
=

97

PN
C

*
C

&
G

C
V

PN
C

*
C

&
G

C
V

PN
C

*
C

&
G

C
V

n
y
⇤

C
E

(
y
⇤ )

by
1

E
1
[
%
]

by
2

E
2
[
%
]

by
⇤

E
[
%
]

y
⇤

C
E

(
y
⇤ )

by
1

E
1
[
%
]

by
2

E
2
[
%
]

by
⇤

E
[
%
]

y
⇤

C
E

(
y
⇤ )

by
1

E
1
[
%
]

by
2

E
2
[
%
]

by
⇤

E
[
%
]

2
79

72
.7

3
78

0.
00

4
79

0
81

0.
05

2
87

74
.1

2
87

0
87

0
89

0.
08

9
90

74
.7

8
90

0
90

0
92

0.
06

1
3

90
69

.8
1

88
0.

04
4

91
0.

00
2

91
0.

00
2

95
70

.0
8

94
0.

01
2

95
0

95
0

97
70

.1
8

96
0.

00
6

97
0

97
0

4
92

69
.6

1
90

0.
01

8
92

0
92

0
96

69
.8

2
95

0.
00

7
96

0
96

0
97

69
.8

9
97

0
97

0
97

0
5

92
69

.6
1

91
0.

00
2

92
0

92
0

96
69

.8
1

95
0.

00
8

96
0

96
0

97
69

.8
8

97
0

97
0

97
0

6
92

69
.6

1
91

0.
00

2
92

0
92

0
96

69
.8

1
96

0
96

0
96

0
97

69
.8

8
97

0
97

0
97

0
7

92
69

.6
1

91
0.

00
2

92
0

92
0

96
69

.8
1

96
0

96
0

96
0

97
69

.8
8

97
0

97
0

97
0

8
92

69
.6

1
91

0.
00

2
92

0
92

0
96

69
.8

1
96

0
96

0
96

0
97

69
.8

8
97

0
97

0
97

0
9

92
69

.6
1

91
0.

00
2

92
0

92
0

96
69

.8
1

96
0

96
0

96
0

97
69

.8
8

97
0

97
0

97
0

10
92

69
.6

1
92

0
92

0
92

0
96

69
.8

1
96

0
96

0
96

0
97

69
.8

8
97

0
97

0
97

0

c

o

=
1.

0;
c

f

=
1.

5;
c

m

=
0.

1;
c

v

=
2.

0
/y

⇤ 1
=

37
;y

⇤ 1
=

92
c

o

=
1.

0;
c

f

=
2.

0;
c

m

=
0.

1;
c

v

=
2.

0
/y

⇤ 1
=

49
;y

⇤ 1
=

96
c

o

=
1.

0;
c

f

=
2.

5;
c

m

=
0.

1;
c

v

=
2.

0
/y

⇤ 1
=

57
;y

⇤ 1
=

97

PN
C

*
C

&
G

C
V

PN
C

*
C

&
G

C
V

PN
C

*
C

&
G

C
V

n
y
⇤

C
E

(
y
⇤ )

by
1

E
1
[
%
]

by
2

E
2
[
%
]

by
⇤

E
[
%
]

y
⇤

C
E

(
y
⇤ )

by
1

E
1
[
%
]

by
2

E
2
[
%
]

by
⇤

E
[
%
]

y
⇤

C
E

(
y
⇤ )

by
1

E
1
[
%
]

by
2

E
2
[
%
]

by
⇤

E
[
%
]

2
77

73
.1

6
76

0.
01

2
78

0.
00

8
79

0.
03

9
85

74
.7

9
85

0
85

0
87

0.
04

4
89

75
.5

9
89

0
89

0
91

0.
07

3
3

90
69

.8
4

87
0.

08
90

0
91

0.
00

5
95

70
.1

3
93

0.
04

5
95

0
95

0
97

70
.2

4
95

0.
04

5
97

0
97

0
4

92
69

.6
2

90
0.

01
8

92
0

92
0

96
69

.8
2

95
0.

00
6

96
0

96
0

97
69

.8
9

96
0.

03
2

97
0

97
0

5
92

69
.6

1
91

0.
00

2
92

0
92

0
96

69
.8

1
95

0.
00

8
96

0
96

0
97

69
.8

8
97

0
97

0
97

0
6

92
69

.6
1

91
0.

00
2

92
0

92
0

96
69

.8
1

95
0.

00
8

96
0

96
0

97
69

.8
8

97
0

97
0

97
0

7
92

69
.6

1
91

0.
00

2
92

0
92

0
96

69
.8

1
96

0
96

0
96

0
97

69
.8

8
97

0
97

0
97

0
8

92
69

.6
1

91
0.

00
2

92
0

92
0

96
69

.8
1

96
0

96
0

96
0

97
69

.8
8

97
0

97
0

97
0

9
92

69
.6

1
91

0.
00

2
92

0
92

0
96

69
.8

1
96

0
96

0
96

0
97

69
.8

8
97

0
97

0
97

0
10

92
69

.6
1

92
0

92
0

92
0

96
69

.8
1

96
0

96
0

96
0

97
69

.8
8

97
0

97
0

97
0

169



CUADRO B.36. Resultados para D ⇠ Triangular

Discreta

(0,150,150).
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CUADRO B.37. Resultados para D ⇠ TriangularInvertida
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CUADRO B.39. Resultados para D ⇠ TriangularInvertida

Discreta

(0,15,30).
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CUADRO B.40. Resultados para D ⇠ TriangularInvertida

Discreta

(0,20,40).
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CUADRO B.41. Resultados para D ⇠ TriangularInvertida

Discreta

(0,25,50).

c

o

=
1.

0;
c

f

=
1.

5;
c

m

=
0.

1;
c

v

=
0.

5
/y

⇤ 1
=

7;
y

⇤ 1
=

46
c

o

=
1.

0;
c

f

=
2.

0;
c

m

=
0.

1;
c

v

=
0.

5
/y

⇤ 1
=

13
;y

⇤ 1
=

48
c

o

=
1.

0;
c

f

=
2.

5;
c

m

=
0.

1;
c

v

=
0.

5
/y

⇤ 1
=

21
;y

⇤ 1
=

49

PN
C

*
C

&
G

C
V

PN
C

*
C

&
G

C
V

PN
C

*
C

&
G

C
V

n
y
⇤

C
E

(
y
⇤ )

by
1

E
1
[
%
]

by
2

E
2
[
%
]

by
⇤

E
[
%
]

y
⇤

C
E

(
y
⇤ )

by
1

E
1
[
%
]

by
2

E
2
[
%
]

by
⇤

E
[
%
]

y
⇤

C
E

(
y
⇤ )

by
1

E
1
[
%
]

by
2

E
2
[
%
]

by
⇤

E
[
%
]

2
24

32
.5

6
23

0.
00

1
22

0.
03

1
24

0
39

34
.7

7
38

0.
00

2
37

0.
08

9
39

0
42

35
.5

7
42

0
41

0.
11

9
43

0.
02

1
3

39
29

.4
6

38
0.

01
6

38
0.

01
6

40
0.

03
7

44
30

.0
6

44
0

44
0

45
0.

02
2

46
30

.2
9

46
0

46
0

47
0.

04
3

4
43

28
.0

5
41

0.
12

6
43

0
44

0.
03

1
47

28
.3

1
46

0.
00

4
46

0.
00

4
47

0
48

28
.4

0
47

0.
05

7
48

0
48

0
5

45
27

.5
4

43
0.

08
9

45
0

45
0

47
27

.7
0

47
0

47
0

48
0.

00
8

48
27

.7
5

48
0

48
0

49
0.

01
6

6
45

27
.3

7
44

0.
05

5
45

0
46

0.
01

1
48

27
.4

9
47

0.
04

48
0

48
0

49
27

.5
4

48
0.

03
3

49
0

49
0

7
46

27
.3

3
44

0.
07

3
46

0
46

0
48

27
.4

4
47

0.
05

6
48

0
48

0
49

27
.4

8
48

0.
05

1
49

0
49

0
8

46
27

.3
1

45
0.

00
8

46
0

46
0

48
27

.4
2

47
0.

06
2

48
0

48
0

49
27

.4
6

48
0.

05
7

49
0

49
0

9
46

27
.3

1
45

0.
00

9
46

0
46

0
48

27
.4

2
48

0
48

0
48

0
49

27
.4

6
48

0.
05

9
49

0
49

0
10

46
27

.3
1

45
0.

00
9

46
0

46
0

48
27

.4
2

48
0

48
0

48
0

49
27

.4
5

49
0

49
0

49
0

c

o

=
1.

0;
c

f

=
1.

5;
c

m

=
0.

1;
c

v

=
1.

0
/y

⇤ 1
=

5;
y

⇤ 1
=

46
c

o

=
1.

0;
c

f

=
2.

0;
c

m

=
0.

1;
c

v

=
1.

0
/y

⇤ 1
=

10
;y

⇤ 1
=

48
c

o

=
1.

0;
c

f

=
2.

5;
c

m

=
0.

1;
c

v

=
1.

0
/y

⇤ 1
=

15
;y

⇤ 1
=

49

PN
C

*
C

&
G

C
V

PN
C

*
C

&
G

C
V

PN
C

*
C

&
G

C
V

n
y
⇤

C
E

(
y
⇤ )

by
1

E
1
[
%
]

by
2

E
2
[
%
]

by
⇤

E
[
%
]

y
⇤

C
E

(
y
⇤ )

by
1

E
1
[
%
]

by
2

E
2
[
%
]

by
⇤

E
[
%
]

y
⇤

C
E

(
y
⇤ )

by
1

E
1
[
%
]

by
2

E
2
[
%
]

by
⇤

E
[
%
]

2
19

33
.1

4
18

0.
02

2
18

0.
02

2
17

0.
10

3
35

36
.5

9
35

0
33

0.
16

8
36

0.
01

6
40

37
.8

1
40

0
39

0.
09

7
41

0.
02

7
3

37
30

.0
1

35
0.

05
5

36
0.

00
4

38
0.

04
6

43
30

.8
3

42
0.

07
4

42
0.

07
4

44
0.

03
9

45
31

.1
6

45
0

45
0

46
0.

00
8

4
42

28
.2

7
40

0.
14

4
42

0
43

0.
02

46
28

.5
9

45
0.

07
3

46
0

47
0.

05
7

47
28

.7
1

47
0

47
0

48
0.

00
6

5
44

27
.6

1
42

0.
17

6
44

0
45

0.
00

9
47

27
.7

9
46

0.
10

1
47

0
48

0.
03

2
48

27
.8

5
48

0
48

0
49

0.
04

1
6

45
27

.3
9

43
0.

16
1

45
0

45
0

48
27

.5
2

47
0.

03
1

48
0

48
0

49
27

.5
7

48
0.

02
5

49
0

49
0

7
46

27
.3

3
44

0.
06

8
46

0
46

0
48

27
.4

4
47

0.
05

4
48

0
48

0
49

27
.4

8
48

0.
04

8
49

0
49

0
8

46
27

.3
1

44
0.

08
1

46
0

46
0

48
27

.4
2

47
0.

06
1

48
0

48
0

49
27

.4
6

48
0.

05
6

49
0

49
0

9
46

27
.3

1
45

0.
00

9
46

0
46

0
48

27
.4

2
47

0.
06

3
48

0
48

0
49

27
.4

6
48

0.
05

9
49

0
49

0
10

46
27

.3
1

45
0.

00
9

46
0

46
0

48
27

.4
2

48
0

48
0

48
0

49
27

.4
5

48
0.

05
9

49
0

49
0

c

o

=
1.

0;
c

f

=
1.

5;
c

m

=
0.

1;
c

v

=
1.

5
/y

⇤ 1
=

4;
y

⇤ 1
=

46
c

o

=
1.

0;
c

f

=
2.

0;
c

m

=
0.

1;
c

v

=
1.

5
/y

⇤ 1
=

8;
y

⇤ 1
=

48
c

o

=
1.

0;
c

f

=
2.

5;
c

m

=
0.

1;
c

v

=
1.

5
/y

⇤ 1
=

12
;y

⇤ 1
=

49

PN
C

*
C

&
G

C
V

PN
C

*
C

&
G

C
V

PN
C

*
C

&
G

C
V

n
y
⇤

C
E

(
y
⇤ )

by
1

E
1
[
%
]

by
2

E
2
[
%
]

by
⇤

E
[
%
]

y
⇤

C
E

(
y
⇤ )

by
1

E
1
[
%
]

by
2

E
2
[
%
]

by
⇤

E
[
%
]

y
⇤

C
E

(
y
⇤ )

by
1

E
1
[
%
]

by
2

E
2
[
%
]

by
⇤

E
[
%
]

2
16

33
.5

5
16

0
16

0
14

0.
22

2
32

38
.1

0
31

0.
00

2
29

0.
15

3
34

0.
16

2
38

39
.8

4
38

0
37

0.
07

6
39

0.
03

4
3

34
30

.4
8

32
0.

11
3

33
0.

03
6

36
0.

06
2

42
31

.5
6

41
0.

05
5

41
0.

05
5

43
0.

05
4

45
31

.9
9

44
0.

02
7

44
0.

02
7

45
0

4
41

28
.4

8
39

0.
16

3
41

0
43

0.
08

1
46

28
.8

6
44

0.
15

3
45

0.
01

4
46

0
47

29
.0

0
46

0.
12

4
47

0
48

0.
06

9
5

44
27

.6
8

41
0.

29
8

44
0

45
0.

03
47

27
.8

7
46

0.
07

8
47

0
48

0.
05

6
48

27
.9

4
47

0.
13

5
48

0
48

0
6

45
27

.4
1

42
0.

31
5

45
0

45
0

48
27

.5
5

46
0.

18
48

0
48

0
49

27
.6

0
48

0.
01

6
49

0
49

0
7

45
27

.3
4

43
0.

19
4

46
0

46
0

48
27

.4
5

47
0.

05
1

48
0

48
0

49
27

.4
9

48
0.

04
6

49
0

49
0

8
46

27
.3

2
44

0.
08

46
0

46
0

48
27

.4
2

47
0.

06
1

48
0

48
0

49
27

.4
6

48
0.

05
6

49
0

49
0

9
46

27
.3

1
44

0.
08

4
46

0
46

0
48

27
.4

2
47

0.
06

3
48

0
48

0
49

27
.4

6
48

0.
05

8
49

0
49

0
10

46
27

.3
1

44
0.

08
5

46
0

46
0

48
27

.4
2

47
0.

06
4

48
0

48
0

49
27

.4
5

48
0.

05
9

49
0

49
0

c

o

=
1.

0;
c

f

=
1.

5;
c

m

=
0.

1;
c

v

=
2.

0
/y

⇤ 1
=

4;
y

⇤ 1
=

46
c

o

=
1.

0;
c

f

=
2.

0;
c

m

=
0.

1;
c

v

=
2.

0
/y

⇤ 1
=

7;
y

⇤ 1
=

48
c

o

=
1.

0;
c

f

=
2.

5;
c

m

=
0.

1;
c

v

=
2.

0
/y

⇤ 1
=

10
;y

⇤ 1
=

49

PN
C

*
C

&
G

C
V

PN
C

*
C

&
G

C
V

PN
C

*
C

&
G

C
V

n
y
⇤

C
E

(
y
⇤ )

by
1

E
1
[
%
]

by
2

E
2
[
%
]

by
⇤

E
[
%
]

y
⇤

C
E

(
y
⇤ )

by
1

E
1
[
%
]

by
2

E
2
[
%
]

by
⇤

E
[
%
]

y
⇤

C
E

(
y
⇤ )

by
1

E
1
[
%
]

by
2

E
2
[
%
]

by
⇤

E
[
%
]

2
15

33
.8

5
14

0.
02

7
15

0
12

0.
35

7
27

39
.2

8
26

0.
01

7
24

0.
15

7
30

0.
18

4
36

41
.6

8
36

0
34

0.
18

8
37

0.
04

5
3

32
30

.8
8

28
0.

31
6

31
0.

02
2

34
0.

08
41

32
.2

5
40

0.
03

9
40

0.
03

9
42

0.
06

5
44

32
.7

9
43

0.
06

1
43

0.
06

1
44

0
4

41
28

.6
8

37
0.

35
9

40
0.

00
4

42
0.

05
8

45
29

.1
2

44
0.

08
2

45
0

46
0.

04
4

47
29

.3
0

46
0.

06
3

47
0

47
0

5
44

27
.7

5
40

0.
44

2
44

0
45

0.
05

47
27

.9
6

45
0.

24
47

0
47

0
48

28
.0

4
47

0.
11

48
0

48
0

6
45

27
.4

3
42

0.
29

6
45

0
45

0
48

27
.5

7
46

0.
16

5
48

0
48

0
49

27
.6

2
48

0.
00

8
49

0
49

0
7

45
27

.3
4

43
0.

19
45

0
46

0.
00

3
48

27
.4

6
47

0.
04

9
48

0
48

0
49

27
.5

0
48

0.
04

3
49

0
49

0
8

46
27

.3
2

44
0.

07
9

46
0

46
0

48
27

.4
3

47
0.

06
48

0
48

0
49

27
.4

7
48

0.
05

5
49

0
49

0
9

46
27

.3
1

44
0.

08
4

46
0

46
0

48
27

.4
2

47
0.

06
3

48
0

48
0

49
27

.4
6

48
0.

05
8

49
0

49
0

10
46

27
.3

1
44

0.
08

5
46

0
46

0
48

27
.4

2
47

0.
06

4
48

0
48

0
49

27
.4

5
48

0.
05

9
49

0
49

0

175



CUADRO B.42. Resultados para D ⇠ TriangularInvertida
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CUADRO B.43. Resultados para D ⇠ TriangularInvertida
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CUADRO B.44. Resultados para D ⇠ Poisson(5).
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CUADRO B.45. Resultados para D ⇠ Poisson(10).
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CUADRO B.46. Resultados para D ⇠ Poisson(15).
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CUADRO B.47. Resultados para D ⇠ Poisson(20).
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CUADRO B.48. Resultados para D ⇠ Poisson(25).
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CUADRO B.49. Resultados para D ⇠ Poisson(50).
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CUADRO B.50. Resultados para D ⇠ Poisson(75).
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CUADRO B.51. Resultados para D ⇠ Geométrica(15).
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CUADRO B.52. Resultados para D ⇠ Geométrica( 1
10).
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CUADRO B.53. Resultados para D ⇠ Geométrica( 1
15).
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CUADRO B.54. Resultados para D ⇠ Geométrica( 1
20).
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CUADRO B.55. Resultados para D ⇠ Geométrica( 1
25).
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CUADRO B.56. Resultados para D ⇠ Geométrica( 1
50).
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CUADRO B.57. Resultados para D ⇠ Geométrica( 1
75).
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ANEXO C. RESULTADOS COMPARATIVOS CON LA POLÍTICA ÓPTIMA

En este anexo presentamos los resultados (detallados) de la segunda comparación

propuesta para cada uno de los escenarios estudiados, según la distribución de la demanda

(y sus parámetros), la estructura de costos utilizada y la vida útil considerada. En otras

palabras, aquı́ están los resultados que comparan la polı́tica óptima (P*), en términos

del costo esperado promedio, con la Polı́tica de Número Crı́tico óptima (PNC*) y sus

aproximaciones: la basada en las cotas de Chazan y Gal (1977) (C&G), la de Cooper

(2001) (C) y la propuesta por nosotros (V).

Estos resultados se muestran utilizando el esquema del cuadro C.1, en que C
⇤
E

co-

rresponde al mı́nimo costo esperado promedio bajo la polı́tica óptima y E0
[ %], E1

[ %],

E2
[ %] y E[ %] corresponden, respectivamente, a las diferencias porcentuales en los cos-

tos (expresadas en porcentaje) al usar una Polı́tica de Número Crı́tico utilizando el número

crı́tico óptimo y los números crı́ticos obtenidos mediante aproximaciones: la basada en

las cotas de Chazan y Gal, la de Cooper y la propuesta por nosotros.

CUADRO C.1. Esquema de resultados para la comparación con la polı́tica ópti-
ma, en términos del costo esperado promedio, con la Polı́tica de Número Crı́tico
óptima y sus aproximaciones: las existentes y propuesta por nosotros.

Valor de d

Estructura de costos
P* PNC* C&G C V

n C⇤ E0
[ %] E1

[ %] E2
[ %] E[ %]

2
3
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CUADRO C.2. Resultados para D ⇠ Uniforme
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CUADRO C.3. Resultados para D ⇠ Uniforme
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CUADRO C.4. Resultados para D ⇠ Triangular

Discreta

(0, d, 2d) (1/2).
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CUADRO C.5. Resultados para D ⇠ Triangular

Discreta

(0, d, 2d) (2/2).
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CUADRO C.6. Resultados para D ⇠ Triangular
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(0, 0, 2d) (1/2).
d
=
5

d
=
10

d
=
15

d
=
20

d
=
25

c o
=

1.
0;

c f
=

1.
5;

c m
=

0.
1;

c v
=

0.
5

P*
PN

C
*

C
&

G
C

V
P*

PN
C

*
C

&
G

C
V

P*
PN

C
*

C
&

G
C

V
P*

PN
C

*
C

&
G

C
V

P*
PN

C
*

C
&

G
C

V
n

C
⇤
E

E
0
[
%
]

E
1
[
%
]

E
2
[
%
]

E
[
%
]

C
⇤
E

E
0
[
%
]

E
1
[
%
]

E
2
[
%
]

E
[
%
]

C
⇤
E

E
0
[
%
]

E
1
[
%
]

E
2
[
%
]

E
[
%
]

C
⇤
E

E
0
[
%
]

E
1
[
%
]

E
2
[
%
]

E
[
%
]

C
⇤
E

E
0
[
%
]

E
1
[
%
]

E
2
[
%
]

E
[
%
]

2
4,

32
2

0,
62

0,
62

0,
62

0,
62

8,
47

0
0,

58
0,

58
0,

58
0,

58
12

,6
1

0,
61

0,
63

0,
61

0,
61

16
,7

5
0,

55
0,

55
0,

60
0,

60
20

,8
9

0,
55

0,
55

0,
55

0,
61

3
4,

02
5

0,
51

0,
51

0,
51

0,
51

7,
90

3
0,

36
0,

36
0,

36
0,

36
11

,7
7

0,
38

0,
38

0,
38

0,
39

15
,6

5
0,

32
0,

32
0,

32
0,

32
19

,5
3

0,
36

0,
36

0,
36

0,
36

c o
=

1.
0;

c f
=

2.
0;

c m
=

0.
1;

c v
=

0.
5

P*
PN

C
*

C
&

G
C

V
P*

PN
C

*
C

&
G

C
V

P*
PN

C
*

C
&

G
C

V
P*

PN
C

*
C

&
G

C
V

P*
PN

C
*

C
&

G
C

V
n

C
⇤
E

E
0
[
%
]

E
1
[
%
]

E
2
[
%
]

E
[
%
]

C
⇤
E

E
0
[
%
]

E
1
[
%
]

E
2
[
%
]

E
[
%
]

C
⇤
E

E
0
[
%
]

E
1
[
%
]

E
2
[
%
]

E
[
%
]

C
⇤
E

E
0
[
%
]

E
1
[
%
]

E
2
[
%
]

E
[
%
]

C
⇤
E

E
0
[
%
]

E
1
[
%
]

E
2
[
%
]

E
[
%
]

2
4,

79
0

1,
16

1,
16

1,
16

1,
16

9,
31

2
1,

12
1,

12
1,

17
1,

12
13

,8
2

1,
04

1,
04

1,
20

1,
04

18
,3

4
1,

03
1,

13
1,

20
1,

03
22

,8
5

1,
03

1,
04

1,
20

1,
04

3
4,

27
6

0,
83

0,
83

1,
10

0,
83

8,
33

9
0,

64
0,

64
0,

64
0,

64
12

,4
0

0,
62

0,
62

0,
70

0,
62

16
,4

6
0,

58
0,

58
0,

58
0,

63
20

,5
3

0,
61

0,
61

0,
65

0,
61

c o
=

1.
0;

c f
=

2.
5;

c m
=

0.
1;

c v
=

0.
5

P*
PN

C
*

C
&

G
C

V
P*

PN
C

*
C

&
G

C
V

P*
PN

C
*

C
&

G
C

V
P*

PN
C

*
C

&
G

C
V

P*
PN

C
*

C
&

G
C

V
n

C
⇤
E

E
0
[
%
]

E
1
[
%
]

E
2
[
%
]

E
[
%
]

C
⇤
E

E
0
[
%
]

E
1
[
%
]

E
2
[
%
]

E
[
%
]

C
⇤
E

E
0
[
%
]

E
1
[
%
]

E
2
[
%
]

E
[
%
]

C
⇤
E

E
0
[
%
]

E
1
[
%
]

E
2
[
%
]

E
[
%
]

C
⇤
E

E
0
[
%
]

E
1
[
%
]

E
2
[
%
]

E
[
%
]

2
5,

08
2

1,
46

1,
46

1,
46

1,
46

9,
85

0
1,

32
1,

32
1,

88
1,

32
14

,6
0

1,
36

1,
36

1,
59

1,
36

19
,3

5
1,

35
1,

35
1,

47
1,

35
24

,1
1

1,
34

1,
34

1,
40

1,
34

3
4,

41
8

1,
01

1,
01

1,
01

1,
01

8,
59

9
0,

89
0,

89
0,

89
0,

97
12

,7
7

0,
83

0,
83

0,
84

0,
83

16
,9

5
0,

75
0,

75
0,

79
0,

75
21

,1
2

0,
78

0,
78

0,
82

0,
90

c o
=

1.
0;

c f
=

1.
5;

c m
=

0.
1;

c v
=

1.
0

P*
PN

C
*

C
&

G
C

V
P*

PN
C

*
C

&
G

C
V

P*
PN

C
*

C
&

G
C

V
P*

PN
C

*
C

&
G

C
V

P*
PN

C
*

C
&

G
C

V
n

C
⇤
E

E
0
[
%
]

E
1
[
%
]

E
2
[
%
]

E
[
%
]

C
⇤
E

E
0
[
%
]

E
1
[
%
]

E
2
[
%
]

E
[
%
]

C
⇤
E

E
0
[
%
]

E
1
[
%
]

E
2
[
%
]

E
[
%
]

C
⇤
E

E
0
[
%
]

E
1
[
%
]

E
2
[
%
]

E
[
%
]

C
⇤
E

E
0
[
%
]

E
1
[
%
]

E
2
[
%
]

E
[
%
]

2
4,

42
0

0,
56

0,
94

0,
56

0,
94

8,
63

0
0,

51
0,

51
0,

55
0,

55
12

,8
3

0,
52

0,
52

0,
52

0,
52

17
,0

4
0,

48
0,

48
0,

48
0,

48
21

,2
4

0,
47

0,
47

0,
47

0,
61

3
4,

07
6

0,
38

0,
38

0,
38

0,
38

7,
99

0
0,

39
0,

39
0,

39
0,

39
11

,9
0

0,
34

0,
40

0,
40

0,
34

15
,8

1
0,

30
0,

39
0,

30
0,

30
19

,7
2

0,
34

0,
34

0,
34

0,
34

c o
=

1.
0;

c f
=

2.
0;

c m
=

0.
1;

c v
=

1.
0

P*
PN

C
*

C
&

G
C

V
P*

PN
C

*
C

&
G

C
V

P*
PN

C
*

C
&

G
C

V
P*

PN
C

*
C

&
G

C
V

P*
PN

C
*

C
&

G
C

V
n

C
⇤
E

E
0
[
%
]

E
1
[
%
]

E
2
[
%
]

E
[
%
]

C
⇤
E

E
0
[
%
]

E
1
[
%
]

E
2
[
%
]

E
[
%
]

C
⇤
E

E
0
[
%
]

E
1
[
%
]

E
2
[
%
]

E
[
%
]

C
⇤
E

E
0
[
%
]

E
1
[
%
]

E
2
[
%
]

E
[
%
]

C
⇤
E

E
0
[
%
]

E
1
[
%
]

E
2
[
%
]

E
[
%
]

2
4,

96
9

0,
95

0,
95

0,
95

0,
95

9,
63

4
0,

86
0,

86
1,

14
0,

86
14

,2
8

0,
94

0,
94

1,
03

0,
94

18
,9

3
0,

92
0,

92
0,

95
0,

95
23

,5
8

0,
91

0,
91

0,
91

0,
91

3
4,

36
9

0,
77

0,
77

0,
77

0,
77

8,
50

3
0,

69
0,

69
0,

74
0,

69
12

,6
3

0,
59

0,
59

0,
73

0,
59

16
,7

6
0,

55
0,

55
0,

70
0,

55
20

,8
8

0,
61

0,
61

0,
61

0,
62

c o
=

1.
0;

c f
=

2.
5;

c m
=

0.
1;

c v
=

1.
0

P*
PN

C
*

C
&

G
C

V
P*

PN
C

*
C

&
G

C
V

P*
PN

C
*

C
&

G
C

V
P*

PN
C

*
C

&
G

C
V

P*
PN

C
*

C
&

G
C

V
n

C
⇤
E

E
0
[
%
]

E
1
[
%
]

E
2
[
%
]

E
[
%
]

C
⇤
E

E
0
[
%
]

E
1
[
%
]

E
2
[
%
]

E
[
%
]

C
⇤
E

E
0
[
%
]

E
1
[
%
]

E
2
[
%
]

E
[
%
]

C
⇤
E

E
0
[
%
]

E
1
[
%
]

E
2
[
%
]

E
[
%
]

C
⇤
E

E
0
[
%
]

E
1
[
%
]

E
2
[
%
]

E
[
%
]

2
5,

34
3

1,
54

1,
54

1,
83

1,
54

10
,2

9
1,

19
1,

19
1,

19
1,

19
15

,2
5

1,
25

1,
25

1,
37

1,
25

20
,2

0
1,

21
1,

28
1,

47
1,

21
25

,1
4

1,
19

1,
19

1,
26

1,
19

3
4,

55
1

0,
82

0,
82

0,
82

0,
82

8,
82

2
0,

77
0,

77
1,

10
0,

77
13

,0
8

0,
79

0,
79

0,
87

0,
79

17
,3

4
0,

75
0,

75
0,

76
0,

75
21

,6
1

0,
78

0,
80

0,
93

0,
80

197



CUADRO C.7. Resultados para D ⇠ Triangular
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(0, 0, 2d) (2/2).
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CUADRO C.8. Resultados para D ⇠ Triangular

Discreta

(0, 2d, 2d) (1/2).
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CUADRO C.9. Resultados para D ⇠ Triangular
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CUADRO C.10. Resultados para D ⇠ TriangularInvertida
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CUADRO C.11. Resultados para D ⇠ TriangularInvertida
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(0, d, 2d) (2/2).
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