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ABSTRACT

This thesis analyzes the performance of algorithms for the #NFA problem, which
consists of counting the number of accepted words of a given length in nondeterministic
finite automata (NFAs). This work contains the first experimental implementation and
analysis of the randomized approximation algorithm proposed by Arenas et al. (2021).
The algorithm was evaluated on three different families of NFAs, including the Tabakov-

Vardi model of randomized NFAs.

Experimental results indicate that the algorithm of Arenas et al. fails to outperform
traditional determinization-based algorithms in efficiency, even with relaxations in its pa-
rameters. This suggests that, although the algorithm presents a theoretical polynomial
complexity, in reality it is not effective for realistic situations, thereby characterizing it as

a possible ‘galactic algorithm’ (Lipton & Regan, 2013).

The thesis also recommends future research directions. This includes the development
of alternative methods for generating randomized NFAs and improving the efficiency of
the sampling subroutines of randomized approximation algorithms. In this way, the study
breaks new ground in both the development of algorithms for the problem #NFA and in

the methodologies for evaluating them.

Keywords: Randomized Algorithms, Computational Complexity, Automata, Experimen-

tal Analysis of Algorithms.
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RESUMEN

Esta tesis analiza el rendimiento de algoritmos para el problema #NFA, que consiste
en contar la cantidad de palabras aceptadas, de un largo dado, en autématas finitas no de-
terministas (NFAs). Este trabajo contiene la primera implementacion y anélisis empirico
del algoritmo de aproximacion aleatorizado propuesto por Arenas et al. (2021). Este
estudio utiliza una metodologia experimental para evaluar el algoritmo en tres familias

diferentes de NFAs, incluyendo el modelo de Tabakov-Vardi de NFAs aleatorios.

Los resultados muestran que el algoritmo de Arenas et al. no logra superar en efi-
ciencia a los algoritmos tradicionales de determinizacidn, incluso con relajaciones en sus
parametros. Esto sugiere que, aunque el algoritmo presenta una complejidad polinomial
tedrica, en la realidad no resulta efectivo para situaciones realistas, caracteriziandolo como

un posible ‘algoritmo galactico’ (Lipton & Regan, 2013).

Asimismo, la tesis recomienda direcciones de investigacion futuras. Esto incluye el
desarrollo de métodos alternativos para generar NFAs aleatorios y la mejora de la efica-
cia en las subrutinas de muestreo de los algoritmos de aproximacién aleatorizados. De
esta forma, el estudio abre nuevos caminos tanto en el desarrollo de algoritmos para el

problema #NFA como en las metodologias de evaluacion de estos.

Palabras Claves: Algoritmos Aleatorizados, Complejidad Computacional, Autématas,

Andlisis Experimental de algoritmos.
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1. INTRODUCCION

1.1. Motivacion

En esta tesis estudiaremos el problema de contar palabras en autématas finitos no
deterministas. Una de las principales razones para estudiar este problema viene de la

teoria de bases de datos de grafos.

En abstracto, una base de datos de grafos es un grafo dirigido G = (V, E) donde
las aristas F tienen etiquetas. Dado un camino 7 en el grafo, compuesto por las aristas
e, - ,en, llamamos etiqueta del camino a la palabra correspondiente a concatenar las

etiquetas de las aristas que componen el camino.

Un modelo clasico de consultas en BBDD de grafos es el de regular path queries
(Angles et al., 2017), donde recibimos una expresion regular y buscamos encontrar los

caminos en el grafo cuya etiqueta pertenezca al conjunto definido por la expresion regular.

No es complicado argumentar que el problema de responder consultas es el problema
mas fundamental en bases de datos, y el enfoque cldsico busca obtener todas las respues-
tas posibles a una consulta dada. Sin embargo, a medida que los volimenes de datos
aumentan, la cantidad de respuestas posibles también lo hace, de manera tal que obtener

el conjunto completo de respuestas se vuelve poco factible en términos practicos.

Por esta razon es que ha cobrado especial relevancia la idea de enumerar las soluciones
con “small delay” (Segoufin, 2013). Esta idea consiste en proceder en dos fases, una
primera de preprocesamiento donde se construyen estructuras de datos adecuadas para
acelerar el proceso de computar las respuestas, y una segunda fase de enumeracion. En

esta ultima fase se entregan respuestas a las consultas con una demora pequeiia entre ellas.

Ahora bien, surge la interrogante de cuando detener la enumeracion, es para esto que

necesitamos contar o bien estimar la cantidad de respuestas posibles.



Debido a lo anterior, cobra relevancia el problema #NFA, que recibe como entrada
un NFA y un niimero en unario y entrega la cantidad de palabras de ese tamafio que son

aceptadas por el NFA.

Otra motivacion viene del mundo de la bioinformatica (Kannan, Sweedyk, & Ma-
haney, 1995; Searls, 1993). Las secuencias de ADN se pueden modelar utilizando lengua-
jes regulares o libres de contexto y las expresiones regulares se utilizan para describir
sitios de unién de proteinas en el ADN. En contextos bioldgicos, contar la cantidad de

estos sitios corresponde a realizar una afirmacién sobre la especificidad de una proteina.

En términos de la teoria de la complejidad computacional, el problema #NFA es cata-
logado como un problema dificil' (Alvarez & Jenner, 1993). Se considera inviable resolver
de forma exacta los problemas pertenecientes a la clase de complejidad donde se encuentra
#NFA (Valiant, 1979a), y por este motivo, el estudio de algoritmos que entreguen aprox-
imaciones para el valor de #NFA resulta fundamental. Un reciente resultado tedrico de
(Arenas, Croquevielle, Jayaram, & Riveros, 2021) propone un algoritmo de aproximacion
aleatorizado que funciona en tiempo polinomial, sin embargo hasta este trabajo no ex-
istian andlisis empiricos de este algoritmo, solo demostraciones en términos asintéticos
del tiempo de ejecucidn, las que tienen la caracteristica de ignorar factores constantes y
solo observar el comportamiento para instancias a partir de un tamafio suficientemente

grande.

1.2. Pregunta de investigacion

En (Lipton & Regan, 2013) se introduce el concepto de algoritmos galacticos como
algoritmos que tienen una complejidad asintética mejor a los otros conocidos para un
problema, pero el tamaio de instancia donde empiezan a superar a los otros algoritmos es

enorme. Un ejemplo en el contexto de multiplicar nimeros enteros es (Harvey & van der

ISe encuentra en la clase de complejidad #P, y de manera mas precisa, en SPANL siendo completo para esta
clase bajo reducciones en espacio logaritmico.



Hoeven, 2021), que ha sido publicado en la revista Annals of Mathematics. Este resultado
entrega un algoritmo con complejidad asintética O(nlog(n)) para multiplicar nimeros
enteros. Sin embargo, el tamafio en bits de los niimeros a partir del cual se tiene la cota

. L. 12 ~
asintdtica corresponde a 29 &= 1(85019762142

. Lo anterior corresponde a nlimeros cuya
. L. 10
cantidad de digitos es mayor a 10!, y su valor es mayor a

gl2

22

En esta tesis exploramos la pregunta sobre si el algoritmo de (Arenas et al., 2021) es
eficiente en la practica o pertenece a la categoria de algoritmos galédcticos. Para hacerlo
realizaremos experimentos con diferencias familias de automatas, una de ellas generada

mediante un modelo aleatorio.

También exploramos la pregunta sobre si el algoritmo de (Arenas et al., 2021) fun-
ciona bien relajando los pardmetros que son necesarios para la prueba de correctitud. Pro-

ponemos tres relajaciones del algoritmo y estudiamos su rendimiento.

1.3. Trabajos relacionados

El disefio de algoritmos de aproximacion para problemas en la clase de complejidad
#P ha sido estudiado desde la teoria y se han publicado varios resultados como por ejem-
plo (Kannan et al., 1995; M. Jerrum, Sinclair, & Vigoda, 2004; Bezédkova, Stefankovié,
Vazirani, & Vigoda, 2008; Karp, Luby, & Madras, 1989).

Cabe notar que el trabajo citado de (Kannan et al., 1995) propone un algoritmo de
aproximacién aleatorizado cuya complejidad asintética es cuasi-polinomial * siendo el
mejor algoritmo en estos términos, hasta la publicacion de (Arenas et al., 2021), que con-

sigue una complejidad asintética polinomial.

’La complejidad asintética de (Kannan et al., 1995) es n©(1°8()

3



Salvo el caso del algoritmo de aproximacion aleatorizado para #DNF, (Karp et al.,
1989), que destaca por su simplicidad a la hora de ser implementado, practicamente no

existen trabajos donde se estudien estos algoritmos experimentalmente.

En efecto, el tnico andlisis empirico de estos algoritmos que existe en la literatura,
es un reciente trabajo por (Newman & Vardi, 2020) donde estudian un famoso FPRAS
propuesto en 2004 por (M. Jerrum et al., 2004) para el cilculo del permanente de una

matriz y las mejoras a este propuestas por (Bezdkova et al., 2008).

Resulta sorprendente que a pesar de la gran influencia del articulo de Jerrum, Sinclair
y Vigoda en la literatura posterior, el primer andlisis empirico de este algoritmo haya
aparecido 14 afios después. Atn asi el tamafio de las entradas con la cual se evalia el
algoritmo corresponde a matrices cuadradas de tamaifios 6,8 y 10, siendo infactible en
la préctica el poder ejecutar el algoritmo con matrices mas grandes, en contraste con la
afirmacion de (Bezdkova et al., 2008) sobre que las modificacidnes que proponen, harian

posible calcular permanentes de matrices del orden de 100 x 100.

En otro orden de cosas, el estudio del rendimiento de algoritmos con generadores prob-
abilistas de entradas bajo ciertos parametros, es un tema interesante que no ha sido traba-
jado mucho en la literatura, mds alld del caso del problema de satisficibilidad booleana,
como por ejemplo en (Selman, Mitchell, & Levesque, 1996; Crawford & Auton, 1996;
Gent & Walsh, 1996) y de algoritmos de determinizacién y universalidad para automatas
en el trabajo de (Tabakov & Vardi, 2005). En uno de los andlisis que realizamos, uti-

lizamos el modelo de autdmatas aleatorios definido en (Tabakov & Vardi, 2005).

1.4. Contribuciones

Los algoritmos analizados en este trabajo no son originales del autor, pero hasta ahora

no existia ningtin andlisis empirico de su rendimiento. Ademas, en general, los algoritmos



de aproximacion para problemas en la clase de complejidad #P han sido estudiados prin-
cipalmente mediante demostraciones tedricas de su complejidad asintética, sin andlisis

experimentales detallados.

Los aportes de este trabajo son

(i) Realizamos la primera implementacién del algoritmo publicado en (Arenas et
al., 2021).

(i1) Propusimos e implementamos tres versiones modificadas del algoritmo de (Arenas
et al., 2021).

(ii1) Propusimos tres familias de autématas a utilizar para evaluar el rendimiento de
algoritmos que resuelvan el problema #NFA.

(iv) Comparamos, utilizando las familias propuestas, el tiempo de ejecucion y la
magnitud de los errores de aproximacion del algoritmo de (Arenas et al., 2021)
y sus variantes, con los de algoritmos clasicos para el problema #NFA.

(v) Concluimos a partir de los experimentos que el algoritmo de (Arenas et al., 2021)
en su version original no resuelve el problema #NFA dentro de un tiempo ra-
zonable.

(vi) Propusimos caminos para futuros desarrollos, tanto de algoritmos para el prob-

lema #NFA como de metodologias de evaluacion para ellos.



2. PRELIMINARES

Para fijar notacién, dados nimeros naturales n < m usaremos la notacién [n, m| para
el conjunto {n, ..., m}. Ademds, usaremos log(x) para referirnos al logaritmo natural, es

decir, en base e.

2.1. Relaciones y problemas

Sea 3 un alfabeto finito con al menos dos simbolos. Por {0, 1}* denotaremos el con-
junto de todas las palabras finitas sobre el alfabeto binario {0, 1}, || indica la longitud de
una palabra x € {0, 1}*, 21 - x5 corresponde a la concatenacién de dos palabras, y {0, 1}"

denota el conjunto de todas las palabras x € {0, 1}* de largo |n|.

Representaremos un problema como una relacion B C »* x X* donde en cada par
(z,y) € R interpretaremos = como la codificacion de la entrada a algiin problema e y

como la codificacién de una solucién a esa entrada, también llamada testigo o certificado.

Para cada x € {0, 1}*, definimos el conjunto

Wr(z) = {y €{0,1}" [ (z,y) € R}
que llamaremos el conjunto de soluciones o de certificados de la instancia x

Para ejemplificar, podemos considerar el problema de satisfacibilidad booleana (SAT),
dentro de este marco. Definiremos una relacion RELATION-SAT como (¢, o) pertenece
a la relacion si y solo si ¢ es la codificacién de una férmula en l6gica proposicional y o es

la codificacion de una valuacion que satisface a la formula.

Este marco es muy general, en esta tesis trabajaremos principalmente con lo que
se conoce como p-relaciones (M. R. Jerrum, Valiant, & Vazirani, 1986). Diremos que

una relaciéon R C {0,1}* x {0,1}* es una p-relacion si cumple dos condiciones. La



primera es que exista un polinomio ¢ tal que (z,y) € R implica que |y| < ¢(|z]).
La segunda es que exista una miquina de Turing determinista que reciba como entrada
(x,y) € {0,1}* x{0,1}*, se ejecute en tiempo polinomial y acepte si y solo si (z,y) € R.
RELATION-SAT es un ejemplo de p-relacion, pues cumple ambas condiciones. Dada
una férmula ¢ de largo |p| = [, sabemos que tiene a lo mds [ variables proposicionales
y el certificado ¢ asociado a ¢ es una valuacidn para [ variables, que podemos repre-
sentar como una palabra binaria de largo [. Por lo anterior, tenemos que si (¢, 0) €

RELATION-SAT, entonces |o

< |¢|. La segunda condicién también se cumple, pues
dada una férmula y una valuacidn, una maquina de Turing puede revisar en tiempo poli-

nomial si la valuacion satisface la formula.

Sin pérdida de generalidad asumiremos que para cualquier p-relacion R existe un poli-
nomio ¢ tal que |y| = ¢(|x|) para cualquier (z,y) € R. Es importante notar que esta
suposicion implica que todos los certificados de la relacion tienen el mismo largo, lo que

se puede lograr rellenando con algun caracter especial hasta conseguir el largo adecuado.

2.2. Problemas de conteo

A partir de una relacién R podemos definir multiples problemas asociados a ella. Uno

de ellos es el problema de conteo asociado a una relacién, que denotaremos como # R

Problema: #R
Entrada: Una palabra z € {0, 1}*
Salida: El tamafio |Wg(x)|

Dado que |y| = ¢(|z|) para cada (z,y) € R, tenemos que Wx(x) es finito y por ende el
problema estd bien definido. Ademas, asumimos que |Wx(z)| estd codificado en binario y,
por lo tanto, el tamafio de la salida es logaritmico en el tamafo de Wgr(x) y es polinomial

en |x|.



En el caso de RELATION-SAT, el problema de conteo asociado, #S AT corresponde

a contar la cantidad de valuaciones que satisfacen una férmula proposicional.

2.3. Clases de Complejidad de conteo

El problema abordado en esta tesis pertenece a la clase de complejidad #P. Esta clase
se compone de funciones para las cuales existe una maquina de Turing no determinista
que opera en tiempo polinomial tal que el valor de la funcién en una determinada entrada
corresponde a la cantidad de caminos de aceptacion de la méquina de Turing para dicha

entrada.

La clase #P es por ende una clase de complejidad de funciones, es decir, sus elemen-
tos no corresponden a lenguajes como en el caso tradicional de clases de problemas de
decision, sino que a funciones, que generalmente representan el tamafio de un conjunto.
Otra relevante clase de complejidad de funciones es la clase FP, que se considera la clase

andloga a P en el contexto de complejidad de conteo.

Decimos que una funcion f : ¥* +— N pertenece a la clase FP si y solo si existe
una maquina de Turing determinista que opera en tiempo polinomial, que cuenta con dos
cintas, una de lectura y otra de escritura, y al ser ejecutada con una palabra w al detenerse,

tiene el valor de la funcién, f(w) en la cinta de escritura.

El articulo (Valiant, 1979a) presenta las primeras pruebas de problemas completos
para la clase #P. Estos problemas incluyen el cédlculo del permanente de una matriz y
el conteo de las valuaciones que satisfacen una férmula proposicional en forma normal
conjuntiva (CNF). Posteriormente, se demostraron mas problemas completos para #P,
como se describe en (Valiant, 1979b). Uno de esos problemas es #DNF, es decir, el
problema de contar las valuaciones que satisfacen una férmula proposicional en forma

normal disjuntiva (DNF). Recordemos que el problema de decidir si una férmula en DNF



es satisfacible, se puede resolver en tiempo polinomial, a diferencia del problema para el

caso general, que es NP-completo.

Esta clase es considerada dificil y la principal evidencia para conjeturar es el razon-
amiento de que si #P C FP, podriamos contar en tiempo polinomial la cantidad de val-
uaciones que satisfacen una férmula proposicional. Lo anterior implica que podriamos
determinar en tiempo polinomial si una férmula es satisfacible, con lo cual se tendria que

P = NP.

Otra clase relevante, para el cual el problema central de esta tesis es completo, es
la clase SPANL introducida en (Alvarez & Jenner, 1993). Antes de definir esta clase,

recordaremos el concepto de transductor.

Una méquina de Turing no determinista se dice NL-transductor si cuenta con tres
cintas, una solamente de lectura, otra solamente de escritura y una cinta de trabajo donde
puede tanto leer como escribir. El cabezal de la cinta de escritura no puede moverse a
la izquierda, por ende el transductor no puede leer lo que ha escrito en esa cinta. En la
cinta de trabajo se puede utilizar una cantidad O(log(n)) de celdas. Diremos que un NL-
transductor M calcula una funcién f : X* — X* si con entrada w en la cinta de lectura, el

transductor se detiene en un estado final con f(w) en la cinta de solo escritura.

Observemos que un NL- transductor es una maquina de Turing no determinista, por
ende puede retornar distintos valores para ejecuciones distintas. A la cantidad de val-
ores distintos que puede retornar un NL-transductor M con entrada w la llamaremos

SPANM(U}).

Decimos que una funcién f esta en SPANL si existe un NL- transductor M con al-
fabeto de entrada {0, 1} tal que el valor de la funcion f(z) corresponde a la cantidad de

valores que puede retornar un NL-transductor con entrada x. Esto quiere decir que SPANL



Figura 2.1. Un DFA que reconoce las palabras binarias cuyo pendltimo
caricter es 1.

es el siguiente conjunto de funciones,
SPANL = {f | f : ¥* — Ny existe un NL-transductor M tal quef(x) = SPAN,/(z)}

Esta clase esta contenida en la clase #P, y (Alvarez & Jenner, 1993) dan algunos indicios
claves sobre la dificultad de esta clase. Uno de ellos es, que si SPANL C FP entonces

P = NP.

2.4. Autématas y lenguajes regulares

Llamaremos autoémata finito determinista, DFA por sus siglas en inglés, a una tupla
A =(Q,X%, qo, F,0) donde ) es un conjunto finito de estados. 3 es el alfabeto del au-
tométa, gy € () es el estado inicial. Los elementos de F' C () se llaman estados finales y

0: @ x X +— @ eslafuncion de transicién.

En la figura 2.1 podemos ver un ejemplo de DFA, en este caso este DFA acepta las

palabras binarias cuyo penultimo simbolo es un 1.

De manera similar, llamaremos automata finito no determinista, NFA por sus siglas en

inglés, aunatupla A = (Q, %, I, F, A) donde () es un conjunto finito de estados. X es el
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0,1

Figura 2.2. Un NFA que reconoce las palabras binarias cuyo pendltimo
caricter es 1.

alfabeto del automata, I C () es el conjunto de estados iniciales. Los elementos de F' C ()

se llaman estados finales y A C ) x ¥ x () es la relacién de transicion.

En la figura 2.2 podemos ver un ejemplo de NFA que acepta el mismo lenguaje que el

DFA anterior, podemos observar que el NFA tiene menos estados que el DFA.

Dado un autémata finito determinista, como la relacion de transicidn es una funcion,
cada palabra tiene a lo mds una forma de ser ejecutada. Esto deja de ser cierto en el caso

no determinista, debido a que la relacion de transicién no necesariamente es una funcion.

1
0

1

Figura 2.3. Un NFA con dos ejecuciones de aceptacion para la palabra 01.

En particular, en la figura 2.3 podemos ver un NFA que tiene dos ejecuciones de

aceptacion posibles para la palabra 01.

Dado un autémata .4 y una palabra w perteneciente a £(.A), definimos la ambigiiedad
de w en L(.A), denotada por AMB (A, w), como la cantidad de ejecuciones de aceptacién
de la palabra en el automata. En el automata de la figura 2.4 la palabra 000 tiene am-

bigiiedad 2 y la palabra 0° tiene ambigiiedad 4. En efecto, en el caso de la figura, la
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Figura 2.4. Un NFA con ambigiiedad infinita

palabra 0™ tiene ambigiiedad 2151, pues cada subpalabra 000 tiene dos opciones para ser

ejecutada.

A continuacién, definimos la ambigiiedad de un autémata AMB(.4) como el valor
maximo, de existir, de AMB(.A, w) para todas las palabras w en L£(A). En el caso de

la figura 2.4, este maximo no existe, por ende diremos que el valor de AMB(.A) es infinito.

Si un autémata A tiene ambigiiedad AMB(.A) igual a 1, decimos que es un autémata
no ambiguo o UFA, por sus siglas en inglés. Claramente todos los DFAs son no ambiguos,

sin embargo también existen NFAs no ambiguos.
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3. CONTEO EN LENGUAJES REGULARES

El problema central de esta tesis es el de contar la cantidad de palabras de un largo
determinado en un lenguaje regular dado por un autémata finito no determinista. Podemos

formalizar este problema como el problema asociado a la siguiente relacion.

MEM-NFA = {((A,0%),w) | A es un NFA con alfabeto {0,1},w € {0,1}*y

w es aceptada por A}

Llamaremos #NFA al problema de conteo asociado a MEM-NFA. Este problema con-
siste en, dados un NFA A y un valor £ dado en unario, codificado en la palabra 0*, calcular

la cantidad de palabras w de largo k& que son aceptadas por el NFA A.

3.1. El caso determinista

El caso donde el automata es determinista, que llamaremos #DFA, tiene un algoritmo

polinomial sencillo.

Este algoritmo se basa en la observacion de que en un autémata determinista cada
palabra tiene exactamente una ejecucion posible, por ende, existe una correspondencia
entre contar palabras aceptadas por el automata y contar caminos entre el estado inicial
y algun estado final del automata. Por lo anterior, en este caso el problema se reduce a
contar caminos de largo k£ en un grafo. Lo anterior es equivalente a calcular la £—ésima
potencia de la matriz de adyacencia. Este cédlculo se puede efectuar de manera eficiente
a través de la exponenciacion rapida. El algoritmo se puede ver en el pseudocddigo que

sigue.

Este razonamiento se aplica también a los autématas no ambiguos, en los cuales cada

palabra que pertenece al lenguaje tiene una Unica ejecucion de aceptacion posible.
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Algoritmo 1 Algoritmo para contar la cantidad de palabras de largo & aceptadas por un
DFA

Entrada: Un DFA A = (Q, %, qo, F,¢) y un entero no negativo k

Salida: La cantidad de palabras de largo k aceptadas por el DFA A
1: function CALCULARMATRIZADYACENCIA(A)
2: M < matriz de adyacencia de A

3: return M

4: function ELEVARMATRIZ(M, k)
5: R < matriz M elevada a la potencia k

6: return R

7. function CONTARCAMINOS(M, Qiniciar, F)
8: caminos < 0
9: for all ¢; € F' do

10: caminos <— caminos + M [Giniciar, 4f)

11: return caminos

12: M < CalcularMatrizAdyacencia(.A)

13: M* < ElevarMatriz(M, k)

14: Qinicial < Qo estado inicial de A

15: F < conjunto de estados finales de A

16: palabras < ContarCaminos(M*, giniciar, F')

17: return palabras
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3.2. Salto de complejidad en el caso no determinista

La estrategia anterior que usamos para #DFA no funciona en el caso de automatas
finitos no deterministas, pues una palabra puede tener més de una ejecucion posible. Esto
rompe la correspondencia entre caminos entre el estado inicial y uno final en el grafo y
ejecuciones de aceptacion. En efecto, una palabra puede tener una cantidad exponencial

de ejecuciones de aceptacion, como se vio en el NFA de la figura 2.4.

La complejidad exacta de #NFA fue caracterizada en (Alvarez & Jenner, 1993) como
completa para la clase SPANL. Notese que esto implica que #NFA es dificil, puesto que

si #NFA € FP, entonces se tendria que P = NP.

3.3. Concepto de Fully Polynomial Randomized Approximation Scheme

Dada una relacion Ry su problema de conteo asociado # 2, decimos que un algoritmo
aleatorizado A : {0,1}*x(0,1) — Nes un Fully Polynomial Randomized Approximation
Scheme (FPRAS) (M. R. Jerrum et al., 1986) para el problema # R si existe un polinomio
q(u,v) tal que para cualquier x € {0,1}*y d € (0, 1), se tiene que:

P(|A(z,0) — [Wr(x)|| <5+ [Wa(z)]) > Z

y el tiempo que se tarda en calcular A(z, d) es a lo mds ¢(|z|, ;). De este modo, A(z, 6)
aproxima el valor |[Wx(x)|con un error relativo de J, y puede ser calculado en tiempo

polinomial tanto en = como en el valor %.

Un ejemplo clasico de FPRAS es el existente para #DNF, introducido en (Karp et
al., 1989). Este algoritmo cuenta la cantidad de valuaciones que satisfacen una for-
mula proposicional proporcionada en forma normal disyuntiva. Es relevante recordar que

#DNF es un problema #P-Completo
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Un hecho interesante es que el problema de determinar si una férmula en forma normal
disyuntiva es satisfacible, se puede resolver en tiempo polinomial, es decir, el problema

de decision asociado a este problema de conteo, es fécil.

No se conoce ningiin FPRAS para #SAT y se conjetura que no existen, pues un al-
goritmo de aproximacion aleatorizado para contar valuaciones que satisfacen una férmula
proposicional, podria ser utilizado para construir un algoritmo aleatorizado de tiempo poli-

nomial para SAT.

Otro ejemplo relevante de FPRAS es el existente para calcular el permanente de una
matriz con entradas no negativas, introducido en (M. Jerrum et al., 2004). En el caso de
matrices con entradas 0-1, que sigue siendo #P-completo, podemos interpretar el perma-
nente como la cantidad de perfect matchings en un grafo bipartito. En (Newman & Vardi,

2020) se analiza empiricamente el rendimiento de este algoritmo.
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4. DESCRIPCION DEL FPRAS

La entrada del problema #NFA es un NFA A = (Q,{0,1}, A, I, F)) con m estados,
una palabra 0™ que representa un nimero natural n en unario, y un error relativo 6 € (0, 1).
El problema que buscamos resolver consiste en retornar un valor N que sea una (1 + 0)-
aproximacién de | £,,(A)|, esto quiere decir que buscamos un valor que cumpla la siguiente

desigualdad,
(L=9)[Lu(A)] < N < (1+9)[Ln(A)

Ademas, esta aproximacion debe ser calculada en tiempo polinomial para los pardmetros

1
m,ny s.

En este capitulo, discutiremos el FPRAS presentado en (Arenas et al., 2021) para este
problema, el cual consta de diversas partes que explicaremos por separado. En la primera
seccion, presentaremos una fase de preprocesamiento del algoritmo denominada “unroll”
o “desenrollado”, cuyo objetivo es crear un autémata sin ciclos que sea, desde cierto punto

de vista, “equivalente” al automata cuyas palabras de largo n queremos contar.

En la segunda seccién, abordaremos la idea principal en la que se basa la construccion
del algoritmo. En la seccion cuatro, aprenderemos a estimar el tamaino de ciertos lenguajes
correspondientes a los caminos entre un estado inicial y un estado arbitrario del NFA. La
penultima seccion se ocupa de la rutina de muestreo uniforme empleada por el FPRAS.

Finalmente, proporcionaremos el pseudocdédigo completo del algoritmo.

4.1. Unroll de un NFA

El algoritmo recibe tres entradas: un automata .4, una palabra 0", y un error relativo &
que se sitia en el intervalo (0, 1). La primera accién del algoritmo es el “desenrollado” del

autémata. Esta etapa implica la generacién de un NFA sin ciclos, o visto de otra manera,
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un DAG etiquetado. Este nuevo automata tiene la caracteristica de que el lenguaje que
acepta coincide exactamente con £, (.A). Al autémata obtenido tras el desenrollado lo
llamaremos Ao El propdsito de construir un DAG proviene de la intencion de aplicar

la técnica de programacion dindmica.

A partir de un autémata A = (Q,%, [, F,A) y un valor n, llamaremos A, al
autémata obtenido mediante el siguiente procedimiento. Por cada estado ¢ en el conjunto
de estados del autémata original (), creamos n + 1 copias ¢°, ¢* - - - ¢ de ¢ y las ponemos
en el conjunto Qunon que serd el conjunto de estados del nuevo autémata. Por cada tran-
sicion (p, a, q) en el NFA original, crearemos transiciones (p®, a, ¢ ™), paraa € [0, n—1]

en la relacion de transicion de Ao, que llamaremos Ao

Nos referiremos al conjunto Q* = {¢“ |¢ € @} como la capa « de Ao De forma
similar, para cada conjunto P C (), llamaremos P“ a la copia de P contenida en la capa «
de Aunron. De esta manera el conjunto I° corresponde a los estados iniciales del autémata
original en la capa 0, que serdn los estados iniciales de A1, Y €l conjunto F™ a los

estados finales del automata original en la capa n, que seran los estados finales de Ao

Supondremos de ahora en adelante, que A, Se encuentra podado, es decir que se
removieron todos los estados que no son parte de un camino entre un estado inicial y un
estado final. Esto se puede hacer durante una fase de preprocesamiento en tiempo O(nm),

por lo que no afecta la complejidad del FPRAS.

4.2. Idea general

La idea general para construir el FPRAS para aproximar el valor #NFA, con entrada
un NFA de m estados, longitud de las palabras ser contadas n y error relativo § es como
sigue. Partimos fijando el valor x = [™]. Luego para cada capa « y para cada estado
q tal que ¢® € Qunron, almacenaremos un valor N(¢g®) y un conjunto S(¢%) C L(¢%) de

forma tal que se cumplan las dos condiciones que siguen:
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(i) N(q*)esuna (1 + x~2)* aproximacion de | £(q)].

(i) S(g“) es una muestra de tamafio 2x, tomada de manera uniforme, de £(q%).
La primera condicion quiere decir que
(1= r72)L(g™)] < N(g®) < (1+K7%)%L(g")]

Cabe notar que si & = 0, estamos pidiendo que N(¢*) = L(¢“). La segunda condicién
pide que S(g®) sea una muestra uniforme de £(¢%), por ende, es posible que se obten-
gan elementos repetidos al muestrear, debido a esto, S(¢®) es un multiconjunto (también
llamado bag). En efecto, si |£(q%)| < 2k, necesariamente habrdn elementos repetidos.
Llamaremos “sketch” de £(¢%) al par (N(¢*), S(¢%)). El algoritmo calcula mediante
programacion dinamica los sketches (N (¢%), S(¢%)) para cada estado ¢* de Ayyon €n un
orden correspondiente a recorrer el DAG mediante busqueda en amplitud. Es decir, antes
de calcular el sketch de un estado en capa o + 1, ya hemos calculado los sketches de cada

estado de la capa «. El valor que buscamos, es decir la estimacion de |L(F™)| es N(F™).

4.3. Estimacion para un conjunto de vértices

Supongamos que conocemos SKETCH[a] = {(N(¢”), S(¢°)} s<a 4eq para algtin valor
a en [0,m — 1]. Recordemos que N(¢”) es una (1 + x~2)? aproximacién de |£(¢”)| y

S(¢”) es una muestra uniforme de £(¢”) de tamafio 2x”.

Nuestro objetivo es calcular N (¢®*!) para todos los ¢ € Q. Para lograrlo, primero
mostraremos como calcular una estimacién de |£(P®)| para conjuntos de vértices P C ()
arbitrarios. Llamaremos N (P%) a esta estimacién. Posteriormente mostraremos como

usar la estimacion N (P®) para calcular los valores N (q®*1).

Dado un subconjunto no vacio P C () buscamos una estimacion N (P*) de |L£(P%)|.

Si A es un autémata determinista, los conjuntos {L£(p®) | p € P} son disjuntos, por ende

19



el valor |£(P?)| es simplemente igual a la suma de cada uno de estos conjuntos, es decir:

LLP) =D L)

pEP
En el caso en que A no es determinista, como una palabra puede tener mas de una eje-
cucion, esta suma puede contar dos veces algunas palabras, por ende es necesario consid-
erar las intersecciones de los conjuntos £(p®). El primer desafio a la hora de considerar
esas intersecciones, es que no podemos calcular explicitamente todas ellas, pues requeriria
una cantidad exponencial de tiempo. Para poder tratar con las intersecciones de estos
conjuntos, fijamos una relacion de orden total < sobre el conjunto P y consideramos la

’

siguiente manera para calcular |L(P%)

L)\ Uyep: g<p £(0%)]
|L(p)|

2P = 3120 -

peP

Observemos que en el numerador de la fraccion quitamos de £(p®) su interseccién con

todos los conjuntos £(¢“) donde g < p. En efecto,

@)=Y e\ U L)

peP qeEP :q<p

Llamaremos al valor,
L")\ Ugep g<p £(0%)]
|L(p*)]

la fraccion de interseccién del estado p®.

Inspirdndonos en la ecuacién de arriba, podemos estimar |£(P*)| utilizando el valor
N(p*) como estimador de |£(p®)| y usando el multiconjunto S(p®) para calcular una
estimacién de la fraccién de interseccién de p®. Definiremos la estimacién N(P?) de
|L(P“)| de la siguiente manera,

S(*)\Ugep. g=p £(a%)]
1S (p*)]

N(P*) =Y ING*|- |

peEP
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Esta estimacion puede ser calculada en tiempo polinomial respecto al tamano del
SKETCH[a]. De hecho, el conjunto S(p®) \ U,cp.,<, £(¢*) puede ser calculado iterando
sobre las palabras w € S(p®) y revisando si la palabra w pertenece a L({¢* | ¢ € Py q <
p}). Debido a que verificar si una palabra pertenece a este lenguaje se puede realizar
en tiempo polinomial, y la cantidad de palabras a testear es 2x’, podemos calcular la
estimacién N (P®) en tiempo polinomial. Llamaremos estimacion de la fraccién de inter-

seccion a la fraccidon
|S(pa) \ UqGP:q<p E(q&)’
1S (p*)]

Para mostrar que N (P®) es una buena aproximacion de |£(P®)|, necesitamos que el es-

timador de de la fraccion de interseccidn sea una buena aproximacion de la fraccién de

interseccion real en cada capa. Por buena aproximacién entendemos que se debe cumplir

la siguiente condicién en cada capa «,

1£(°) \ Upep £ 15(¢%) \ Upep £00%)] oL
1£(q%)] 15(q%)] K

El siguiente resultado, cuya demostracion se encuentra en la proposicion 6.4 de (Arenas

Ela) == YgeQVP CQ.

et al., 2021) muestra que si £(a) es una buena aproximacién y tenemos una (1 4+ x=2)*

aproximacion de |L£(p®)| para cada estado p, la estimacién N (P“) es buena.

Proposicion 4.1. Supongamos que la condicion E(a) se cumple y que N (p®) es una
(14 x=2)“-aproximacion de | L(p®)| para cualquier p € Q. Entonces se tiene que N (P®)

es una (1 4 k=2)* aproximacion de |L(P®)| para cualquier P C Q.

Una vez que conocemos como calcular las estimaciones de |£(P%)| para cualquier

subconjunto P C () en la capa «, podemos calcular una estimacion de |£(g*™!)| de un

1

estado ¢ en la capa o + 1. Sea ¢*™' un estado arbitrario en la capa « + 1. Para un

simbolo b en el alfabeto {0, 1} podemos definir el conjunto de estados R, = {p* € Q“ |

(p, b, qo‘“) € Auon}- En otras palabras, el conjunto R, es el conjunto de estados de

la capa « desde el cual podemos llegar a ¢®*!
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relevante es que los conjuntos Ry y R; forman una particién de £(¢g*™") de la manera que
sigue.

L(q*™") = L(Ry) - {0} & L(Ry) - {1}

Donde interpretamos la concatenacion de dos conjuntos S, S5, denotada como por S5 - S
como el conjunto resultante de todas las concatenaciones de un elemento de S; con un

elemento del segundo S5.

A partir de la proposicion 4.1 podemos deducir las siguientes dos proposiciones.

Proposicion 4.2. Supongamos que la condicion E([3) se cumple para todos los < c.

Entonces N (p*™) es una (1 = k=2)*-aproximacion de | L(p*™)| para cada p € Q.

Proposicion 4.3. Si se cumple £() para todos los f < n, entonces N(F™) es una

(1 + §)-aproximacion para |L,,(A)|.

De esta manera, a partir del SKETCH[a] logramos calcular N (¢**!) para cualquier
¢! arbitrario en la capa « + 1. Para poder completar la programacién dindmica, resta
calcular los conjuntos S(g“*1), es decir, generar una muestra aleatoria, bajo la distribucién

uniforme, del conjunto £(g*™!). Esto sera el tema a vera en la seccion que sigue.

4.4. Muestreo

El paso faltante para completar el algoritmo consiste en generar, de manera uniforme,
palabras de L£(q®*!). Para esto los autores se inspiran en una técnica propuesta por

(M. R. Jerrum et al., 1986) adaptandola a nuestro contexto.

Sea ¢ € () un estado y o una capa tal que @ < n, supongamos que para cada capa
f < « se cumple la condicion £(/3). Mediante el procedimiento de la seccién anterior,
tenemos las estimaciones N (p®) para todos los estados en la capa «. Buscamos generar

de manera aleatoria, bajo la distribucién uniforme, elementos de £(¢%). Para lograrlo,
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procedemos de la siguiente manera. Primero definiremos a la palabra w® como la palabra
vacia, que denotaremos como J\, posteriormente construiremos una sucesion de palabras
w®, w*t -+ w! w® donde cada elemento w’ tiene la forma bg -w?*! donde bs € {0, 1},
definiremos como resultado de este procedimiento a la palabra w°. Dicho de otra manera,
construiremos una palabra w® del lenguaje £(g%) construyendo un sufijo de la muestra,

bit por bit.

Necesitamos asegurar que la palabra w° haya sido elegida de L£(q*) con prob-
abilidad uniforme, para conseguir esto, consideraremos una sucesion de conjuntos

pe po~t ... P! PY%que construiremos de la siguiente forma.

El primer conjunto es P* = {¢“}, luego consideraremos el conjunto de vértices en
la capa anterior, o — 1, desde donde podemos llegar al conjunto P* al leer el caricter

b € {0,1}. Dicho de otra manera definimos el conjunto P como,
PY = {p* ' € Q"' | existe un r® € P* tal que (p® ', b, ) es una transicion en Ajqor-

Una observacion relevante es que P son estados en la capa o — 1, aunque el superindice
sea a. De forma similar a la seccion anterior estos conjuntos inducen una particion del

lenguaje L(P*) de la manera que sigue:
L(P") = L(F)-{0} w L(F)-{1}

El algoritmo procede primero calculando las estimaciones, de acuerdo a la seccion ante-
rior, N(P?) de los tamafios de los conjuntos £(Pg) para b € {0,1}. Una vez conocidas

estas estimaciones, elige uno de los conjuntos de la particion de acuerdo al tamafio es-
N(F')
N(Fg) + N(PP)

timado. Esto es con probabilidad

N(PY)
N(Fg) + N(PF)

escogemos el conjunto F§' y con

probabilidad

escogemos el conjunto Fy.

Supongamos que escogimos el conjunto F;*, entonces afiadimos b al sufijo que esta-

mos construyendo. Esto es, definimos b,_; = b, agregamos el bit b,_; como un prefijo
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de w® para obtener w* ! = b,_1 - w®, definimos P*~! como P2, y continuamos con la

recursion en w1ty Pl

Observemos que P es el conjunto de vértices tal que existe un camino etiquetado por
w® que conecta algiin estado de P? con ¢®. Debido a que la estimacién del tamafio de
las particiones puede no ser exacta, podria ser el caso de que elegimos algunas palabras
con una probabilidad ligeramente mayor que otras. Para evitar esto y obtener un muestreo
perfectamente uniforme, en cada paso almacenamos la probabilidad de la particién que
escogimos. Con esta informacion podemos calcular la probabilidad exacta ¢ con la cual
fue elegida la palabra w que generamos. Finalmente, rechazamos esta muestra con prob-
abilidad proporcional a ¢, con lo que obtenemos un muestreo perfectamente uniforme.
Mientras ninguna palabra sea significativamente mas probable de muestrear que otra, la
probabilidad de rechazar una muestra serd constante y para obtener una palabra con prob-
abilidad 1 — pu, para una pardmetro de falla ;1 > 0, simplemente podemos ejecutar el

muestreo O(log(+.)) veces.
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Algoritmo 2 Algoritmo para generar de manera uniforme una palabra de P
Entrada: 3, P? w”, ¢

Salida: Retorna w® con probabilidad ¢, o retorna fail
1: function SAMPLE(S, P?, w?, ©)
2: if 5 = 0 then

3: con probabilidad ¢, return w", en otro caso, return fail
4: else
5: forallb € {0,1} do
6: P+ {p*t € Q! | existe r* € P* tal que (p*~',b,r*) es una tran-
sicién en A,0n} ,
N(P,
’ TR+ D
8: Con probabilidad p; escogemos b < i, con i € {0, 1}
9: Pit ¢« pf
10: Wit b w?
11: return SAMPLE(S — 1, PP~ wf~1, 2)

Podemos ver el pseudocddigo del algoritmo en la figura. Realizamos la primera lla-
mada con los pardmetros Sample(c, {¢®}, A\, ¢o) donde A es la palabra vacia, pues el
objetivo es obtener de manera uniforme un elemento de L(P*) = L(¢*). El valor ¢ es
un valor que determinaremos mds adelante. Notemos que en cada paso de este algoritmo,
|L£(P?)| es exactamente la cantidad de palabras en £(¢%) que tienen el sufijo w®, y L(P?)
es el conjunto de strings z tal que = - w” € L(g“). Observemos que este conjunto P°
depende de la palabra generada aleatoriamente w”, pero por simplicidad escribimos P”?

en vez de PBB.
w

Para entender la intuicion detrds de este algoritmo, supongamos por un momento que

podemos calcular de manera exacta las probabilidades asociadas a las particiones, esto

25



es pp, = :ﬁg%é;:. Descartemos por el momento la probabilidad de retornar fail. Dada
una palabra x € £(q*), ;Cudl es la probabilidad de elegir como w° a la palabra z? Como
descartamos el caso de un error en el muestreo, se tiene que w® = Sample(a, {¢°}, A, ).
La probabilidad de haber elegido w° = b - - - b; corresponde al producto de las probabili-
dades de haber elegido, en cada paso, al bit b;, i € [I]. Esto es,

Pr({ut — o) — VDL IEED] LGP P L
[L(P)[[L(Pe=D L) [L(P?)] |L(PY] [£(P?)]

que es exactamente la probabilidad de elegir un elemento bajo la distribucién uniforme.

Ya vimos que si pudiésemos calcular de manera exacta el tamafio de las particiones,
podriamos generar muestras de manera perfectamente uniforme. Con alta probabilidad
esto también se cumple cuando aproximamos las probabilidades p, con N (P/)/(N(P})+
N(Pf)). Esto se ve en la siguiente afirmacién que corresponde a la proposicién 6.7 en

(Arenas et al., 2021).

Proposicion 4.4. Supongamos que para todas las capas < « se cumple la condicion

E(P)-

Ademds, el algoritmo entrega fail con probabilidad a los mds 1 — e™°. Es decir, condi-
. . -5
cionado en no retornar un error muestral, el algoritmo Sample(«, {q®}, \, W} entrega

un elemento x € L(q*) elegido desde la distribucion uniforme.
4.5. Algoritmo completo

Finalmente juntando, los procedimientos vistos en las secciones anteriores, podemos

ver el pseudocddigo del algoritmo completo.

En la linea 18 del algoritmo tenemos un valor ¢(x) que corresponde a la cantidad de

intentos que realiza la subrutina de muestreo, y retorna error de muestreo si no consigue
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Algoritmo 3 FPRAS para #NFA

Entrada: Un NFA A, un valor n dado en unario como 0", un parametro de error relativo
§€(0,1)
Salida: Una (1 + §) aproximacién de |£,,(A)|
1: function FPRAS(A, 07", 6)
2: if £,,(A) = () then return 0

3: Construimos el autémata desenrollado A, y 1o podamos, removiendo los esta-
dos inalcanzables y los estados desde los cudles no se puede llegar a un estado final.

4: for all ¢° € 1° do

5: N(¢") + 1

6: S(¢°) + {A\}

7: foralla € {1,--- ,n} do

8: for all ¢* € Auon do

9: forallb € {0,1} do

10: Ry <+ {p* e Q'] (p*1,b,q*) es una transicion en Aynon }
11: N(q¢%) < N(Ry) + N(Ry)

12: S(g*) « 0

13: while |S(¢%)| < 2x7 do

14: 1=10

15: while i < ¢(k) do

16: w = SAMPLE(a, ¢%, \, %)
17: if w # fail then

18: break

19: if w = fail then
20: return sampling error
21: else
22: S(q*) < S(g*) U{w}

return N (F™)

una palabra en esa cantidad de intentos. O(log(x)) Para que el tiempo de ejecucion del

algoritmo sea polinomial, basta que este valor sea. Elegimos como valor,

[2 +log(4) + 810g(/<;)1

() log((1— )1

el cudl es O(log(k)).
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5. MARCO EXPERIMENTAL

Este capitulo estd compuesto por tres partes; en la primera seccién de este capitulo
veremos la descripcion de tres familias de automatas que elegimos para llevar a cabo las
pruebas. Después, se detallaran los algoritmos que buscamos evaluar, y finalmente se

especificard la metodologia con la que se ejecutaron los experimentos.

5.1. Familias de automatas

Elegimos tres familias de autdmatas, cada una con caracteristicas particulares, para
evaluar el rendimiento de los distintos algoritmos de conteo. La primera familia que elegi-
mos corresponde a NID,,, elegida por ser una familia de NFAs cuyo NFA no ambiguo més
pequeilo tiene una cantidad exponencial de estados respecto al NFA. La segunda familia
corresponde a una sucesion de NFA cuya densidad va decayendo, elegida para ver como
la densidad afecta el comportamiento de la subrutina de muestreo. Finalmente, la tercera
familia corresponde a un modelo de NFA aleatorios introducidos por (Tabakov & Vardi,

2005).

5.1.1. Autématas para NID
Dado un nimero entero m, consideremos el lenguaje regular:

NID,, = {u € {0, 1}"|3i : u; # tirm}
Este lenguaje corresponde a las palabras binarias en las cuales existen dos caracteres
diferentes a una distancia de m posiciones. De lo anterior podemos notar que toda palabra

en NID,, tiene longitud al menos m + 1y para todo largo mayor a m + 1 existe al menos

una palabra de ese largo en el lenguaje.
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En efecto, la cantidad exacta de palabras de largo k en el lenguaje NID,, es:

ok=m gk >m+1
NID,, N {0, 1}* = 5.1

0 sik<m+1

El NFA minimal para este lenguaje tiene exactamente 2m + 2 estados y su ambigiiedad

es O(m). En la figura 5.1 podemos ver un NFA minimal para NIDs.

Este lenguaje fue introducido en (Hromkovi¢, Seibert, Karhumiki, Klauck, & Schnit-
ger, 2002). Cuenta con la caracteristica de ser dificil de desambiguar. En efecto, todo NFA
con ambigiiedad k para NID,, tiene tamafio al menos 2% — 1y en particular, todo NFA

no ambiguo para este lenguaje tiene 2 — 1 estados.

0.1 @
0.1 1
0

1

—

Figura 5.1. El NFA minimal para NID,, de 6 estados

5.1.2. Autématas de densidad 5

Para el andlisis del FPRAS, dado que implica muestreo aleatorio de un lenguaje,
resulta interesante preguntarse que sucede a medida que consideramos lenguajes cada

vez menos densos. Podemos construir un autémata que de las 2% palabras binarias de
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largo k acepta 2% fijando un valor determinado para las primeras £ — 1 posiciones y

luego permitiendo cualquier cardcter en la ultima posicion. Dicho de otra manera, pode-
mos considerar el lenguaje de las expresiones regulares de forma 0~1(0 + 1) y DFA
D = (Q,{0,1},0, qo, qf) donde @ = {qo,-- - , ¢k}, el estado final es ¢y = ¢; y la funcién

de transicion se define como:

qi+1 SIpIQHZG{O’?k_Q}ya:O
6(p,a) =
%  Sip=q1yac{0,1}

A modo de ejemplo, en la figura 5.2 podemos ver un automata de densidad 2% para el

lenguaje de la expresion 03(0 + 1)

De esta manera, la cantidad de palabras de longitud [ pertenecientes al lenguaje es cero

si k es distinto de [, y 28! si k es igual a [.

(@555

Figura 5.2. Un DFA que acepta un lenguaje de densidad 2%1

5.1.3. Automatas aleatorios de Tabakov-Vardi

En contraste con los modelos de grafos aleatorios, la generacion aleatoria de automatas
ha sido un tema al que se le ha dedicado escasa atencion. Moshe Vardi y Deian Tabakov
propusieron en (Tabakov & Vardi, 2005) un modelo probabilistico para crear automatas,
que utilizaron para analizar el desempefio de algoritmos tradicionales en problemas de
minimizacién de autématas y verificacion de universalidad. Aunque ambos problemas

son relevantes en la practica, resultan ser completos para la clase PSPACE.
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Ellos sefialan el estudio de instancias aleatorizadas de SAT (Selman et al., 1996) como

la inspiracion para el modelo.

Ademas del trabajo en el que se presentd el modelo, este también ha sido empleado
para comparar el rendimiento de algoritmos en automatas en otros estudios, incluyendo

(Tabakov & Vardi, 2007), (Doyen & Raskin, 2009) y (Holik, Meyer, & Muskalla, 2016).

Describiremos el proceso mediante el cual el modelo aleatorio de Tabakov-Vardi gen-
era un autémata aleatorio A = (Q, X, A, I, F) con n estados. En primer lugar, el conjunto
de estados iniciales / consta unicamente de un estado, denominado ¢y, y se emplea el

alfabeto ¥ = {0, 1}.

Para cada letra a del alfabeto, se crea un grafo dirigido aleatorio (siguiendo el modelo

de Erdés—Rényi) D, en () con k aristas, que representan las transiciones (p,a,q) € A.

K
Q|

autores consideran la misma densidad para ambos caracteres del alfabeto, por lo que nos

Denominaremos densidad de transiciones para a a la fracciéon » = ;. En este modelo, los
referimos a  como la densidad de transiciones del autémata A. Este constituye el primer

parametro del modelo.

El segundo pardmetro corresponde a la cantidad de estados finales, determinada por
una densidad de estados finales [ = Wml Una vez establecida la cantidad de estados finales,
se seleccionan aleatoriamente estados como finales, excepto el primero, que siempre €s qg.

De esta manera, nos aseguramos de no generar un NFA cuyo lenguaje aceptado sea vacio.

Tabakov y Vardi examinan cémo la modificaciéon de los parametros del modelo in-
fluye en la probabilidad de que un NFA generado mediante dicho modelo acepte todas
las palabras sobre el alfabeto {0, 1}. Ellos observan que esta probabilidad experimenta un
cambio de forma continua entre cero y uno, ya sea que se modifique la densidad de estados
finales f o la densidad de transiciones r. Este cambio es suave, no existen transiciones de

fase.
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De la misma manera, Tabakov y Vardi ilustran que, cuando el pardmetro r adquiere un
valor de 1,25; el modelo genera automatas con DFAs minimales que contienen un mayor
nimero de estados, existe una pequeiia transicion de fase en este punto. Sin embargo, este

valor maximo se ve afectado de forma marginal por cambios en el valor de 7.

5.2. Algoritmos

En esta seccion, describiremos los siete algoritmos con los que llevamos a cabo prue-

bas.

Fuerza Bruta (FB):
El algoritmo de fuerza bruta que utilizamos en los experimentos, consiste en
generar on-the-fly cada una de las 2" palabras de largo k en el alfabeto {0, 1} e
ir probando si pertenecen al lenguaje aceptado por el autémata. Lo abreviaremos
FB en adelante.

Determinizacion sin minimizacion (DET):
El segundo algoritmo que utlizamos, consiste en simplemente determinizar el
autémata y utilizar el algoritmo para #DFA. Lo abreviaremos DET en adelante.

Determinizacion con minimizacion (DET-M):
Otro algoritmo a considerar, es ademds de determinizar el automata, minimizarlo
mediante el algoritmo de Hopcroft, y luego utilizar el algoritmo para #DFA. Lo
abreviaremos DET-M en adelante.

FPRAS original (FPRAS):
Implementamos el FPRAS exactamente como en el algoritmo 3 del capitulo
anterior. Lo abreviaremos FPRAS en adelante.

FPRAS con criterio de parada para el muestreo (FPRAS-S):
Podemos observar que el tamafio del muestreo necesario en cada etapa del
FPRAS, crece muy rapidamente. Para nodos en las primeras capas del DAG,
el tamafio de la muestra es mayor a la cantidad de palabras de ese largo sobre
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el alfabeto {0, 1}. Una optimizacién sencilla al FPRAS es en estos nodos, es
simplemente detener el muestreo cuando ya se tienen tantas palabras como las
palabras posibles de ese largo sobre el alfabeto {0, 1}.

Abreviaremos este algoritmo como FPRAS-S

FPRAS con muestreo de tamano lineal (FPRAS-L):

El mayor cuello de botella en el FPRAS, es el tamafio de las muestras S(q%)
obtenidas de manera uniforme de £(¢“). En el algoritmo original esta cantidad
es 2x’. Implementamos una versién donde el tamafio de estos conjuntos es
solamente 2k, sumado a la optimizacién anterior de generar por fuerza bruta
todas las palabras si el tamafo a muestrear es mayor a la cantidad de palabras

del largo de la capa. Usaremos FPRAS-L para referirnos a este algoritmo.

FPRAS con muestreo de tamaiio lineal y sin independencia (FPRAS-NI):

La prueba de correctitud del FPRAS provista por los autores en (Arenas et al.,
2021) utiliza la desigualdad de Hoeffding. Para poder aplicar esta desigualdad,
una de las condiciones necesarias es que la sucesion de variables aleatorias sea
independiente e idénticamente distribuida (i.1.d).

Surge de manera natural la pregunta sobre si en este algoritmo se requiere real-
mente la independencia o se podria obtener otra prueba de correctitud bajo
condiciones mds laxas, sin requerir independencia entre las variables aleatorias
asociadas a cada paso del muestreo. Una potencial herramienta para reemplazar
la desigualdad de Hoeffding en la demostracion es la desigualdad de Azuma
(Azuma, 1967) que no requiere la hipétesis de independencia.

Para evaluar experimentalmente esta idea, implementamos una version del
FPRAS con muestreo reducido a una cantidad lineal 2« y donde la subrutina
de muestreo recicla conjuntos de palabras, volviendo a empezar desde cero cada
diez llamadas, lo que introduce dependencia en las variables aleatorias. Esta

modificacion se suma, al igual que en el caso anterior a generar en las primeras
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Tabla 5.1. Seleccidén de automatas a utilizar

Familia NID Densidad Tabakov-Vardi
Cantldaq §le autématas 9 29 960
utilizados
Parametros m k f,r.]Q|

Valores de los parametros f=r=1,25
usados m €2, 30} kel -, 20 Q€ {2,---,49}
Autématas por combinacién 1 1 20

de parametros

capas por fuerza bruta en vez de muestreo. Este algoritmo serd abreviado como

FPRAS-NIL

5.3. Experimentos

Los experimentos fueron realizados utilizando procesadores Intel Xeon Silver 4110
con frecuencia de reloj de 2,10 GHz y 29 GB de RAM. De cada familia se tomaron

autématas de la manera descrita en la tabla 5.1.

Después de haber definido los autématas a emplear, podemos describir los experimen-
tos efectuados. Consistieron en dos grupos, El primero de ellos consiste en calcular la
cantidad de palabras aceptadas por un automata con largo entre 1 y 50, mediante uno de
los siete algoritmos. Se estableci6 el pardmetro de error relativo 4 en 0,1 en el caso de los
algoritmos aleatorizados. En cada ejecucion, si un algoritmo no proporciona un resultado
en un plazo de 300 segundos, se detiene la ejecucién y se registra como una falla. En
la tabla 5.2 podemos ver la cantidad de experimentos hechos. Este grupo fue el que em-
pleamos para calcular el tiempo de ejecucion de los algoritmos, y contiene experimentos

con autOmatas de las tres familias descritas anteriormente.

Asimismo, de los 960 autématas de la familia Tabakov-Vardi, se seleccionaron 48
de ellos, uno por cada cantidad de estados comprendida entre 2 y 49. En cada uno de

ellos realizamos un experimento adicional, que consiste en repetir cada intento con cada
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Tabla 5.2. Cantidad de veces que cada algoritmo fue testeado en el grupo
principal

Familia NID | Densidad | Tabakov-Vardi
Veces que se ejecuto cada algoritmo | 1450 1450 48000

algoritmo aleatorizado 30 veces. La motivacion de lo anterior radica en la evaluacién del
error de los algoritmos aleatorizados. De esta manera, los algoritmos aleatorizados fueron
ejecutados 72.000 cada uno, adicionalmente a los 48.000 ensayos anteriores. Este grupo,
donde iteramos las ejecuciones de los algoritmos aleatorizados sobre el mismo autémata,

es el que usamos para analizar el error de los algoritmos.
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6. RESULTADOS

En las tres secciones de este capitulo mostraremos los resultados de nuestros exper-
imentos. En la seccidn inicial, proporcionaremos informacion sobre el comportamiento
de los errores de aproximacion en los algoritmos aleatorizados. Posteriormente, en la
segunda seccidn, compararemos el tiempo que demora cada algoritmo en resolver el prob-
lema. Finalmente, en la dltima seccidn, expondremos algunas ideas que surgen desde los

resultados experimentales.

6.1. Errores de los algoritmos aleatorizados

Para analizar los errores de los algoritmos aleatorizados, debemos primero tener en
cuenta un par de factores. El primero es que en las familias NID y Densidad, al momento
de calcular el unroll, obtenemos autématas no ambiguos. Es por esta razén que los cuatro
algoritmos aleatorizados dan el resultado exacto, pues corresponde al caso descrito en la

seccion 3.1. Para analizar el error solamente utilizaremos la familia de Tabakov-Vardi.

Recordemos que hemos generado 960 autématas de manera aleatoria, a partir del mod-
elo de Tabakov-Vardi con pardmetros 7 = 1,25y f = 0,25. Generamos 20 autématas por
cada cantidad de estados entre 2 y 49. Una pregunta interesante es cudn comun es para
este modelo aleatorio producir autématas deterministas o no ambiguos. En la tabla 6.1

podemos ver ese dato dentro de la muestra que generamos.

Tabla 6.1. Ambigiiedad de autdmatas generados desde el modelo de
Tabakov-Vardi

Cantidad de automatas | Porcentaje de automatas
Deterministas 20 2,08%
No ambiguos 27 2,81%
Ambiguos 933 97,18%
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El segundo factor a considerar a la hora de analizar los errores de los algoritmos
aleatorizados es que el algoritmo original FPRAS sin modificaciones da timeout en cerca
del 92% de los experimentos realizados en la familia Tabakov-Vardi, por ende no reporta-

mos los datos del error de este algoritmo.

Recordemos que el FPRAS original y sus modificaciones reciben como entrada un
automata, un valor k£ dado en unario, correspondiente al largo de las palabras que deseamos
contar, y un parametro de error relativo § € (0,1). En el caso del FPRAS sin modificar,
(Arenas et al., 2021) prueba una cota tedrica para el error y esta garantia se extiende a
FPRAS-S. En todos los experimentos que realizamos, asignamos al parametro ¢ el valor

§=0,1.

Tabla 6.2. Errores del algoritmo FPRAS-S

Casos con ejecucion terminada 7075
Promedio del error 0,013912
Desviacion estandar del error 0,036582
Maximo del error 0,33
Casos con error cero 78 %
Casos fuera de la cota tedrica 284

% fuera de la cota 4,01%
Error medio en los casos fuera de la cota | 15,44%

En las tablas siguientes, podemos observar los datos del error observados al contar la
cantidad de palabras de largos entre 1 y 50, iterando 30 veces cada célculo para 48 NFAs
de tamanos entre 2 y 49 estados, como se describi6 en la seccién 5.3. En este caso, con
un valor del pardmetro de error relativo 6 = 0,1, la garantia tedrica se traduce en que
existe una probabilidad mayor o igual a Z de que el algoritmo entregue un valor cuyo

error relativo sea menor o igual a 0,1.

Como se ve en la tabla 6.2, solamente el 4,01% de los casos en el algoritmo FPRAS-S
tienen un error relativo fuera de la cota de 0,1; lo que es consistente con la teoria. En el

caso del algoritmo FPRAS-L, no tenemos una cota tedrica que entregue garantias sobre

37



Tabla 6.3. Errores del algoritmo FPRAS-L

Casos con ejecucion terminada 8333
Promedio del error 0,000456
Desviacion estandar del error 0,042937
Maximo del error 0,42
Casos con error cero 78 %
Casos fuera de la cota tedrica 188

% fuera de la cota 2,25%
Error medio en los casos fuera de la cota | 16,56%

el error, sin embargo, como se ve en la tabla 6.3 obtenemos un excelente desempefio, con

casi el 98% de los casos con un error relativo menor al 10%.

Tabla 6.4. Errores del algoritmo FPRAS-NI

Casos con ejecucion terminada 11458
Promedio del error 0,307775
Desviacion estandar 0,291347
Mediana 0,285714
Maximo 0,897641
Casos con error cero 36 %
Casos fuera de la cota tedrica 6982

% fuera de la cota 61,43%
Error medio en los casos fuera de la cota | 49,91%
Fallos de muestreo 93

% fallos de muestreo 0,81

Finalmente, en el caso del algoritmo FPRAS-NI, donde tampoco tenemos garantias
tedricas, observamos a partir de la tabla 6.4 que, dentro del limite de tiempo, se calculan
significativamente mds casos. Sin embargo, el error promedio supera el 30% y obtenemos
fallos de muestreo, un evento que nunca ocurrié en los FPRAS que muestrean de manera
independiente. La diferencia entre FPRAS-NI y los otros algoritmos radica en la forma de

realizar el muestreo.
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Recordemos como funciona el procedimiento de muestreo descrito en la seccion 4.4
cuyo pseudocddigo corresponde al algoritmo 2 de la seccidon. Esta subrutina recibe un
subconjunto de estados del unroll del autémata, que corresponde al DAG hasta una capa
B. La salida de esta funcién es una palabra w, obtenida bajo la distribucién uniforme, del
lenguaje inducido por el subconjunto de estados, o nos indica que fall6 en obtener una

palabra bajo esta distribucion.

Esta funcion es utilizada para obtener los sketches S(p®) que corresponden a muestras
de los lenguajes £(p®) correspondientes a estados p en la capa « del NFA desenrollado.
Como senala la proposicion 4.4, este procedimiento de muestreo, tiene una probabilidad
de error que se encuentra acotada superiormente por 1 — e~ & 99, 98%. Por esta razon,

cada llamada a esta rutina se repite O(log(k)) veces.

En las demas versiones del FPRAS, al construir cada sketch S(p®) estamos volviendo
a muestrear palabras de largo o — 1 y menores, es decir repitiendo una computacion que
fue realizada a la hora de construir sketches anteriores. Nuestra modificacion en este caso
consiste en reutilizar los sketches anteriores, volviendo a muestrear de manera independi-

ente en uno de cada 10 sketches.

El resultado de este cambio se encuentra en la tabla 6.4. Si bien esta modificacién
permite aumentar de forma relativamente significativa el total de casos que se resuelven
antes del tiempo limite, también conlleva problemas. Aparecen fallas muestrales y el error
promedio de nuestras estimaciones aumenta significativamente. La mediana del error es

del 28%, pero puede llegar hasta casi el 90%.

6.2. Tiempo de ejecucion de los algoritmos

En esta seccion realizaremos un andlisis del tiempo de ejecucion de los diferentes al-

goritmos en cada una de las tres familias de autdmatas que utilizamos en los experimentos.
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6.2.1. Familia Tabakov-Vardi

En las tablas 6.5 y 6.6 podemos ver, dentro del conjunto de los 960 autématas de esta
familia, para cada cantidad de estados, el mayor largo de palabra (parametro k) para el cual

cada algoritmo aleatorizado concluy? su ejecucion dentro del tiempo de 300 segundos.

Tabla 6.5. Mayor largo de palabras contado dentro del limite de tiempo
para cantidad de estados entre 2 y 25

Estados | FPRAS | FPRAS-S | FPRAS-L | FPRAS-NI
2 10 10 19 19
3 5 7 9 9
4 10 10 19 19
5 6 7 9 9
6 5 8 10 10
7 4 6 9 9
8 6 9 9 50
9 5 7 9 9
10 6 8 9 9
11 5 7 9 9
12 6 8 10 50
13 4 6 9 9
14 5 7 9 50
15 14 11 9 50
16 5 7 9 50
17 6 8 9 9
18 5 6 9 50
19 5 7 9 9
20 6 9 9 9
21 4 6 9 9
22 5 7 9 9
23 5 7 9 50
24 5 7 9 9
25 5 7 9 50

Para ver como escalan los resultados, analizaremos mas detalladamente los casos de

autématas con 5, 30 y 49 estados.
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Tabla 6.6. Mayor largo de palabras contado dentro del limite de tiempo
para cantidad de estados entre 26 y 49

Estados | FPRAS | FPRAS-S | FPRAS-L | FPRAS-NI
26 5 7 9 9
27 4 7 9 50
28 5 8 9 9
29 4 6 9 9
30 4 7 9 9
31 4 6 9 9
32 5 8 9 9
33 3 6 9 50
34 3 8 9 50
35 4 8 9 9
36 4 6 9 50
37 4 7 9 9
38 3 7 9 9
39 4 7 9 50
40 4 7 9 9
41 4 6 9 9
42 3 6 9 50
43 3 7 9 9
44 4 8 9 50
45 4 6 9 9
46 3 6 9 9
47 4 8 9 50
48 4 7 9 50
49 4 6 9 9
48 4 7 9 50
49 4 6 9 9

Caso de 5 estados

En la tabla 6.7 podemos ver el mayor valor para el cual cada algoritmo logré contar
dentro de los 300 segundos las palabras que tienen como largo ese valor. Este dato corre-
sponde a ejecutar cada algoritmo en 20 automatas distintos de 5 estados, cada uno de la

familia de Tabakov-Vardi.
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Tabla 6.7. Mayor valor para el cudl cada algoritmo logré contar las pal-
abras de ese largo, antes del timeout, en automatas de 5 estados.
FPRAS-L | FPRAS-NI

9 9

FPRAS | FPRAS-S
6 7

Tiempo vs largos de palabras para NFAs de Tabakov-Vardi NFAs con 5 estados

— FPRAS-NI
FPRAS-L

—FPRAS

— FPRAS-S

200

100 ~

Tiempo (s)

2

4

6

8

Largo de palabras a contar

Figura 6.1. Tiempos de ejecucion promedio para NFAs de Tabakov-Vardi
de 5 estados.
Caso de 30 estados

En la tabla 6.8 podemos observar el mayor valor con ejecucion terminada para cada

algoritmo en un conjunto de 20 automatas distintos de 30 estados, provenientes de la

familia de Tabakov-Vardi.

Tabla 6.8. Mayor valor para el cudl cada algoritmo logré contar las pal-
abras de ese largo, antes del timeout, en autoématas de 30 estados.

FPRAS

FPRAS-S

FPRAS-L

FPRAS-NI

4

7

9

9
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Tiempo vs largos de palabras para NFAs de Tabakov-Vardi NFAs con 30 estados

— FPRAS-NI
250 - FPRAS-L
—_ FPRAS
200 — FPRAS-S
S 150
o
5
= 100
50
0 _|
[ [ [

2 4 6 3
Largo de palabras a contar

Figura 6.2. Tiempos de ejecucion promedio para NFAs de Tabakov-Vardi
de 30 estados.

Caso de 49 estados

En la tabla 6.9 vemos el mayor valor que no dio timeout para cada algoritmo logré

contar dentro de los 300 segundos. Este dato corresponde a ejecutar cada algoritmo en 20

autématas distintos de 5 estados, cada uno de la familia de Tabakov-Vardi.

Tabla 6.9. Mayor valor para el cudl cada algoritmo logré contar las pal-
abras de ese largo, antes del timeout, en automatas de 49 estados.

FPRAS | FPRAS-S | FPRAS-L | FPRAS-NI
4 6 9 9
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Tiempo vs largos de palabras para NFAs de Tabakov-Vardi NFAs con 49 estados

300 —— FPRAS-NI
FPRAS-L
— FPRAS
200 — FPRAS-S
g
g
2
=100 -
0 |

2 4 6 8
Largo de palabras a contar

Figura 6.3. Tiempos de ejecucion promedio para NFAs de Tabakov-Vardi

de 49 estados.
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6.2.2. Familia NID

En esta subseccidn analizaremos los tiempos de ejecucion de los diferentes algoritmos
en la familia NID,,,, que fue descrita anteriormente en la subseccion 5.1.1. Recordemos
que esta familia fue elegida debido a que con la caracteristica de ser dificil de determinizar
y desambiguar. Podemos calcular ficilmente la cantidad de palabras de largo £ en el

lenguaje NID,,, usando la formula siguiente, que ya habiamos visto como la ecuacion 5.1.

k=" ik >m+ 1
NID,, N {0,1}* =

0 sitk<m+1

Nos enfocaremos solamente en las combinaciones de pardmetros m y k tal que el
lenguaje NID,,, N {0, 1}’€ # @, esto sucede cuando £ > m + 1. La razén de esta re-
striccion es que nuestros algoritmos detectan si un lenguaje no tiene palabras de largo &

en el preprocesamiento, sin recurrir a la rutina principal.

Podemos ver los valores méximos del pardmetro k, correspondiente al largo de las
palabras a contar, para los cuales cada algoritmo finalizé dentro de los 300 segundos, en
la tabla 6.10. Es destacable que los algoritmos deterministas dieron timeout en todos los

casos con 38 o mas estados.

Observaremos en el grafico 6.4 el caso correspondiente a un valor de 4 para el
parametro m, i.e un autémata de 10 estados. Este es el caso mds grande en esta familia
donde todos los algoritmos aleatorizados finalizaron su ejecucion dentro del limite de
tiempo. Una observacion relevante en esta familia, es que con valores de m mayores a 18,

es decir con 39 estados o més, incluso los algoritmos deterministas dieron timeout.
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Tabla 6.10. Mayores valores para los cuales cada algoritmo logré contar
las palabras de ese largo, una cruz indica timeout en todos los casos. En los
casos con m mayor a 18, todos los algoritmos fallaron para todos los largos

m | Cantidad de Estados | DET | FPRAS | FPRAS-S | FPRAS-L | FPRAS-NI
2 6 11 7 9 9 10
3 8 11 6 9 9 10
4 10 10 5 9 9 10
5 12 10 X 9 9 10
6 14 11 X 9 9 10
7 16 11 X 9 9 10
8 18 11 X 9 9 10
9 20 11 X X X 10
10 22 11 X X X X
11 24 12 X X X X
12 26 12 X X X X
13 28 14 X X X X
14 30 15 X X X X
15 32 16 X X X X
16 34 17 X X X X
17 36 18 X X X X
18 38 19 X X X X

6.2.3. Familia Densidad

En esta subseccidn analizaremos los tiempos de ejecucion de los diferentes algoritmos
en la familia de autématas de densidad %, cuya descripcion se encuentra en la subseccion
5.1.2. Larazon para elegir esta familia es la pregunta sobre la influencia de la densidad del
lenguaje en el rendimiento de la subrutina de muestreo. Los automatas asociados a esta
familia son deterministas, estdn parametrizados por un valor k y aceptan 2*~! palabras de
largo k, y cero palabras de largo distinto a k. Realizamos pruebas con valores de % en el
conjunto {2, ...,15}. Los mayores valores del pardmetro para el cual logramos contar de

manera exitosa se encuentran en la tabla 6.11

Una observacion relevante es que el algoritmo FPRAS-NI retorné errores de muestreo

en todos los casos con k£ mayor a 9.
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Tiempo vs largos de palabras para NFA para NID con 10 estados

, — FPRAS-NI
1077 FPRAS-L
Lot —_FPRAS
_ — FPRAS-S
E 0 — DET
E 1071
=
1072
1078 | S

2 4 6 8 10
Largo de palabras a contar

Figura 6.4. Tiempos de ejecucion para el NFA correspondiente a NID con
m =4

Tabla 6.11. Mayor valor del pardmetro £ para el cual cada algoritmo logré
contar las palabras de ese largo. Los algoritmos deterministas lo lograron
para todos los valores

FPRAS | FPRAS-S | FPRAS-L | FPRAS-NI
8 11 11 9

6.3. Analisis de los resultados

Para concluir este capitulo, una vez vistos los resultados experimentales en estas tres
familias en las cuales hemos realizado experimentos, expondremos lo que hemos apren-
dido desde esta perspectiva de evaluacion de algoritmos. Hemos visto constantemente que
el rendimiento de los FPRAS ha sido malo en términos de tiempo. Esto coincide con él
unico andlisis experimental existente de un algoritmo de este tipo, que fue realizado por

(Newman & Vardi, 2020) para el problema de calcular permanentes de matrices.

Identificamos tres consideraciones cruciales:
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Tiempo de ejecucion de los algoritmos en funcidn de la densidad

—FB
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_ —— FPRAS-NI
Z 100 ——FPRAS-L
g — FPRAS
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5 FPRAS-S
&= 1072

107

Parametro de densidad

Figura 6.5. Tiempos de ejecucion en las pruebas de densidad

6.3.1. Los FPRAS no son factibles en la practica

Los FPRAS constituyen un avance tedricamente significativo en el ambito de la com-
plejidad computacional. No obstante, en la practica, su eficacia para resolver problemas
es limitada. El algoritmo en su version original no resolvi6 instancias de tamaio pequeiio
en un tiempo razonable de 300 segundos, y las versiones con parametros relajados solo

tuvieron éxito con instancias de tamafo pequefio a mediano.

6.3.2. Los FPRAS tienen espacio para mejorar y relajar algunos parametros de cor-

rectitud

La demostraciéon de correctitud del FPRAS realizada por sus autores en (Arenas et
al., 2021) requiere de supuestos bastante fuertes para poder utilizar herramientas de con-
centracion de la medida. Estos supuestos son dos: en primer lugar, que la subrutina de
muestreo debe obtener una muestra con una cantidad de elementos de orden O(n") en cada

iteracion, y en segundo lugar, que en cada iteracion k se parte el muestreo de palabras de
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largo k de forma independiente, sin poder reusar el trabajo realizado durante el muestreo
de palabras de largo k — 1. La evidencia experimental indica que el primer supuesto parece
ser mucho menos influyente que el segundo, por lo cual un desafié interesante es lograr

rehacer la prueba de correctitud con un muestreo mds acotado.

6.3.3. Necesidad de un marco robusto para evaluar el rendimiento de algoritmos

sobre autéomatas

La complejidad asintética puede no reflejar adecuadamente el rendimiento practico de
un algoritmo. Esto es evidente al comparar los algoritmos de conteo basados en deter-
minizacién, que, aunque exponenciales en teoria, superaron a los FPRAS polinomiales en

nuestras pruebas.

Es raro realizar andlisis experimentales para algoritmos de este tipo, y no podemos
asegurar que las familias de autoématas que elegimos utilizar sean representativas de los
problemas practicos. En el campo de la satisfacibilidad booleana (SAT), existen baterias
de pruebas para evaluar el rendimiento que han debidamente estudiadas, y cuyo grado de
correlacion con el rendimiento en la prictica estd bien fundamentado. Este enfoque ha

estado ausente en problemas relacionados con autématas.
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7. CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

En este trabajo implementamos por primera vez el algoritmo de aproximacién aleator-
izado de (Arenas et al., 2021) y realizamos un primer andlisis experimental de su
rendimiento utilizando tres familias distintas de autématas. No es comun evaluar el
rendimiento de algoritmos como este usando nuestro enfoque, sino que, se suele sola-

mente realizar un andlisis tedrico en términos de comportamiento asintético y notacién

0.

Este enfoque metodoldgico parece ser bastante singular y permite evaluar la factibili-
dad de utilizar estos algoritmos desde un punto de vista més realista. Una de las familias de
autématas que utilizamos para evaluar corresponde al modelo de Tabakov-Vardi de NFAs
aleatorios. Esta manera de generar automatas de manera aleatoria es bastante natural, sin
embargo, sorprendentemente, en la literatura no existen otros usos de este modelo hasta
ahora, distintos a los que realizaron los autores de este. Tampoco existen andlisis tedricos
de los NFAs generados por este modelo, algo que contrasta bastante con el mundo de los
grafos aleatorios, en particular con el modelo de grafos aleatorios de Erdds-Rényi (Erd6s
& Rényi, 1959), sobre el cual se inspira el modelo de Tabakov-Vardi. Esto propone de

inmediato un 4rea interesante para trabajos futuros.

Dentro de la idea de generar modelos aleatorios de entradas con la cual evaluar el
rendimiento de algoritmos, surge otra linea factible de trabajo futuro, correspondiente a
proponer otros métodos para generar autOmatas de manera aleatoria, una primera idea
podria ser modificar Tabakov-Vardi cambiando el modelo subyacente de grafos aleatorios
por otro ya estudiado como (Barabasi & Albert, 1999) o (Watts & Strogatz, 1998). Resulta
interesante preguntarse cual de estos modelos genera entradas més similares a las reales

en diversos contextos.
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Nuestros resultados entregan bastante evidencia experimental de la ineficiencia del
FPRAS de (Arenas et al., 2021) para varias familias de automatas. Esta evidencia se ex-
tiende a algunas relajaciones que hemos estudiado, considerando un tamafio menor de
muestreo o no requiriendo que cada intento en el muestreo sea independiente. Ejecuta-
mos el FPRAS original y sus variantes cerca de 123.000 veces y con nuestro timeout de
300 segundos por llamada, no encontramos ningun caso en el que alguno de los algorit-
mos aleatorizados haya podido resolver #NFA mads rapido que los algoritmos que deter-
minizan, los que tienen una complejidad asintética de tiempo exponencial en comparacion

a una polinomial de los algoritmos aleatorizados.

Vale recordar el concepto de algoritmos galéacticos planteado en (Lipton & Regan,
2013), como algoritmos cuyo comportamiento asintdtico es mejor a lo mejores conocidos
en el momento de su publicacidn, pero no son mds eficientes que los que ya existen con
tamafos de entradas existentes en la realidad. (Lipton & Regan, 2013) sefialan que este
tipo de algoritmos suelen contener nuevas técnicas que pueden ser utilizadas para crear
otros algoritmos que si tengan aplicaciones practicas. En esta linea, estd abierto el de-
safio de demostrar que se puede reducir el tamafio del muestreo en cada paso del FPRAS
para #NFA. Otro cuello de botella presente en el algoritmo, consiste en la subrutina
de muestreo, la cudl tiene una probabilidad de error constante (por ende en el andlisis
asintdtico requiere ser ejecutada solamente una cantidad polinomial de veces), pero es un
valor muy alto, mayor al 99,99%. Un avance, aunque sea menor, en mejorar el rendimiento
de esta rutina de muestreo, podria tener un gran impacto en el tiempo de ejecucion de estos

algoritmos.
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Tiempo vs largos de palabras para NFAs de Tabakov-Vardi NFAs con 2 estados

—FB
DET
—DET-M
— FPRAS-NI
—FPRAS-L
—FPRAS
FPRAS-S

Tiempo (s)

T T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Largo de palabras a contar

Figura A.1. Tiempos de ejecucion promedio para NFAs de Tabakov-Vardi
de 2 estados. 59



Tiempo vs largos de palabras para NFAs de Tabakov-Vardi NFAs con 3 estados
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Figura A.2. Tiempos de ejecucion promedio para NFAs de Tabakov-Vardi
de 3 estados. 60




Tiempo vs largos de palabras para NFAs de Tabakov-Vardi NFAs con 4 estados
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Figura A.3. Tiempos de ejecucion promedio para NFAs de Tabakov-Vardi
de 4 estados. 61




Tiempo vs largos de palabras para NFAs de Tabakov-Vardi NFAs con 5 estados
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Figura A.4. Tiempos de ejecucion promedio para NFAs de Tabakov-Vardi
de 5 estados. 62




Tiempo vs largos de palabras para NFAs de Tabakov-Vardi NFAs con 6 estados
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Figura A.5. Tiempos de ejecucion promedio para NFAs de Tabakov-Vardi
de 6 estados. 63




Tiempo vs largos de palabras para NFAs de Tabakov-Vardi NFAs con 7 estados
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Figura A.6. Tiempos de ejecucion promedio para NFAs de Tabakov-Vardi
de 7 estados. 64




Tiempo vs largos de palabras para NFAs de Tabakov-Vardi NFAs con 8 estados
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Figura A.7. Tiempos de ejecucion promedio para NFAs de Tabakov-Vardi
de 8 estados. 65




Tiempo vs largos de palabras para NFAs de Tabakov-Vardi NFAs con 9 estados
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Figura A.8. Tiempos de ejecucion promedio para NFAs de Tabakov-Vardi
de 9 estados. 66




Tiempo vs largos de palabras para NFAs de Tabakov-Vardi NFAs con 10 estados
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Figura A.9. Tiempos de ejecucion promedio para NFAs de Tabakov-Vardi
de 10 estados. 67




Tiempo vs largos de palabras para NFAs de Tabakov-Vardi NFAs con 11 estados
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Figura A.10. Tiempos de ejecucion promedio para NFAs de Tabakov-
Vardi de 11 estados. 68




Tiempo vs largos de palabras para NFAs de Tabakov-Vardi NFAs con 12 estados
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Figura A.11. Tiempos de ejecucion promedio para NFAs de Tabakov-
Vardi de 12 estados. 69




Tiempo vs largos de palabras para NFAs de Tabakov-Vardi NFAs con 13 estados
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Figura A.12. Tiempos de ejecucion promedio para NFAs de Tabakov-
Vardi de 13 estados. 70




Tiempo vs largos de palabras para NFAs de Tabakov-Vardi NFAs con 14 estados
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Figura A.13. Tiempos de ejecucion promedio para NFAs de Tabakov-
Vardi de 14 estados. 71




Tiempo vs largos de palabras para NFAs de Tabakov-Vardi NFAs con 15 estados
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Figura A.14. Tiempos de ejecucion promedio para NFAs de Tabakov-
Vardi de 15 estados. 72




Tiempo vs largos de palabras para NFAs de Tabakov-Vardi NFAs con 16 estados
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Figura A.15. Tiempos de ejecucion promedio para NFAs de Tabakov-
Vardi de 16 estados. 73




Tiempo vs largos de palabras para NFAs de Tabakov-Vardi NFAs con 17 estados
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Figura A.16. Tiempos de ejecucion promedio para NFAs de Tabakov-
Vardi de 17 estados. 74




Tiempo vs largos de palabras para NFAs de Tabakov-Vardi NFAs con 18 estados
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Figura A.17. Tiempos de ejecucion promedio para NFAs de Tabakov-
Vardi de 18 estados. 75




Tiempo vs largos de palabras para NFAs de Tabakov-Vardi NFAs con 19 estados
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Figura A.18. Tiempos de ejecucion promedio para NFAs de Tabakov-
Vardi de 19 estados. 76




Tiempo vs largos de palabras para NFAs de Tabakov-Vardi NFAs con 20 estados
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Figura A.19. Tiempos de ejecucion promedio para NFAs de Tabakov-
Vardi de 20 estados. 71




Tiempo vs largos de palabras para NFAs de Tabakov-Vardi NFAs con 21 estados
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Figura A.20. Tiempos de ejecucion promedio para NFAs de Tabakov-
Vardi de 21 estados. 78




Tiempo vs largos de palabras para NFAs de Tabakov-Vardi NFAs con 22 estados
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Figura A.21. Tiempos de ejecucion promedio para NFAs de Tabakov-
Vardi de 22 estados. 79




Tiempo vs largos de palabras para NFAs de Tabakov-Vardi NFAs con 23 estados
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Figura A.22. Tiempos de ejecucion promedio para NFAs de Tabakov-
Vardi de 23 estados. 80




Tiempo vs largos de palabras para NFAs de Tabakov-Vardi NFAs con 24 estados
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Figura A.23. Tiempos de ejecucion promedio para NFAs de Tabakov-
Vardi de 24 estados. 81




Tiempo vs largos de palabras para NFAs de Tabakov-Vardi NFAs con 25 estados
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Figura A.24. Tiempos de ejecucion promedio para NFAs de Tabakov-
Vardi de 25 estados. 82




Tiempo vs largos de palabras para NFAs de Tabakov-Vardi NFAs con 26 estados
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Figura A.25. Tiempos de ejecucion promedio para NFAs de Tabakov-
Vardi de 26 estados. 83




Tiempo vs largos de palabras para NFAs de Tabakov-Vardi NFAs con 27 estados
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Figura A.26. Tiempos de ejecucion promedio para NFAs de Tabakov-
Vardi de 27 estados. 84




Tiempo vs largos de palabras para NFAs de Tabakov-Vardi NFAs con 28 estados
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Figura A.27. Tiempos de ejecucion promedio para NFAs de Tabakov-
Vardi de 28 estados. 85




Tiempo vs largos de palabras para NFAs de Tabakov-Vardi NFAs con 29 estados
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Figura A.28. Tiempos de ejecucion promedio para NFAs de Tabakov-
Vardi de 29 estados. 86




Tiempo vs largos de palabras para NFAs de Tabakov-Vardi NFAs con 30 estados

—FB
DET
, | — DET-M
10 — FPRAS-NI
—— FPRAS-L
—FPRAS
FPRAS-S
101 |
100 |
Y
g 107"
.9
H
10—2 |
1073 |
1074 |

T T
0 10 20 30 40 50 60 70 &8 90 100
Largo de palabras a contar

Figura A.29. Tiempos de ejecucion promedio para NFAs de Tabakov-
Vardi de 30 estados. 87




Tiempo vs largos de palabras para NFAs de Tabakov-Vardi NFAs con 31 estados
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Figura A.30. Tiempos de ejecucion promedio para NFAs de Tabakov-
Vardi de 31 estados. 88




Tiempo vs largos de palabras para NFAs de Tabakov-Vardi NFAs con 32 estados
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Figura A.31. Tiempos de ejecucion promedio para NFAs de Tabakov-
Vardi de 32 estados. 89




Tiempo vs largos de palabras para NFAs de Tabakov-Vardi NFAs con 33 estados
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Figura A.32. Tiempos de ejecucion promedio para NFAs de Tabakov-
Vardi de 33 estados. 90




Tiempo vs largos de palabras para NFAs de Tabakov-Vardi NFAs con 34 estados
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Figura A.33. Tiempos de ejecucion promedio para NFAs de Tabakov-
Vardi de 34 estados. 91




Tiempo vs largos de palabras para NFAs de Tabakov-Vardi NFAs con 35 estados
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Figura A.34. Tiempos de ejecucion promedio para NFAs de Tabakov-
Vardi de 35 estados. 92




Tiempo vs largos de palabras para NFAs de Tabakov-Vardi NFAs con 36 estados
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Figura A.35. Tiempos de ejecucion promedio para NFAs de Tabakov-
Vardi de 36 estados. 93




Tiempo vs largos de palabras para NFAs de Tabakov-Vardi NFAs con 37 estados
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Figura A.36. Tiempos de ejecucion promedio para NFAs de Tabakov-
Vardi de 37 estados. 94




Tiempo vs largos de palabras para NFAs de Tabakov-Vardi NFAs con 38 estados
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Figura A.37. Tiempos de ejecucion promedio para NFAs de Tabakov-
Vardi de 38 estados. 95




Tiempo vs largos de palabras para NFAs de Tabakov-Vardi NFAs con 39 estados
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Figura A.38. Tiempos de ejecucion promedio para NFAs de Tabakov-
Vardi de 39 estados. 96




Tiempo vs largos de palabras para NFAs de Tabakov-Vardi NFAs con 40 estados
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Figura A.39. Tiempos de ejecucion promedio para NFAs de Tabakov-
Vardi de 40 estados. 97




Tiempo vs largos de palabras para NFAs de Tabakov-Vardi NFAs con 41 estados
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Figura A.40. Tiempos de ejecucion promedio para NFAs de Tabakov-
Vardi de 41 estados. 98




Tiempo vs largos de palabras para NFAs de Tabakov-Vardi NFAs con 42 estados
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Figura A.41. Tiempos de ejecucion promedio para NFAs de Tabakov-
Vardi de 42 estados. 29




Tiempo vs largos de palabras para NFAs de Tabakov-Vardi NFAs con 43 estados
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Figura A.42. Tiempos de ejecucion promedio para NFAs de Tabakov-
Vardi de 43 estados. 100




Tiempo vs largos de palabras para NFAs de Tabakov-Vardi NFAs con 44 estados

Tiempo (s)

—FB
DET

— DET-M

| —— FPRAS-NI

” ——FPRAS-L

—— FPRAS
FPRAS-S

102 |

1072

A AN/ ,_,J\c’\

1073 |

T T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Largo de palabras a contar

Figura A.43. Tiempos de ejecucion promedio para NFAs de Tabakov-
Vardi de 44 estados. 101




Tiempo vs largos de palabras para NFAs de Tabakov-Vardi NFAs con 45 estados
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Figura A.44. Tiempos de ejecucion promedio para NFAs de Tabakov-
Vardi de 45 estados. 102




Tiempo vs largos de palabras para NFAs de Tabakov-Vardi NFAs con 46 estados
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Figura A.45. Tiempos de ejecucion promedio para NFAs de Tabakov-
Vardi de 46 estados. 103




Tiempo vs largos de palabras para NFAs de Tabakov-Vardi NFAs con 47 estados
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Figura A.46. Tiempos de ejecucion promedio para NFAs de Tabakov-
Vardi de 47 estados. 104




Tiempo vs largos de palabras para NFAs de Tabakov-Vardi NFAs con 48 estados
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Figura A.47. Tiempos de ejecucion promedio para NFAs de Tabakov-
Vardi de 48 estados. 105




Tiempo vs largos de palabras para NFAs de Tabakov-Vardi NFAs con 49 estados
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Figura A.48. Tiempos de ejecucion promedio para NFAs de Tabakov-
Vardi de 49 estados. 106
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