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Resumen

En este trabajo se realizé un estudio de las ecuaciones de Foppl-von Kar-
man con el objetivo de entender la transicién entre turbulencia de onda
débil y fuerte. Para esto, se utilizé6 un método no-perturbativo proveniente
de turbulencia hidrodindmica llamado Direct Interaction Approximation.
En esta tesis logramos establecer las ecuaciones DIA para las ecuaciones de
Foppl-von Karman sujetas a inyeccién de energia y disipacién viscosa. El
formalismo se puede utilizar para otras ecuaciones de campo cuya no lin-
ealidad sea cibica. A pesar que no se alcanzé a estudiar el comportamiento
exacto de estas ecuaciones, se analizd el estado estacionario. Asi, se logréd
determinar una condicién para que esto ocurriera y se demostré la intima
relacién de dicho estado con la relacion de Fluctuacién-Disipacion. Comen-
tarios sobre las dificultades para realizar simulaciones numéricas se pueden

encontrar al final de la tesis.
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Chapter 1

Introduccion

La palabra turbulencia o el adjetivo turbulento son de uso comun en varias lenguas. En espaifiol, general-
mente se ocupan para referirse a alguna situacion que sea agitada y desordenada segin la Real Academia
de la Lengua Espafiola. Si bien esta descripciéon no estd lejos de la realidad del fenémeno en si, ya desde
comienzos de 1800 ha habido gente que intenta descifrar sus propiedades cuantitativas. Segtn el trabajo de
Darrigol [I], en 1822 Henri Navier ya habia hecho notar la diferencia entre flujos lineales y no-lineales. Luego
fue Osborne Reynolds en 1883 el encargado de caracterizar la transicién entre ambos estados. Sin embargo,
recién en 1887 William Thomson, conocido usualmente como Lord Kelvin, introdujo la palabra turbulencia
en su trabajo titulado Stability of motion [2].

A pesar de que los origenes de Teoria de Turbulencia son en hidrodindmica, actualmente se sabe que es
un fenémeno ubicuo y, desde el siglo 20, que no estd necesariamente ligado a fluidos como es el caso de
las ecuaciones de Navier-Stokes(NS). Entre los sistemas que presentan un comportamiento similar podemos
encontrar MHD[3], ondas gravitacionales [4], plasma [5], condensados de Bose-Einstein [6], entre otros. Sin
embargo, a pesar de que la variedad de sistemas aumentd, el problema de turbulencia es atin un desafio
para la fisica no lineal y la mecédnica estadistica. Matematicamente las ecuaciones se caracterizan por la
influencia de términos no lineales y numéricamente requiere de una capacidad de procesamiento gigante:
en 1970 Orszag estimé que para un nimero de Reynolds suficientemente alto, la cantidad de operaciones
necesarias para encontrar la solucién son del orden de 10?° [7]. Experimentalmente la situacién no es mucho.
Si bien es posible alcanzar un nimero Reynolds suficientemente alto, las suposiciones més generales como

isotropia y/o homogeneidad son cominmente invalidas en sistemas reales. Para experimentos dentro de un
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laboratorio, existen problemas como el efecto de caja finita o la incapacidad de crear las mismas condiciones
iniciales. Aunque con respecto a esto ultimo existen autores que argumentan que recrear las mismas condi-
ciones iniciales no es una condicién necesaria.

Hoy en dia sabemos que el fenémeno de turbulencia no estd necesariamente relacionado con fluidos, sino
que existen sistemas ondulatorios que se comportan de manera similar. Esta rama se conoce como Wave
Turbulence(WT) o turbulencia débil, que surge a partir de disminuir la influencia de la no-linealidad que
rige al sistema. Quizéds el mayor logro de esta rama corresponde a lo que se conoce como ecuacion cinética
, primera vez presentada por Robert Peierls en 1929 en el estudio de fonones en cristales anharmonicos [§].
Esta ecuacion describe la dindmica de las densidades espectrales y lo més importante es que exhibe una
de las caracteristicas fundamentales de turbulencia: una solucién con flujo constante de energia. Ademas,
comparte una serie de propiedades generales con la ecuacién de Boltzmann para gases.

Aunque WT ha logrado describir teéricamente con gran certeza un gran ntmero de sistemas, la necesidad
de una teoria analitica para el caso de fuerte no-linealidad es necesaria. Por ejemplo, se puede encontrar
una condicién para la cual WT deja de ser valida y por ende se presenta la posibilidad de una coexistencia
de turbulencia débil y fuerte como correctamente se analiza para el caso de ondas de Langmuir en [9]. Este
comportamiento fue estudiado numéricamente por Robinson, Newman y Rubenchik en 1992 [10].

Entre los resultados teéricos fundamentales podemos destacar el trabajo de Kolmogorov y Obukhov, quienes
en 1941 reciclaron hébilmente la hipétesis de Lewis Richardson sobre la dindmica de interaccién de un con-
junto de vortices. Esto permitié calcular los exponentes del espectro de energia en espacio de Fourier en
funcién del vector de onda y de la tasa de disipacién de energia. Es interesante notar que este resultado
proviene principalmente de andlisis dimensional. Por desgracia, esto no es suficiente para entender el detalle
de la dindmica completa. Para intentar remediar la carencia de prediccién de la teoria, se ocupa usualmente
un enfoque estadistico. Esto debido a que para sistemas cadticos como turbulencia, es méas abordable pre-
guntarse por cantidades promediadas que por soluciones especificas para ciertas condiciones iniciales. Sin
embargo, aqui nos encontramos con uno de los mayores problemas a resolver dentro del campo: el problema
de clausura. Este consiste en que no hay un cierre con respecto a la dependencia entre los momentos. Por
ejemplo, el momento de orden 2 va a depender necesariamente de momentos de orden mayor y estos a su vez
de unos mayores aiun obteniendo una infinita cantidad de ecuaciones a resolver. Para evitar este desastre, lo
que uno puede hacer es argumentar cémo esos momentos de orden mayor, pueden escribirse en términos de

aquellos de orden menor. Y para esto hay varias elecciones. El primer método fue desarrollado en el contexto
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de Reynolds-average Naviert Stokes equations por Joseph Boussinesq en 1877, el cual obtiene el nombre de
eddy-viscocity constant [11].Por fortuna, en Teoria Cudntica de Campos(QFT) ya se han creado diversos
métodos relacionados a esta situacion. Estos métodos estan basados principalmente en una renormalizacion
de la expansién primitiva de los campos correspondientes. Es asi como nacieron métodos como: Anadlisis de
Wyld [12], Local Energy Transfer (LET)[I3], 14] y Direct Interaction Approximation(DIA) [I5]. Esta dltima
corresponde al trabajo de Robert Kraichnan, quien luego termina modificando su teoria debido a que no
lograba predecir el mismo exponente que Kolmogorov.

A pesar de que puede parecer una prioridad abordar el problema de turbulencia desde un punto de vista
general, el objetivo de este trabajo serd algo més especifico. Nos enfocaremos en el estudio de turbulencia
fuerte para una placa elastica, cuya amplitud de deformacién viene dada por las ecuaciones de Foppl-von
Karman [16]. Recientemente, este caso fue estudiado numéricamente [17]. Entender la turbulencia fuerte en
este sistema, asi como su transicién desde WT, creemos que permitird mejorar el entendimiento de turbu-
lencia como fenémeno universal.

Aunque en principio estas ecuaciones son completamente no lineales, el espectro en el régimen de no lin-
ealidad débil ha sido ya estudiado tedrica, numérica [I8] y experimentalmente [19, 20, 21]. Sin embargo,
existen situaciones fisicas en las que la no-linealidad gobernard la dindmica del sistema. Precisamente en
este régimen es donde veremos cambios sustanciales a lo ya estudiado por WT, ya que no observaremos el
espectro de Kolmogorov-Zakharov(KZ). Esto debido a que el espectro KZ es vélido en el régimen débilmente
no lineal. Haciendo simulaciones directas de la amplitud de desplazamiento dada por las ecuaciones de
Foppl-von Karmén, se midié el flujo promedio de energia para los 2 tipos de energia asociados de la placa:
la parte cinética y la parte de stretching [17]. En vemos cémo el flujo de energia cinética en el rango
inercial es considerablemente dominante por sobre el flujo de energia de la parte de stretching, cuya razon
de ser nulo es argumentada tedricamente. Este flujo de energia cinética conlleva a una ventana inercial
exhibiendo el famoso espectro de Kolmogorov —5/3. Es por esto que la motivacién principal de este trabajo
consiste en entender este cambio de exponente y lo que corresponderia a entender la transicién entre tur-
bulencia débil y fuerte. En esta tesis construiremos un marco tedérico usando un método de perturbaciones
renormalizadas conocido como Direct Interaction Approximation, con el cual ya se han estudiado sistemas
como la ecuacién NS [22] o plasmas [23]. Esperamos que nos permita capturar el comportamiento adecuado

para un sistema de no linealidad fuerte y que en cierto limite reproduzca el comportamiento descrito por WT.
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Figure 1.1: (a): Flujo cinético temporalmente promediado (linea sélidas) y flujo de energia de stretching también
temporalmente promediado(linea discontinua). Aqui, diferentes colores indican realizaciones con distinta amplitud de
forcing. (b): Energia cinética temporalmente promediada. La linea discontinua representa el espectro de Kolmogorov.
En el grifico pequeno se muestra la energia de stretching temporalmente promediada, mientras que la linea discontinua
representa el espectro termalizado. Extraido de [I7]



Chapter 2

Overview de Teoria de Turbulencia y

transicion a WT

2.1  Algunos hechos sobre turbulencia hidrodinamica

La teoria de turbulencia tiene su origen en el estudio de la hidrodinamica y gran parte de la investigacion
actual tanto tedrica como experimental sigue siendo en base al estudio de fluidos. En esta seccién se da a
conocer los aspectos basicos y mas importantes para el caso hidrodinamico. Empezando con las ecuaciones
de Navier-Stokes:

p (?;:—i—u-Vu> =—-VP+u (;V(V-u)—i—vzu) (2.1)

cuyas soluciones corresponden a un campo vectorial conocido usualmente como velocidad del fluido o de
flujo u como funcién de la posicién x y el tiempo t. Aqui p es la densidad del fluido, P es la presion
y w es la viscosidad del fluido que ademés se puede expresar como funcién del estado termodinamico del
sistema. Esta ecuacion ha sido ampliamente estudiada bajo razonables simplificaciones como suponer p = 0
en un caso ideal o suponer que se trata de un fluido incompresible V -u = 0. Si se tiene la intencién
de estudiar estados fuera del equilibrio termodindmico como lo es turbulencia, la alta no linealidad de la
ecuacién es inevitable. Los problemas no terminan ahi. Como turbulencia representa un movimiento cadtico,
es decir, pequenas perturbaciones en las condiciones iniciales pueden resultar en trayectorias muy distintas, es
demasiado optimista intentar una descripcién determinista. Es por esto que conviene empezar por analisis

estadistico de propiedades macroscopicas del sistema: como la energia. Estudiar el problema en espacio
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Fourier otorga una pequena ventaja respecto a la imagen que uno debe tener para sistemas turbulentos: una
cascada de energia a través de las diferentes escalas espaciales. Asi, decimos que la energia total del sistema

FE corresponde a

E= / " Bya(k)dk (2.2)

donde E34(k) es el espectro de energia para un sistema de 3 dimensiones dado por:

Esq(k) = 2(2177)3 /_Z(u(x)u(x +r))e kTdr (2.3)

donde el promedio (-) se puede pensar en un sistema homogéneo de tal modo que solo dependa de la difer-
encia de los argumentos de las variables promediadas. Adicionalmente, uno puede enfocarse en turbulencia
isotrépica , es decir, E3q(k) = E3q(|k|) para asi definir Ey4(k) = 47k%E34(|k|)

Luego, para poder imaginar que estd ocurriendo con las escalas de Fourier, Richardson logré capturar el
proceso en un solo concepto: cascada de energia. Richardson postul6 ( ver que el estado turbulento
comenzaba con una inyeccién de energia hacia las grandes escalas ( pensar en remolinos para turbulen-
cia hidrodindmica). Luego, de la interaccién de estas grandes escalas( interaccién local) aparecian escalas
levemente menores, las cuales interactuaban produciendo escalas atin menores. Esta secuencia terminaba
cuando a cierta escala, considerada bajo ciertos parametros ”pequefia”’, ya entraba a jugar un rol importante
la disipacion del sistema.

Usando esta idea, en 1941 Kolmogorov y Obukhov insertaron la hipdtesis de la ventana inercial. Esta
consiste en que para numeros de onda lejanos a la escala de inyeccién k; y a su vez lejanos a la de disipacién
kq (i.e k; < k < kq), las propiedades fisicas del sistema sélo dependerdn de la tasa de disipacién de energia
€ . Asi, surge el siguiente argumento dimensional: la hipétesis de Kolmogorov-Obukhov se puede escribir

como E(k) ~ €*kb, mientras que [E(k)] = [E][L] ( L es longitud). Luego , [E] = [u?] = m?/s® mientras que

u2

le] = [%] = ’:—32 De esta forma podemos concluir que
E(k) = C&/3k=5/3

conocido como el espectro de Kolmogorov (K41) donde C' es la constante de Kolmogorov .Por lo que el
proceso en su totalidad se verfa como en la figura [2.2]

A pesar de que varios experimentos apoyan la idea de C' = 0.5, hay varios aspectos a discutir. Por ejem-

10
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Energy injection

Figure 2.1: Tmagen que representa el concepto de cascada de energfa de Richardson [24]

[ Inertial range

/ Dissipation range

Production range

-k

Figure 2.2: Grafico del espectro tedrico de energfa segin las ideas de Kolmogorov y Obukhov [25]
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plo, en un principio uno podria preguntarse cosas como: ;Es esta constante un nimero universal o podra
depender del sistema en cuestion?; dado que el flujo estd determinado por el nimero de Reynolds, ;habra
una relacién de esta constante y el nimero de Reynolds?. Con respecto a la primera, hay resultados que
muestran distintas mediciones de esta constante: como por ejemplo en MHD [26], sin embargo, atribuyen
esta diferencia a transferencias de energia ineficientes. Para la segunda pregunta, existe evidencia que esta

constante si puede tener relacién con el nimero de Reynolds [27].

2.2 Problema de clausura

Un importante aspecto a mencionar corresponde al problema de clausura. En general, los sistemas no

lineales mencionados se pueden llevar a la siguiente estructura mediante la transformada de Fourier:

Lay = Z Ipar...anqy - - - Ag, (2.4)

q1---9n

donde a, puede ser la transformada del campo o alguna combinacién de transformada de los campos
dindmicos, mientras que L representa un operador diferencial lineal como por ejemplo J; + v, donde v
podria ser la viscosidad. Jpg,.. 4, € C es el coeficiente de interacciéon entre los respectivos modos y la suma
va sobre los modos de Fourier. La ecuacién [2.4] corresponde a un sistema de n + 1 modos interactuantes. Tal
y como se dijo anteriormente, es conveniente abordar este tipo de ecuaciones desde un enfoque estadistico,
de modo que si nos interesa la evolucién temporal del momento de orden 2: (a,(t)ay(t')), lo que hacemos es

multiplicar por ay(t') =: a;,* y promediar, obteniendo:

apa Z Ipgr..qn(Ggy - - - Qq, p> (2.5)

q1---gn

Aqui dejaremos (por mientras) abierto el significado de promediar debido a la cantidad de formas posibles
para hacerlo (ensemble mediante condiciones iniciales aleatorias, promedio en tiempo, insertando a mano
variables aleatorias , random-coupling , etc), sin embargo asumiremos que ni el operador diferencial £ ni el
coeficiente de interaccién Jpg,. 4, son variables aleatorias. Lo importante a notar es ver cémo el momento
de orden 2 depende necesariamente del momento de orden n + 1 y, por lo tanto, habria que saber como éste

evoluciona. Claramente si queremos saber su dindmica , vamos a necesitar de la evoluciéon del momento de

12
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orden 2n:

£<aq1 c a’KInap*> = Z JQ1k1...kn <ak1 oo Ok, Qg - - ap*> (26)

ki...kn
y asi infinitamente. Esto es lo que se conoce como problema de clausura. Sin embargo, una clara ventaja es
que da la posibilidad de la comparacién de distintos resultados y por ende distintos procesos, bajo distintas

elecciones.

2.3 Wave Turbulence

Cerca de los anos 60 se observaron propiedades turbulentas para sistemas ondulatorios no lineales. Ahora,
si bien el término no lineal es un factor importante a considerar para entender la dindmica exacta del
sistema, la existencia de un pardmetro pequeno permite un andlisis perturbativo. Esto quiere decir que
podemos considerar los casos en que el término no lineal estd dominado por un parametro pequeno y atacar el
problema desde distintos puntos de vista pues la solucién base(lineal) esta dada por la famosa y extensamente
estudiada: ecuacion de onda. La combinacién de estas ideas da origen a la rama conocida usualmente como
Wave Turbulence o Weak Turbulence. Esta se puede definir como un sistema de ondas aleatorias y no lineales
llevado fuera del equilibrio. Este fenémeno, de igual forma que lo anterior, se puede encontrar en muchos
sistemas y a distintas escalas. Partiendo desde escalas cudnticas como para NLS [0, 28], escalas cldsicas como
ondas de capilaridad en la superficie de agua[29] y escalas planetarias como ondas de Alfvén [30].

En general, los sistemas a estudiar se pueden clasificar no sélo segtin la escala sino que hay mas categorias.

Una de ellas, es segtn la relacién de dispersién que cumplen sus componentes lineales, por ejemplo:
1. Ondas de gravedad en una superficie de agua w ~ k*/2
2. Ondas de capilaridad w ~ k3/2
3. Ondas en una placa eldstica w ~ k2
4. Ondas de Kelvin ( bajo ciertas aproximaciones) w ~ k>

Aqui hay 2 aspectos importantes. Lo primero es mencionar que claramente la relacién de dispersién no tiene
que ser necesariamente una ley en potencia, por ejemplo esta el caso de la famosa relacién de Bogoliubov.
Segundo, debemos mencionar que hay un caso en particular que debe ser tratado con cuidado, especialmente

en el contexto de WT: sistemas no dispersivos (i.e w ~ k). Esto debido a que al ser no dispersivos, la

13
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Injection of energy
at large scales

Flux of energy
on the inertial range

1 Dissipation of energy

at small scales

Figure 2.3: Analogia de la cascada de Richardson para un sistema ondulatorio

velocidad de grupo es constante y por ende la interacciéon no-lineal puede crecer de manera considerable
generando estructuras como ondas de choque destruyendo la turbulencia de ondas.
Otra forma de clasificacién que podemos hacer sencillamente es segin el numero de ondas interactuantes. |,

A qué nos referimos con esto? Escribiendo la ecuacion para un caso ondulatorio (v — wy ) considerada

en su forma mas general usando la notacion de Newell para las variables canénicas, es decir, s =10 s = —1
+1._ -1 ._ .
de modo que a; " :=ax y a = a’y [31]:
S _ §81...8 S1 s
@+t = 3 / X (2.7)
81...8

El niimero de ondas esta generalmente ligado al grado de no linealidad de la ecuacién dindmica propia del
sistema [[] Podemos mencionar distintos casos con diferente grado de interaccién como sistemas de 3 ondas
( MHD [34]) y de 4 ondas como ondas de Langmuir [35].Estos tltimos suelen presentarse para casos en que

hay simetria tipo z — —z. Ordenes superiores son mas escasos, pero podemos encontrar grado 5 en ondas

! En ocaciones si la relacién de dispersién no permite soluciones no triviales de la ecuacién resonante dada por §(w=+siwi +. . .)(
como en , es necesario considerar el estudio de un numero mayor de ondas via transformaciones no lineales. Un ejemplo
claro de esto es cuando w ~ k* y a < 1, como en ondas de gravedad|32], [33]

14
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C(thz)‘ \\\“~\,, ___——""//

Figure 2.4: Representacién gréafica de una placa eldstica de dimension Lq X Ly y con amplitud de deformacién vertical
¢(z1,z2) como funcién de las coordenadas del plano horizontal.

de gravedad en 1D [33] e incluso 6 ondas para turbulencia de ondas éptica en 1D [36].

Para ejemplificar esto, usaremos el caso fisico de la placa eldstica. Primero que todo, este sistema corresponde
a una placa (ver figura con cierta densidad de masa p y cierto ancho h. Al anadirle la palabra eldstica,
nos referimos a que la descripcién del sistema se hard mediante la amplitud de deformacién vertical de la
placa ¢ , la cual sentird fuerzas hookianas. El valor de ¢ vendrda dado por pardametros como el médulo
de Young E y el radio de Poisson . Ademas la evolucion estd gobernada por la versiéon dinamica de las

ecuaciones de Foppl-von Karmén:

2 2
paEe ) =~ A + 1) 2.9
AN = {60 (29

donde x representa el stress interno, llamado funcién de stress de Airy y {f, 9} = faa9yy + fyyGzz — 2f2yGzy-
Estas ecuaciones conservan la energia mecénica total de la placa elastica y el momentum del centro de masa.
Ademds, provienen de una estructura Hamiltoniana que incluye por separado, términos positivos asociados

a la energia cinética y términos no lineales consecuencia de la geometria de la deformacion. Mediante
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transformada de Fourier y cambio de variables, podemos llevar las ecuaciones y a una ecuacién de

interaccion de 4 ondas EL

o . . ,
(825 + zswk> ae(t) =D enss S Ditertokes G, (D (H)ays (8)0 (ka + ko + k3 — k)dkizg (2.10)
A su vez, el coeficiente de interaccién estd dado por

—Zlg _
Liadicn, = G2 (W-kWia Wiatks) Y2 (T sy kekes + Totdeoeries + Tkeskoks) (2.11)

donde wy se obtiene de la relacion de dispersion en su forma lineal y

1 1 1
T = ki x ko)?(ks x kyq)?
kakakake = g <|k1+k2\2+ \k3+k42>( 1kl k)

Matematicamente, uno se puede desligar un poco de la fisica y estudiar estos modelos desde un punto de
vista genérico. Para esto, lo tinico necesario es ocupar la ecuacion y que el coeficiente de interaccién

satisfaga una serie de propiedades:

*
S$818283  __ $S818283 _ S$818283
L. ka1k2k3 - <ka1k2k3) - _ka1k2k3

2. Lty es simétrico en (1,2,3)
3. L2125 — ) do k k ks =0
- Lk kokg — U cuando 1+ ko +k3g =
4. Lf(lliisﬁ;is =4 Li“ﬁfﬁjig cuando ki + ko + ks = k.

El aspecto més importante de todos estos sistemas es que, en el limite débilmente no-lineal, presentan un
natural cierre de las ecuaciones dindmicas y como consecuencia principal se obtiene una ecuacién cinética
para las densidades espectrales definidas por ny(t) := (|ax|?). El nombre que se le dio a esta cantidad
fisica puede ser explicado de distintas formas, mas adelante se hard mediante la relacién con un proceso de
coagulacién-fragmentacién. La expresion exacta de la ecuacion cinética varia ligeramente dependiendo de la

cantidad de ondas interactuantes, sin embargo todas ellas tienen la misma estructura. A modo de ejemplo,

2Esta ecuacién se obtiene de escribir el hamiltoniano de las ecuaciones de Féppl-von Karmdn haciendo una transformacién
de Fourier a la amplitud de deformacién( detalles de la derivacién en [I8]). Acd Ay(t) := %(X;klgsk(t) + isxskCsk(t)) con

Xsk ‘= m, (x la transformada de Fourier de la amplitud de deformacién, p es la densidad de masa de la placa y h es el

ancho de la placa
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a 1 (0RO t t

le=10 |

Figure 2.5: Simulacién numérica del espectro de (|¢x|?)(linea sélida) comparado con el espectro esperado(linea
punteada) obtenida de [18].

la ecuacion cinética correspondiente a una placa eldstica es :

ony,k l S s s
2 _ 4 l2s18283 |2 2 1 2 3
5 12leme” [ L3230 e ey ey Pk 0 = 0 = = = =

n n n
515283 ki ko k3

X(S(lQWk — S1Wk; — SoWk, — 83Wk3)5(k1 + ko + k3 — k)dk123 (2.12)

siendo € el parametro pequeno y el coeficiente viene dado por la expresiéon anterior La ecuacidn cinética
es de gran importancia en el estudio de WT por varias razones. Para comenzar, ésta despliega propiedades
como: conservacién de la energia lineal definida por E,. := %Z s | dkwyngy y la presencia de un teorema
H. ; Por qué de pronto nos interesa la termodindmica del asunto si queremos estudiar sistemas fuera del
equilibrio? Porque a pesar de que las ecuaciones dinamicas iniciales presenten reversibilidad, la ecuacién
cinética muestra una evolucién directa hacia el equilibrio termodindmico para un sistema aislado. Es por
esto que si uno define la entropia fuera del equilibrio como S = %Z s [ dkInng , podemos demostrar que
efectivamente %(t) > 0 para todo t en un sistema aislado. M4&s atin, para el caso en que el sistema llega
al equilibrio termodinamico ,i.e %(t) = 0, obtenemos lo que se conoce como distribuciéon de Raylegh-Jeans

Nk ~ Wy L asociado a una equiparticién de la energfa.

No obstante, lo més interesante son otro tipo de soluciones: aquellas que permiten un flujo constante de
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energia a través de las escalas. Estas fueron por primera vez presentadas por Vladimir Zakharov en 1965
[37] v se les conoce actualmente como soluciones Kolmogorov-Zakharov (KZ) debido a que corresponden al
espectro analogo encontrado por Kolmogorov para turbulencia hidrodindmica. Estas soluciones se encuentran
a partir de estudiar el caso estacionario de la ecuacién cinética, i.e, %“ = 0 y posteriormente realizar las
famosas transformaciones de Zakharov, las cuales varian ligeramente dependiendo del nimero de ondas
interactuantes. Estas transformaciones deben ser tratadas con cuidado, ya que traslada los puntos 0 a
infinito y viceversa por lo que podria ocurrir una cancelacién de una divergencia con otra de signo opuesto.
Usualmente si la integral del término colisional converge, entonces el espectro es una solucién vélida y decimos
que es local. Finalmente y tomando como ejemplo la ecuacion cinética [2.12] si decimos que el sistema es
isotrépico (nx = ng) y que nuestra solucién va como una ley en potencia ny = AkY, entonces encontramos
queﬂ:

2
v=—3f-d = n= Ak—38-d (2.13)

siendo [ el grado de homogeneidad del coeficiente de interaccién:
L12515283 _ aﬁL12515283 (2 14)
akakiakoaks ~ kkikoks °

y d es la dimensién del espacio vectorial de Fourier. Este resultado se conoce como espectro KZ. Ahora,
facilmente uno puede preguntarse, ;qué tiene que ver esto con un flujo constante de energia? Para poder ver
este resultado haremos el siguiente andlisis. La energia para cada modo Ej estd usualmente ligada al flujo

de energia entre las escalas P, a través de

OE,

—(k,t) = ———(k,t 2.15

1 t) = =S (k1) (215)

lo cual representa una ecuacién de continuidad para la energfa. Ahora si E = [ dkwyny, es decir no
linealidad débil H.;, > H;,: ( para sistemas Hamiltonianos obviamente), entonces Ej := Qlwpnipkd1 .

Luego, 66%(75) = wk%(t). Por lo que si analizamos el caso estacionario obtenemos que Pj debe ser una

constante, es decir, P, no debe depender de k. Analizando los exponentes vemos que si insertamos el espectro
KZ en entonces veremos que P, = P ~ kC.

Un importante punto a destacar acd es que para un sistema con mas ondas el proceso es similar. Esto tiene

3 Esta no es la tnica solucién que uno puede encontrar. Es posible ademés encontrar otra solucién pero que esté ligada a lo
que se conoce como cascada inversa del waveaction y corresponde a v = ,%g —d+ %a donde wy ~ k°.
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como consecuencia una gran diferencia con el espectro de Kolmogorov de hidrodindmica y es que mientras
ese resultado es a través de andlisis dimensional, el espectro KZ se obtiene de forma analitica y la constante
de de Kolmogorov puede ser calculada. Sin embargo, para sistemas que muestran sélo un parametro de
control es posible derivar dimensionalmente el espectro K7 [24].

La validez de las soluciones de KZ ha sido ya puesta a prueba no sélo para la placa eldstica sino que para
diferentes sistemas. En la figura [2.5| vemos la similitud entre el espectro esperado y la simulaciéon numérica

de la deformacién de la placa eldstica.

2.3.1 Breakdown de WT

Otro aspecto importante es lo que se conoce como Breakdown de WT. Como veremos mas adelante, para
obtener la ecuacién cinética serd necesario hacer un multiscaling en el tiempo. En simples palabras lo que se
hace es separar el tiempo en distintas escalas temporales para asi analizar qué ocurre en cada una de ellas.
Sin embargo, al hacer esto en un sistema de no linealidad débil, estamos asumiendo que la escala temporal
lineal es mucho més rapida que la no-lineal. Para ser méas precisos, en un sistema lineal:

d
ch fwr=0 (2.16)

De aqui sabemos que una solucién posible es z(t) = Ae™“!, asi los cambios en el tiempo estdn dictados
por el producto wt, de modo que la escala temporal lineal 77, ~ w™!. Sin embargo, esto lo pudimos haber
sabido a priori con algo de intuicién. Podemos pensar en esta escala temporal como el inverso de cuanto

estd cambiando el campo en el tiempo y normalizado por el valor del mismo campo. Asi

1dz\*
falhind ~T
x dt L
Con este mismo razonamiento, podemos encontrar la escala temporal para el tiempo no lineal. Si en [2.12

insertamos ny ~ k% obtenemos que %’“ ~ k—3st28-at2d Entonces

id”k ~ 25t2B-a+2d 1
g dt NoL
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Por ende, para que la derivacién de la ecuacion cinética sea plausible analizamos:

-
L ~ k—28+2ﬂ—2a+2d (217)

TNoL
Asi vemos que para pequenas escalas, si —2s + 28 — 2a.+ 2d > 0 entonces el espectro KZ deja de ser valido
y de manera inversa para escalas grandes cuando —2s 4+ 25 — 2a + 2d < 0. Por lo tanto, vemos como el
sistema deja de ser débilmente no lineal y es precisamente esta transicion el comportamiento que esperamos

entender para nuestro sistema.

2.3.2  Analogia con proceso de coagulacion-fragmentacion

A simple vista, ecuaciones como pueden verse bastante complejas y por ende su relacién explicita
con la dindmica de una cascada de energia no es obvia. Sin embargo, este tipo de ecuaciones ya se han
estudiado en sistemas mucho més simples (simples en términos de visualizacién) como en clusters de masas
que interactuan entre ellos. En esta secciéon haremos una breve explicacion de cémo podemos entender la
ecuacidn cinética a partir de estos sistemas como se muestra en [38]. Primero que todos vamos a imaginar un
caso muy simple: un sistema aislado de N pelotas con cierta distribucion de masa. Ahora, vamos a suponer
que estas masas pueden interactuar de tal forma que si vienen 2 pelotas de masa m; y m;, estas se pueden
pegar/fusionar para hacer una pelota de masa m; + m;. Luego, si esto ocurre a una tasa proporcional a:
k(m;, m;)( llamado usualmente kernel), la densidad de pelotas con masa m; (n;) y densidad de pelotas con
masa m; (n;) entonces estamos hablando de un proceso de coagulacién y la dindmica de las densidades viene

dado por la ecuacién de Smoluchowski en su forma discreta:

9 1 i—1 oo
a—?(mi, t) = 3 Z k(m; —mj, mj)n(m; —mj, t)n(m;,t) Z k(mg, mj)n(m;, t)n(m;,t) (2.18)
j=1 j=1

aquf si asumiéramos desde un principio que hay infinitas pelotas entre masas mq y mo entonces esta ecuacion
la podriamos escribir en su forma integral asumiendo que la masa es una variable continua. La ecuacién de
Smoluchowski escrita en palabras corresponde a decir que el cambio de la densidad de pelotas de masa m; (
lado izquierdo) se debe a: el aumento debido a que masas m; y my, se fusionan tal que m; + my = m; y la
reduccién debido a que masas m; se fusionan con cualquier otra masa(lado derecho). Este proceso se puede

ver en la imagen
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Figure 2.6: Proceso de coagulacién tipo Smoluchowski discreto

Miés atin, soluciones tipo de KZ para el caso estacionario han sido ya estudiadas para esta ecuacién [39).
Ahora podemos anadir una interaccién méas en este proceso, y es que para aquellas pelotas que tienen una
masa m;, se pueden fragmentar instantdneamente en una masa m; y otra my, tal que m; = m; + my, y esto
va ser proporcional a las respectivas densidades y a otro Kernel. Entonces, al lado derecho de la ecuacién
vamos a tener términos con signo positivo que representaran procesos en que una masa m; se divide en
m; v my y otros con signo negativo que representaran aquellos casos en que m; se divide.

Con todo esto en mente, podemos hacer perfectamente la analogia. El primer paso consiste en que la ecuacion

cinética se puede llevar a la siguiente forma para el caso isotrépico (derivado explicitamente en [38]):

dN,,
dt

:Sl[Nw1]+S2[NW1]+S3[Nw1] (2'19)

donde el término S7 va a ser de la forma [2.18 mientras que So y S3 van a representar el proceso de frag-
mentacion. Si consideramos sélo el término S el proceso seria de Smoluchowski sélo que en vez de masas,
estamos hablando de ondas de frecuencia w; y wj, que se fusionan en una de w; = w; + wy, tal que la energia

de la densidad de ondas de frecuencias w; aumenta en (w; + wg) K1 (wj, wk)Nw]. N,,.. De manera andloga se
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pueden ver Sy y S3 como procesos de fragmentacién pero cada uno de ellos con diferente kernel y por ende
a diferente tasa.

Ahora, jcudl es el punto de mencionar esta analogia? Ver turbulencia de ondas como un proceso de frag-
mentacion-coagulacion tiene una serie de ventajas. En el trabajo antes senalado explican los ventajas desde el
punto de vista numérico principalmente. Es por esto que acé senalaremos los beneficios y posibles beneficios
desde una mirada tedrica. En primer lugar, modelos de con Kernels simplificados han sido vastamente
estudiados por la comunidad del proceso de coagulacién [40] , de modo que una répida comparacién de
resultados es completamente accesible. Segundo, es bien sabido que el espectro de energia para la cascada
antes descrita estd en el corazén de teoria de turbulencia. Sin embargo, si a priori intentamos visualizar
que tiene en comun un vaso de una bebida gaseosa lleno de espuma con el sonido de una placa elastica o
con la deformacién del espacio-tiempo generado por colisiones de agujeros negros, la respuesta no es obvia.
Esto puede sugerir que la mas pura esencia de un sistema turbulento estd lejos de ser clara. Finalmente,
como los procesos de fragmentacion-coagulacién son relativamente sencillos de imaginar, la analogia permite
tener una visién mas intuitiva de la dinamica que describe la ecuacién cinética. Mas aun, es por esto mismo
que ahora parece mas facil imaginar escenarios en los cuales turbulencia de ondas es s6lo un caso especial.
Obviamente estos casos no necesariamente estaran relacionados a W'T pero quizas si a otras aproximaciones
de sistemas turbulentos. Por ejemplo, jqué ocurre si la tasa bajo la cual interactiian estos clusters de masas
, varfa con el tiempo? ; Habra alguna dindmica que converja igual al espectro esperado? Ademaés, vimos que
esta dindmica estd fuertemente ligada a la relacién entre las frecuencias dada por la delta de Dirac, por lo que
similarmente §, podremos escribir una dindmica tipo §(ws(t) —ws(t) —wi (t)) tal que para todo ¢t obtengamos el
espectro KZ? Siguiendo esta linea y adelantandonos a lo que se explicard mas adelante, ;podra ser que para
cierto limite, distinto al usado para llegar a W, podremos escribir una teoria perturbativa renormalizada

(DIA, LET, SCF, etc) como un proceso de coagulacién-fragmentacion?
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Chapter 3

Turbulencia fuerte

Como mencionamos anteriormente, el problema de clausura ha sido de los mayores desafios para lograr
obtener una teoria analitica de turbulencia. Hasta ahora hemos visto que ciertos resultados pueden obtenerse
a través de un método perturbativo pensando en que la no linealidad esta controlada por un parametro que
se considera pequeno. Entonces nos podemos preguntar, ; habra alguna forma de lograr de capturar la
dindmica de sistemas turbulentos dominados por la no linealidad? La respuesta no es del todo clara. En
1965, Sir Samuel Edwards senialé la equivalencia entre la ecuaciéon de NS en espacio de Fourier con QFT
pensando en el nimero de Reynolds local como la constante de acoplamiento [41]. Es por esto que poderosos
métodos usados en QFT empezaron a ser reciclados en teoria de turbulencia. Estos métodos corresponden
a teorias de perturbaciones renormalizadas(RPT) y la primera de éstas (en el contexto de turbulencia) fue
desarrollada por Robert Kraichnan desde 1958 bautizada como Direct Interaction Approzimation (DIA)[42]
15]. Sin embargo, ésta no fue la tnica sino que varios exponentes propusieron distintas teorfas como: el
andlisis de Wyld, Local Energy Transfer (LET) de David McComb & Sam Edwards y Self-Consistent Field
Approach (SCF) de Herring [43]. Teéricamente se ha usado DIA para el estudio de turbulencia estacionaria
[15, [44], también podemos encontrar estudios de DIA usando cierres casi-Markovianos [45], y para estudiar
el decaimiento de un sistema turbulento [22].Ademds se ha mostrado una relacién entre las ecuaciones
simplificadas de DIA ( caso estacionario e isotropia) y una aproximacién tipo Fokker-Planck [22]

En este trabajo, se le dard especial énfasis a DIA debido a que este método asegura la existencia de un
modelo estocastico subyacente cuya solucion exacta viene dada por las ecuaciones DIA. Esto conlleva a que

las cantidades fisicas de nuestro interés, como la energia, muestre un buen comportamiento fisico. Esto quiere
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decir, que no encontraremos energias con valores negativas por ejemplo. En la tinica RPT donde observamos
esta ventajosa caracteristica es en DIA . Si bien DIA ha mostrado problemas para entregar el exponente de

Kolmogorov en turbulencia hidrodindmica, esto no es claro para otros sistemas fisicos.

3.1 Origen de DIA: Teoria de Perturbaciones vs RPT

A pesar de que Robert Kraichnan mostré los primeros fundamentos para desarrollar DIA en 1958 en el
contexto de MHD [42], fue en 1959 cuando otorgé las ideas de una manera clara y concisa usando la ecuacién
de NS [15]. En esta seccién, mostraremos las ideas principales bajo las cuales se funda DIA y como difiere
del punto de vista usual de teoria de perturbaciones.

Para empezar, Kraichnan considera la ecuaciéon NS en espacio de Fourier tal que represente un fluido incom-
presible en una caja ctbica de largo L usando condicién de borde periédica (CBP). Lo primero a mencionar
es que el andlisis es bdsicamente el mismo para cualquier sistema de no linealidad cuadrética:
(00 + V) wi(k) = S Pyan() D (Y (K) (3.1)
K/ +k"=k
donde u;(k) es la componente ¢ de la amplitud de Fourier del campo de velocidad del fluido , Pjjn, (k) =

km(i5 — —122) + kj(0im — kj,f;”) y se usé convencién de suma de Einstein para las componentes j, m. Desde

ahora en adelante se ocupard la siguiente notacién u(k, t) = u(k) y u(k,t') = «/(k). Ademds u*(k) = u(—k),
dado que u(x,t) es real. Entonces, el primer paso a explicar es la diferencia que hay entre abordar el
problema pensando en teoria de perturbaciones y DIA. Si pensamos en teoria de perturbaciones el andlisis
serfa el siguiente: Imaginemos que en t = ¢y una fuerza externa f;(k) se enciende y perturba al modo k
y por ende al sistema completo. Por lo que la perturbacién que siente el modo k debido a esta fuerza se

postula/espera que tenga la forma:

5ui (k, t) = /t Rij(k, t, t/)fi(k)dt/ (3.2)

0

donde presentamos la definicién original de R;;(k,t,t") conocida como la funcién respuesta o respuesta de
impulso infinitesimal o en el contexto de QFT seria el Propagador. Si nuestro sistema fuese lineal , la funcion
respuesta seria sélo funcién de k y t — . Como este no es el caso, R es implicitamente funcién de todos los

otros modos entre los respectivos tiempos.

24



CHAPTER 3. TURBULENCIA FUERTE

La primera caracteristica que vamos a senalar del sistema en si, es que Kraichnan sélo considera aque-
llos flujos donde la dependencia estadistica entre los modos viene puramente del término no lineal y no
de condiciones iniciales o fuerzas exteriores. A esta caracteristica le llama maximal randomness. Luego,
un importante punto a considerar es que al tomar el limite L — oo, la perturbacién anteriormente men-
cionada se distribuird sobre una cantidad de modos que es infinita en este limite. Esto nos lleva a la
primera hipétesis propuesta: el principio de dependencia débil. Esto quiere decir que en éste limite, habra
una cantidad infinita de modos que influirdn en la dindmica para cada uno de ellos. Asi, cada uno de
estos acoples debe contribuir una cantidad infinitesimal y por ende el acople que hay entre una triada
(k,p,q) se vuelve infinitamente débil cuando estos vectores son distintos entre si. Asi, momentos como
(ui(k)uj(p)up,(aq)) tienden a 0 en este limite para k # £p # +q. Sin embargo, para otros momentos
ocurrird que (u}(k)u;(—k)ul,(p)un(—p)) — (u;(k)u;(—k))(u,,(p)un(—p)). Esto ademds implica que la de-
pendencia entre amplitud del modo k y su respectiva funcién respuesta, se vuelve de igual forma débil en el
limite. Es necesario aclarar que en ningiin momento debemos confundir completa independencia estadistica
del principio de dependencia débil, ya que en el primer caso obtendriamos que el momento de orden 3 seria
0 y con ello no podria haber una transferencia de energia.

El objetivo principal es calcular el espectro de energia, por lo que necesitamos el momento de orden 2
(ul,(=k)u;(k)) el cual obviamente depende del momento de orden 3 S := (u,(k)u,(p)us(q)) conk+p+q=0

n T

segun Para esto , primero consideremos las soluciones del sistema lineal Uj:
(0 + vEk*) Ui(k) = 0 (3.3)

cuyas soluciones podemos conocer sencillamente dada una condicion inicial. De este modo, escribimos ahora
la solucién de la ecuacién como solucién a cualquier ecuacién diferencial, es decir, una parte homogénea

sumada a una no-homogénea :

ui(k):Ui(k)— Pijm(k) > /t e R (K Y, (Kt (3.4)

k/ +k//

Notar que adentro de la integral estdn las funciones exactas de las amplitudes de los modos, de forma que
como primera aproximaciéon podemos sustituir estas amplitudes por aquellas de primer orden. Asi, podemos

hacer esto iterativamente obteniendo distintos ordenes de aproximacién. De esta forma, si pensamos en el
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principio de dependencia débil y en el hecho de que no hay dependencia estadistica entre los campos a orden

lineal, vemos que la primera aproximacion de S es:

S = (Aun(K)U(p)UL(Q)) + (Un (k) Ar, (p)UL()) + (Un (k) Uy (P) Aug(q)) (3.5)
donde:
t
Aup(k) = | Roni(k,t,t")boi(k, t")dt" + ... (3.6)
to
con:
Ropi(k, t,t') = 66 E () (3.7)
y boi(k,t") = —iPijn(k)Uj(=p)Uy,(—q). Los puntos suspensivos en la ecuacién de Auy(k) denotan la

interacciéon con otros modos que por ahora no parecen importantes por la hipétesis de dependencia débil.
Los otros términos en la expresién de S son completamente andlogos. Entonces, si vemos los promedios
tomados, notamos que estamos promediando sobre variables que son estadisticamente independientes entre
si, a menos que sean los mismos vectores de onda( por eso los puntos suspensivos anteriormente). Asi,

desde el approach de teoria de perturbaciones notamos que el primer término en la contribucién de S sera

proporcional a Ro (k. t,t')(U;(p)U} (=p))(Us(a@) Uy, (—a)).

Entonces, para diferenciar este resultado de DIA ahora consideremos la ecuacién [3.1] en su completitud.
Si pensamos en cudl es el factor que debe influir més sobre el momento de orden 3 para los vectores (k, p,q),
entonces de es intuitivo imaginar que sera la interaccién directa entre estos 3 la que domine por sobre

las demas. Es decir, los siguientes factores:

bi(k,t") = —iPijm(k)u;(—p)um(—q)
bi(p,t") = —iPijm(P)uj(—q)um(—k)
bi(a,t") = —iPjm(a)u;(—k)um(—p) (3.8)

Estos son los términos que aparecen al lado derecho de la ecuacion para cada uno de los modos respec-
tivamente. Cémo vimos anteriormente, en el rumbo de teoria de perturbaciones definimos como du(k) al

incremento que se le tiene que hacer a U(k) para obtener u(k) que corresponde a la amplitud dada por la
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retenciéon de b;(k,t”), b;(p,t") v bi(q,t”) ignorando los otros términos. En otras palabras, es la amplitud
generada por la interaccién directa. Sin embargo, aqui Kraichnan hace la diferencia. Vamos a definir ju(k)
como la diferencia entre la amplitud exacta ( con esto nos referimos la solucién de[3.1)) y el valor que tomaria

si eliminaramos la interaccién directa. Entonces, desde este punto de vista:

S = (Sun(K)u, (P)us(a)) + (un(k)ou, (P)ug(@)) + (un(k)u, (p)dus(a)) (3.9)

pero ahora:

t
St (K) = / Roi (., 1, )i (., ") (3.10)
2

0
ya que por definicién, dijimos que R es la funcién respuesta para una arbitraria perturbacién infinitesimal,
en este caso: la interaccion directa. Por lo tanto, el primer término de la contribucién de S ahora sera

proporcional a

(Rni(k, 1, 1)) (. (P)u (=) (s (@)t (=)

Donde ya separamos los promedios usando el principio de dependencia débil. Y asi, de forma analoga
para los otros 2 términos, obtenemos una ecuacion cerrada para el momento de orden 2. Entonces, cuando
pensabamos en teoria de perturbaciones lo que obtuvimos fue en primera aproximacion una expresién en
términos de las funciones para el caso lineal, mientras que ahora logramos dejar la expresién en términos
de las funciones exactas lo cual es una gigante diferencia. Obviamente podemos llegar al primer caso,
simplemente aproximando u(k) — U(k) y Rpi(k,t,t') — Roni(k,t,t").

Por su puesto, para llegar a obtener DIA todavia queda por resolver la evolucién temporal del promedio de
la funcién respuesta. El célculo con las ideas originales de Kraichnan serd presentado en el apéndice [A]y en
la siguiente seccion con la receta de McComb. En este trabajo, usaremos un método alternativo que permite

una introducciéon més natural de la funcién respuesta. Finalmente, las ecuaciones genéricas de DIA son:

(0 + vg) Ci(t, ) — /tt drx(t, 7)Cx (T, 1) = /tt drF(t, 7)Ri(t', 7) (3.11)
Y t
(0 + i) Ri(t,t') — /t dr¥y(t, 7) R (T, t') = 6(t — t') (3.12)

con Y (t,7) = Zp+q:k Py paPpakBp(T,t)Cq(7,1) y Fk(t,7) := % Zp,q Plg,p,qCP(T’ t)Cq(7,1).
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A primera instancia podemos notar que estas ecuaciones corresponden un sistema con un damping y ruido
no lineales, con lo cual ya se puede sospechar que en esta aproximacion se puede llegar a un caso estacionario.
Hablaremos mas en detalle del caso estacionario al final de este trabajo. También, es importante notar que
una de las caracteristicas que se puede apreciar de inmediato es que se trata de un proceso no-Markoviano.
Recordando en simples palabras, un proceso de Markov es aquél en el cual cada paso de iteraciéon sélo
depende del paso anterior y no de la trayectoria completa. Usualmente, también se les dice a estos procesos
sin memoria. De este modo, si de alguna forma modificiramos DIA haciendo X y F proporcionales a §(t —t)
entonces el proceso se volveria de Markov. Finalmente, podemos destacar que DIA usa una aproximacién

que no estd controlada por algin parametro, es decir, es un método no perturbativo.

3.2 Sistematizacion de DIA y comparacién con LET

A pesar de que todo el procedimiento para llegar a las ecuaciones DIA estd intuitivamente explicado y
detallado en el apéndice [A] hay formas més sisteméticas de llegar al mismo resultado. Con esto queremos
decir que existe una receta a seguir para obtener DIA sin siquiera ponernos a pensar en la hipdtesis de
interaccion directa , lo que resulta en ocaciones una ventaja. Esta receta estd pedagdgicamente explicada
en [46] por McComb. En simples palabras, lo que se hace es anadir a mano un pardmetro A al término no
lineal. Anadimos un términos de inyeccién al lado derecho de la ecuacién y luego, multiplicamos por u'(—k).
Promediamos y expandimos en potencias de A los campos hasta segundo orden. Una vez que esta expansion
esté en términos de los campos a orden lineal, reemplazamos los campos ug por la solucién exacta de la
ecuacion u. La ecuacion de la funcion respuesta es completamente andloga. Fste método esta ilustrado en
una forma tipo receta en el apéndice [F]

Como mencionamos anteriormente, en todo el proceso jamds se hizo alusién a la hipétesis de interaccion
directa. Esto tiene la gran ventaja de que entonces podemos calcular las ecuaciones DIA para ecuaciones

lineales que ni siquiera se componen de interaccién de modos, por ejemplo, un oscilador de Duffing:

2

d
Hf +kx + B2® =0 (3.13)

El testeo de la validez de DIA mediante ecuaciones ”simples” cuyas soluciones se conocen de manera exacta

ya se ha hecho. Ahora nos enfocaremos en un oscilador estocastico. Bowman [45] compara la funcién
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respuesta que entrega DIA con la solucién exacta del sistema [48]. El modelo original corresponde a:

dy B
- Hiwt)v(t) =0 (3.14)

donde w(t) es una variable aleatoria independiente del campo con

t—t’

(wtlw(t') = % =

siendo 2 y 7. nimeros especificados. La funcién respuesta se obtiene mediante el método original presentado
en el resumen de DIA en el apéndice Este modelo fue detalladamente estudiado por Kubo [48] y por
ende, el facil acceso a una comparacién entre los distintos resultados ( numéricos y exactos). La funcién

respuesta que encuentra Kubo en el limite de tiempos pequenos comparado con 7. es:
R(t) = H(r)e #7°/2 (3.15)

donde H es la funcién escalén. La funcién respuesta de DIA viene dada por la ecuacién:

dR

E(T) + /OT dtR(t)F(t)R(T —t) = 0(7) (3.16)

cuya solucion para el limite 7 < 7, es:

R(r) = H(ﬂ“ﬁf” (3.17)

siendo J; la funcién de Bessel de primera especie. Como bien podemos ver en la figura la solucién
entregada por DIA coincide cualitativamente con el comportamiento de decaimiento de la solucién exacta y
en la escala temporal de decaimiento. Sin embargo, podemos encontrar notorias diferencias: la solucién de
DIA presenta oscilaciones mientras que el decaimiento de la solucién exacta es exponencial.

Luego, como bien dijimos, DIA no es la tinica ni la méas ”exitosa” de las RPT mencionadas anteriormente.
En 1974 fue cuando WD McComb logré visualizar la razén por la cual tanto DIA como la teoria de Edwards
eran incompatibles con el espectro de Kolmogorov. McComb noté problemas con respecto al signo del
espectro de transferencia inercial, usualmente denotado en la literatura como 7'(k) y su relacién directa con

k. Es por esto que la propuesta de McComb consistié en proponer la existencia de una funciéon de Green
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---------- Exact
a DIA (code) K = =

—o—— DIA {analytical)
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Figure 3.1: Comparacién de la solucién exacta de la funcién respuesta para el caso 7 < 7. y la funcién respuesta
entregada por DIA (numéricamente y analiticamente [3.17)). Ademds, estd la comparacién con otro tipo de
aproximaciones como la Quasi-Linear. Extraido de [45].

H (funcién andloga a la funcién respuesta de DIA) que propague la solucién exacta de la ecuacién de NS
desde alguna condicién inicial. Esto lleva a que las ecuaciones de DIA y de LET sean equivalentes para la
funcién de correlacion, a diferencia de aquella para la funcién H que presenta un término extra. Justamente
es la presencia de este término extra lo que permite la compatibilidad de LET con el exponente esperado
en el espectro. Finalmente vale mencionar que en [46] se encuentra una detallada comparacién entre las
distintas RPT para el caso de turbulencia no estacionaria (en decaimiento). Estas comparaciones van desde
predicciones tedricas a mediciones numéricas del espectro de energia, espectro de disipacién y espectro de

transferencia.

3.3 Realizabilidad de DIA

Una de las razones para escoger DIA como cierre renormalizado es que este conlleva la existencia de
un modelo estocdstico cuya solucion exacta viene dada por DIA. Esta propiedad es cominmente llamada

realizabilidad. Para un cierre estadistico es de vital importancia tener esta propiedad dado que si no, el cierre
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puede mostrar un comportamiento no-fisico , en este caso valores negativos para C(t,t') y por ende energia
negativa. Por ende, si encontramos el modelo estocastico entonces podemos asegurar el buen comportamiento

del sistema. El modelo es originalmente presentado por Kraichnan en 1970 [49] y viene dado por la ecuacién:

(0 + vg) u(k) — /t dr¥g(t, T)u(k, 7) = fk(t) (3.18)

to

con

fe(t) = — Z Picp.alh(DE (1)

pt+a=k

y donde ¥y viene dado por la expresién anterior. Ademas, los campos &5 (t) y éé(t) son variables aleato-
rias complejas e independientes tal que cumplan la siguiente propiedad (£p()&5(t)) = (éq(t)é;(t’ ) =
(u(k)u(—k)). Entonces, para mostrar que DIA otorga la solucién exacta de este modelo primero es usar (

con el mismo razonamiento anterior) la relacion entre el campo y la funcién respuesta:
t 1 .
u(k) = | Rkt t)— Y Pepqbpt)est)dt (3.19)
to V2 p+a=k

Luego multiplicamos por u/(—k) y promediamos:

t
(0 + vp) (u(k)u'(=k)) — / drYy (t, 7) {(u(k, 7)u'(—k)) = L

5 7% > Pepal& LU (—k)  (3.20)

p+q=k

Si en el lado derecho insertamos la expresién del campo como la funcién respuesta propagando los campos

aleatorios obtenemos:

(8t+Vk)C'k(t,t’)—/thEk(t,T)Ck(T,t’) :/t Ry (t',7)Fk(t,7) (3.21)

to to

con Fx(t,7) = (fx(t)f-x(7)). Como podemos ver, obtenemos exactamente la ecuacién
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3.4 ;Por qué se cree que DIA falla en capturar el comportamiento de

turbulencia hidrodinamica fuerte?

Originalmente, el deseo de usar una teoria de perturbaciones renormalizada consistia en intentar describir
un sistema turbulento en el cual el término no-lineal contribuyera de manera significativa. Sin embargo, una
vez que ya tenemos nuestras ecuaciones en este contexto, jcomo podemos saber si estas ecuaciones capturan
parcialmente las propiedades de un sistema de turbulencia fuerte? Una condicién necesaria para que este
sea el caso, corresponde a que sea compatible con el espectro K41.

En este sentido, es que DIA falla para poder representar un sistema turbulento propiamente tal, ya que el
espectro que entrega va como E(k) ~ k=3/2 [I5] y no k~°/3 como predice Kolmogorov. Es por esto que
Kraichnan se dedicé a averiguar cudl era la raiz del problema de DIA[50} [51]. Se suele argumentar que dicho
problema consiste en que DIA no cumple con lo que se conoce como random Galilean invariance(RGI),
concepto inventado por el priopio Kraichnan. En resumidas cuentas, se considera un fluido gobernado por
la ecuacién NS. Ahora, esta ecuacion serd descrita en un marco de referencia S donde se observa el campo
de velocidades u. Luego, se considera un sistema de referencia S’ moviéndose a una velocidad constante v
con respecto a S tal que @' =z + vt y o/ (2',t) = u(z,t) + v. Si es que ambos sistemas describen la misma
dindmica entonces se dice que son invariantes bajo transformaciones galileanas.

Si consideramos la ecuacién de NS en espacio de Fourier como lo hicimos anteriormente, vemos que en el
sistema de referencia S’ las amplitudes de Fourier estdn relacionadas con las amplitudes del sistema original

mediante una fase asociada a v:

1

u'(k,t) = )

/d3:13/u/(1:/, e = vd(k) + u(k, t)e Kt (3.22)

Entonces, el punto central de esta violacién a RGI consiste en que los momentos de orden superior para el

mismo tiempo sean invariantes bajo estas transformaciones . Por ejemplo:

W (k, ) (p,t)u'(q,t)) = (ulk,t)u(p,t)u(q, t)e—i(k+p+q)-vt>

= (u(k,t)u(p,t)u(q,t)) (3.23)

para vectores distintos de 0 y sabiendo que esta presente d(k + p + q). Sin embargo, como podemos notar

esto se logré solamente por que pudimos agrupar las fases con el tiempo como factor comiun. Por ende,
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basta con que una de las amplitudes estén evaluadas en un tiempo distinto para que haya una diferencia
de fases entre ambos sistemas. Ahora, jqué tiene que ver la palabra random en este concepto? Lo que
ocurre es que si ahora consideramos que la velocidad v es una variable aleatoria independiente del campo
con distribucion Gaussiana entonces el ensemble del sistema ya no es el mismo y por lo tanto las cantidades
naturales a estudiar serdn aquellas que son promediadas con respecto a las realizaciones de v ( las cuales son
constantes para cada "replica” del sistema). Sin embargo, al hacer esto entramos en la dificultad que ahora
los operadores propios del sistema son ”variables aleatorias” y por ende no van a poder ser sacados afuera de
los promedios. Por ejemplo, dada la transformacién (2, t) = u(x,t) + v vemos que la cantidad dyu'(2', ")
va a mostrar una dependencia de v y por ende, el término atd' (k,t) también lo hard. En este sentido no

podremos separar los promedios de los operadores, es decir, no se tiene que cumplir necesariamente:
(Ol (k, 1)) = D (u! (k, 1))

siendo v/ la transformada de Fourier de u’. Esto obviamente no permite obtener las mismas ecuaciones DI
Es por esto, que Kraichnan decidié modificar DIA para asi encontrar un cierre que sea compatible con el
espectro de Kolmogorov. A esta teoria le llamé Lagrangian history Direct Interaction (LHDI) [53]. Aunque
logré encontrar una teoria compatible con K41 | el costo fue que LHDI no tiene un modelo estocéastico
subyacente y por ende la realizabilidad no esta asegurada.

Finalmente, un importante punto a destacar es que tanto el espectro encontrado como los argumentos
que Kraichnan y otros autores proponen para explicar el espectro son realizados en el contexto puramente
de hidrodinamica. Para otros sistemas fisicos esta discusién no es clara. De modo que desde este punto de
vista, no podriamos saber si al aplicar DIA a la placa eldstica, obtendriamos el mismo exponente k~3/2 que se

obtiene en turbulencia hidrodindmica o acaso podriamos encontrar exitosamente el espectro de Kolmogorov.

1 Un extensivo, explicito y detallado an4lisis realiza Filipiak en su tesis [52] donde ademds incluye principalmente el estudio
de LET asociado a este tema.
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DIA con formalismo de integrales de

camino

Cuando hablamos de integrales de camino, automéaticamente pensamos en la famosa formulacién de la
mecénica cudntica propuesta por Richard Feynman [54]. Sin embargo, esta técnica se ha extrapolado para
estudiar otro tipo de modelos: ecuaciones diferenciales estocasticas (SDE). En [55] podemos ver como si

consideramos una ecuacién de Langevin tipo:

‘C% = f(a,t) + g(x, E®)
. (4.1)

donde las funciones f y ¢ son deterministas mientras que £ representa un ruido blanco de media cero y
delta correlado en el tiempo: (£(t)) = 0 (£(t)€(t')) = 6(t — ¢'). Entonces se puede construir una integral
funcional considerando que las infinitas integrales van a ir sobre el campo y no sobre el tiempo, restringiendo
a que el campo debe estar dado por una realizacién en particular de la variable aleatoria. Esto estard mejor
explicado cuando hagamos la construccion explicita para nuestro caso en particular. Cabe mencionar que
el dnico ingrediente que se requiere para llevar a cabo esto es una ecuacion de la misma estructura que
4.1l Luego, obtendremos sistemdticamente DIA | es decir: perturbamos, expandimos hasta segundo orden
y renormalizarmos haciendo los cambios correspondientes. DIA ya se ha obtenido mediante el método

de integrales de camino pero para una ecuacién algebraica de no linealidad cibica [56]. En este trabajo
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extenderemos este método para un sistema de campos.

4.1 Modelo a estudiar y formulacion de integral de camino

En este trabajo nos vamos a centrar en el estudio de la dindmica estadistica para sistemas gobernados
por una no linealidad cibica, como una extension de los resultados para el caso cuadratico. El modelo a

estudiar:
oH

isOLAf = ——
SA”

(4.2)

donde H es el hamiltoniano , el cual cominmente se presenta como la suma de una parte lineal y otra
asociada a las interacciones(relacionada al término no lineal). A esta ecuacién le anadiremos un factor de

damping y un término de forcing;:

0H

4.3
T (13)

isO Ay, = ny — isyk Ay +

siendo 7;, una variable aleatoria con distribucién gaussiana y de estadistica: (ny,) = 0 para todo tiempo y
(Me(Ong(t") = 2Fq0(t — t')d—5 .0(k+q). Aqui la notacién corresponde a (! (t1))* = m ™ (t1). Ademds
Yk es una expresién de damping cuya expresiéon en términos de k no serd explicitada hasta que hagamos

simulaciones numéricas. Especificamente esta ecuacién se ve de la siguiente forma:

o .
(8t - szi> A = i+ > / Lyiszss AR (AP (AP ()5(ky + ko + ks — k)dkios  (4.4)
518253
con Q= wi — is7k El coeficiente Lij! 2> - estd dado por las condiciones descritas por

Primero consideremos la ecuacién [4.4] en su forma discretizada:
A j1 = Ay + h(—isQ Ay j + i j + (NL);) (4.5)

siendo h el largo del time step y (INL); el término no lineal de evaluado en el tiempo discreto ¢;. Para
clarificar, el papel que juega 7, (t) en corresponde a que en cada momento esta variable va a entregar un
numero aleatorio a cada modo k asociado al indice superior s.Entonces, lo que tenemos que tener siempre
en mente es que en cada momento Aj (t) depende de la realizacién en particular de n;(t). A pesar de que

Kraichnan considera fisicamente mas realista tomar los promedios de las amplitudes de Fourier ( en el limite
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L — o0) con respecto a una vecindad en espacio Fourier, aqui consideraremos promedios con respecto a un
ensemble de realizaciones del proceso dinamico para cierto tiempo. Es decir, consideraremos que existe cierta
cantidad de placas y que para cada una de ellas se generara una realizacién en particular de las variables
aleatorias. De este modo, si tenemos un observable O que es funciéon de cierto conjunto de amplitudes
de Fourier O = O(A (t), A} (1), ..., Ap" (1), AZ;" (t)) ¥ queremos saber el promedio de este entonces para
encontrar el promedio de este observable debemos en principio promediar sobre la distribucién del ruido para
cada instante de tiempo y para cada uno de los modos. Mateméaticamente tendremos IV pasos de tiempo ,
k, modos y 2 indices superiores ( uno con + y otro con —), esto lo escribiremos de la siguiente manera:

©0) = / D PU(E)O(AS o\, AT )

kl,ﬂkl _knyrl:zn
(4.6)

donde nos referimos a Azl 51 Como al campo dado por una realizacién en particular del ruido y la medida
1, k1

de integracién corresponde a la notaciéon usual en QFT: Dn;(t) := ]\}im Hiikl o s HéV: , dny, ;- Entonces,
—00 ’

S

: C s
ahora decimos que la restriccion d(Aj — Fns

) es equivalente a obligar al campo a cumplir la SDE.

©0) = / D (1) P (1)) / DAL(DS(A] — AL JO(ALL, ..., ATE)
_ / D (6)P(r (1)) / DAY~ A1 + AL + h(—isALj + 75, + (NL),)O(A ., A=)
= [Daimouz.. A e 0) (4.7)

siendo p(A3(t)) la pdf de la variable Aj(t). Luego, lo que hacemos es ocupar la representacion integral de

la delta de Dirac e integrar con respecto al ruido sabiendo que la distribuciéon de probabilidad de éste es

gaussiana:
(g )?
) =~ (4.9
P )= ———¢ .
Ul 27 (2F})

Si el observable a estudiar es O(AE,AZ; ., Aj") =1, i.e el factor de normalizacién, entonces definiremos
Z = (1) de modo que:
7 - /DAIS{DAls{e— >, Jdk [dtAL(t) (6tAf((t)+isQf(Ai(t)+NL)e% 215y [dk [dk' [dt[dt' A} (t)2Fk5(t—t/)5,Sl,526(k+k/)[1f(% )
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aqui renombramos la variable de integracion dada por la delta de Dirac a Af{ Recordar que esto es comple-
tamente equivalente a la expresién dada por [£.6] para O = 1, la tnica diferencia es que integramos el ruido.
Usualmente a la expresion dada por el exponente de la primera exponencial se le conoce como accion de
Martin-Siggia-Rose(MSR) [57]:

S = Z/dk/thk J(0,AL (1) + isQQAL(1) + NL) —fZ/dk/dk’/dt/dt A (0)2B5( — )5, ,0(k + KA (1)

S182

(4.10)

Si ahora, afiadimos campos auxiliares J{ (t) y Jg(t) a la exponencial es decir, queremos Z[J, J] := (e>os J & J TR OALO+ RO AL

obtenemos:

Z00,J] = / DA DAy e S5 S A S T AL+ R0 A0yt (4.11)

i, Cudl es la idea de anadir estos campos auxiliares y con esa forma en especifico? Notar que si derivamos
funcionalmente con respecto al campo J}(t) e igualamos los campos a 0 obtenemos por un lado la funcién

de correlacién que nos interesa desde el principio:

Nl(giz[J,j] = /DASDAS -S43, fdka A5 (D)+ Z/dk/ 6Jk ls( )
5Jp11 (tl)
- / DAD A S T AT ROAL A AL (Z / dk / 5(15—t1)5s,115(k—p1)Af((t)>

— /DAiDAIS{E_S-FZsfdkfjﬁ(t)Ai(t)+Jﬁ(t)Ai(t)dt (Ai)ll (tl)) (4.12)
De esta forma:
e J,J] = [ DALDALe STE S de [ ROALM+TLOALWDdr (gl (1) Al2 (¢
§J2 (t2)0J4, (tl)[’ ] = kP Age ( e (1) p2(2))
P2 P1
(SQZ o Al1 Alg ClllQ A
§Jk (t2)5jll (tl)[070] = pl(tl) p2(t2)> P1P2<t17t2) (4.13)
P2 p1

Con la funcion respuesta ocurre algo similar y es por eso que se anade el otro campo auxiliar en la exponencial.

Para poder ver esto, recordemos que anteriormente definimos la funcién respuesta como Ri}l l2p2 (t1,t2) ==

0A t1 . . , ., . .

<5 l‘;l((t ))> , lo cual en simples palabras nos dice como varia el campo en relacién a variaciones del forcing
Npo (L2

( esto adquiere més sentido si es que consideramos al forcing como un campo continuo y no una variable

aleatoria). En el sentido estadistico, esta definiciéon debe ser equivalente a cuanta correlacién hay entre
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el ruido nl2 (t2) v el campo Agl (t1), de modo que uno puede mostrar que de hecho: Rgl lng (t1,t2) =

_l2 to Al1 t1)). Tal y como podemos ver con las siguientes identidades:
2Fk n

l l
<Mpll(t1)> B / DnP(n / DA, A 5,4117() S, J i [ dtA (1) (AL (0)Fiser A (1)~ (1) + N L)
5

577?2 (t2) Nps (t2)
Ses [ dk [ dtAL (£) (A5 (t)+isw AL (£)—ng (£)+NL)
:/an /DAAAZI (1) -2 l
EACY
— /DT]P /D A A All )Al2 (tg) > [ dk [ dtAL ()AL () +iswi AL () —ng (H)+NL)
— All (¢ )Alz (t2)) (4.14)

AL (4 (¢ _ DnP(n DA, A s (ff e (t of —AW(A@)+isQA() —n(t)+NL)
k k k k

_ /an(n) /D[A, A] il/(t/)nls((t) ef[*A(t)(A(t)+ZSQA(t)fn(t))+b(t)17(t)+NL]’

b=0
— /an /DA A 0 ef[fA(t)(A(t)+isQA(t)fn(t))er(t)n(t)JrNL]‘
6bs( ) b=0
_ [ —A@)(A@)+isQAt)+NL)dt J(sA(t)+b(t))n(t))dt
s | P AL e | Pre ¢ -
_ 0 / [A, AJAS, (¢) el ~AOAO+QAOFNLYL o [(At1)+b(t1))2Fichs; a3 8(k1-+k2)d(t1 —t2)(A(t2)+(t2))
ob (t
= /D </ ASl (t1)578 315(k1 —l—k)(;(h —t)) [ —A@)(A@t)+isQA(t )+NL)+%ff/~l(t1)5(

_ ( / R 5L (141)2Ficd— s, 8k + k1 )6 (1 — t))

= 2FkRk’k( t)

donde por un tema de notacién ocupamos [ =Y [ dk [ dt. De estas identidades podemos ver que:

82z
5J£>22 (t2)5jé}1 (tl)

0,0] = (AL (t1)AL, (t2)) = R (t1,t2) (4.16)

P1—PpP2

Si es que ahora consideramos sélo la versién lineal de la ecuacién .4 podemos arreglar la forma de la definicién
de Z[J,J] = Zo[J,J] ( subindice 0 refiriéndonos al caso lineal) para obtener una forma cuadrética. De esta
forma, podemos integrar con respecto a los campos para obtener una expresion explicita y simplificada de

Zo[J, J]. En resumen esto se logra, haciendo una traslacién y rotacién en las variables de integracién lo cual
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estd explicado con mayor detalle en el apéndice [C] La expresién final corresponde a:

o[, J) = ¢ 3 e B dtig T 0010 (4.17)
donde
20 = 5 [ o (HE DT 050
R (8,02 (1)
-S1 . jli; (t) s ~lilo l1l2 ., ., .,
Y iy (8) = - Aqui Gyl o, (t1,82) ¥ Ry b, (1, T2) corresponden a la funcién de correlacion y funcién

S1
iy (£)
respuesta asociadas al caso lineal de la ecuacién[4.4] cuyas expresiones podemos calcular. Para ver la solucién

explicita, basta tomar el caso lineal de la ecuacion y multiplicarla por Aifz (t2) y promediar:

(00 + it ) (AR, (1) A3, (12)) = (i, (11) AR, (£2)) (4.18)
y como vimos anteriormente

(0 + i1, ) COE (11, 12) = 2Fp R, (2, 11) (4.19)

Por lo que para resolver la parte no homogénea (cuando t; < t2) necesitamos la expresién de la funcién de

Ré%gzm (t2,t1). Para poder ver esto consideramos de nuevo el caso lineal de pero ahora multiplicamos

por ﬁ n_2, (t2) y promediamos:

(90 + 09, ) (Al (0712, (12)) = ol (1)~ (12) (4.20)

2Fy,, 2Fx

(atl + illﬁlpll) RUSTZ (11, 2) = 61,1,0(p1 — P2)S(t1 — t) (4.21)

. . 11 _ —il QL (1 —t
Cuya solucién estd dada por Ry "3, (t1,t2) = 6,1,0(P1 — p2)e” ™ p1(1=t2)  Cuando se da el caso en que
ngz = Qi._}l hay que tener un poco de cuidado ya que tendriamos términos resonantes. Este caso ocurre
cuando consideramos que no afecta la viscosidad y tenemos una relaciéon de dispersién que no diferencia el

signo de un vector de onda ( por ejemplo w(k) o |k|?) de modo que si consideramos pz = —p; como lo
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haremos mas adelante, entonces la solucién viene dada por:

Colz o (tyta) = CRE L (0,0)e  %atitlfoat2) L op 6y eiera 20 (41 0(ty — 1) + 120(t1 — t2))

(4.22)

Aqui también es necesario considerar que el factor de intensidad de correlacién entre los ruidos es indepen-
diente del signo, i.e, ', = F},. Un aspecto crucial de esta representacion es que logramos describir Zy[.J, J ]
inmediatamente con respecto a las funciones de correlacién para el caso lineal C’&éfl pa(t1,12) ¥y Réﬁglpz (t1,t2),
de las cuales sabemos ya su expresion explicita. Esto es un interesante punto a destacar debido a que estas
funciones aparecen de forma natural sin la necesidad de suponer a priori su rol en la dindmica. Sin embargo,
como se explica en el apéndice [C| la aparicién de estas funciones no es més que una eleccién de soluciones

de un set de ecuaciones diferenciales, por ende no podemos descartar la existencia de alguna otra solucion.

En este trabajo no nos enfocaremos en esta otra posibilidad.

4.2 Teoria de perturbaciones renormalizada

Como vimos en la seccién anterior, logramos obtener una expresion explicita para la integral funcional
dada por Sin embargo, esto se hizo para el caso libre y por lo tanto no nos proporciona la dindmica que
deseamos. Si es que ahora consideramos la ecuacién en su totalidad, vemos de que la no-linealidad
simplemente aporta en un factor exponencial a la integral funcional. Este factor es decisivo y no podemos
resolver la dindmica de manera exacta. Para encontrar un sistema cerrado que determine el comportamiento
estadistico del sistema usaremos DIA. Para esto trataremos[d.9]de manera perturbativa , llegaremos a segundo
orden, anadiremos los campos auxiliares y luego renormalizaremos. Asi, el primer paso consiste en expandir

la exponencial del término no lineal en una serie de potencias:
- - 1

219 = [ DIAODLEO]Y St
n=0

X exp (-so +) / dk / ()AL () + Jﬁ(t)fli’;(t)dt)
S (4.23)
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donde separamos S en el término lineal Sy y Sin: que es el factor dado por la interaccién no lineal.

Explicitamente tenemos que:

/m&mm£@1

m (Z / dk / LAy (t) > / Ligieess AR () AR (6 AR (£)6(ky + ko + ks —k)dk123>

515283

X exp (—50 +> / dk / JE(t) A5 () + Jﬁ(t)/ii(t)dt)

(4.24)

Podemos notar que el término de interaccién lo podemos obtener derivando funcionalmente Zy[J, j] con

respecto a los campos:
71.J) = /m&wwmwn

b 5 5 "
dk | dt Ly515253 = = O0(k1 + ko + kg — k)dk
nl (Z/ / Z / kkikaks 5J83( ) 5‘]12 (t) 6{]12 (t) 5‘]1i(t) ( 1 2 3 ) 123)

S$18983

X exp (—So +) / dk / JE(t)AL(t) + Jﬁ(t)flf;(t)dt)

ZolJ, J) 4+ Zy[J, J) + Zo[J, J]) + ... (4.25)

Ahora notamos que en vez de exp (—So + 30, [dk [ JL(t)AL(t) + Jﬁ(t)fli(t)dt) podemos ocupar la ex-
presién recién calculada Por lo tanto, una observacién importante es que independiente del orden del
momento que necesitemos, la expresién del lado derecho estard escrita siempre en términos de la funcién de

correlacién y funcién respuesta del caso libre. De esta forma, la funcién de correlacién viene dada por:

2 ~
[ L —) J}]
5Jp2(t0)5jp1(t) J=Jj=0

5? N ) ~
TG A+ Al I+ 20+ )

(Ap (AR (o)) =

2 ~
LTS
5% (t0)0 T2 (1)

=GR (tto) +

Opap2 +... (4.26)

41



CHAPTER 4. DIA CON FORMALISMO DE INTEGRALES DE CAMINO

De igual forma para la funcién respuesta:

52 ~
RZliZZ t7t — ~ ZJ’J
p1—pa(t:t0) léJég(to)MS}(t) | ]]J:j:o
e 7 j J
_ = (2ol | + 20, ] + Zo[ ], ] + . ..
6J53(to)5J§i(t)( AT ¢ i) J=I=0
52 ~
= RZ% (ttg)+ =y 211 T I
0p1—pa (11 10) §J5% (to)dJpL (1) ! ]] J=J=0 e

4.3 DIA

Debido a que el grado de no linealidad es lo suficientemente grande, el calculo explicito es complejo debido
al gran nimero de términos. Para resolver este problema, usaremos un método conocido en la literatura de
mecanica cudntica como Diagramas de Feynman [58].

A modo de ejemplo, veremos primero qué sucede con el caso a orden 1. Notamos que en en primera instancia
debemos realizar 4 derivadas funcionales solamente por la expansién de la exponencial: 3 con respecto a J
y 1 con respecto a J. Luego para obtener alguna de las funciones que nos interesa, tenemos que derivar 2

veces mas haciendo un total de 6 derivadas funcionales. Por ejemplo para C’Il)lllfn (t1,t2) las derivadas seran:

5 56 6 &0
0T, (t2) 0.0, (t1) 823 () 8J2 () ) (¢) 3T (¢)

(4.28)

Sabemos que ciertas combinaciones de derivadas dan una funcién de correlacién ( C o R dependiendo de
la combinacién de J y J ), lo que indica que podemos pensar esto como un problema de combinatoria: |,
cuantas combinaciones de parejas puedo realizar tal que me den una de las funciones que nos interesan?
Como podemos ya notar, muchas de estas combinaciones resultardn en parejas en las que los J con respecto

Esto indica que

5§
570 (11) 3L (1)

a los que se estd derivando, estan evaluados en el mismo tiempo. Ejemplo: —2— =9 .
ST (1) STk (1)
5189

obtendremos una funcién de correlacién: Cy 72 (t,t). Mientras que para combinaciones como
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. , 1181 ‘.
la funcioén serd CJ[y (t1,1). Asf:

15
Cpla, (b t2) = Cgp, (tit)
2 l l
+> ) / ity / dkdkios Lig 255 TrasRES, 1 (ta, ) Coi, (B )C3 | (t,t1)d(k + ks + ks — k)
S 818283 515283
T l l
+Y D fat > / dkdkios Lig 255 TrosRy'S 1 (11, 1) Coi, (B )C32  (t,t2)d(ky + ks + ks — k)
S 818283 515283

(4.29)

donde Tj93 una suma sobre las permutaciones en los indices ki, ko y ks( permutando también sq,ss y s3).
Para no tener que hacer el célculo explicito para el segundo orden, se realiza un método diagramético. Este
consiste en hacer una identificacién entre ciertas caracteristicas de la expresién matematica con dibujos que

reflejaran estas caracteristicas. La identificacién es:

to t1
Cé}lléz (t1,t2) — Q000000000 ~
111 t t
Corprps (t15t2) = - 2 L
- to i
Rgljig (t17t2) — AAANAANAANAN
to t1

111
ROl,rfl—Pz (tl’ t2) -

De esta forma, la ecuacién [4.29] se veria:

(4.30)

donde los loops que vemos corresponden a las funciones que de correlaciéon que estan evaluadas en el mismo

tiempo. En vemos que el segundo término es

> / at S / Biss L2 Tras RS (b, )OI (6 )CEL (8,41)3(ky + K + g — K)

S 818283 S$189283

43



CHAPTER 4. DIA CON FORMALISMO DE INTEGRALES DE CAMINO

el cual diagramaticamente corresponde al segundo término

Donde podemos ver que el diagrama indica el producto de una linea plana desde t2 a t dada por Réff)zk(tg, t),
un loop de linea punteada C’Sllfsz (t,t) y una linea punteada que va desde el tiempo t a t; que corresponde
C’gﬁgpl (t,t1). Para la funcién respuesta el célculo es completamente similar.

Andlogamente, para el siguiente orden necesitamos el término de segundo orden de la expansién de la

exponencial:

Z / ik / aA ) Y / L AT (DAL (1) A2 (1)6(ks + ka + ks — K)dkiag

515283
D> [da [atize) S [l Am )45 0 4500 + ax +as - @i (431
T122T3
Por ende, sélo para obtener Z5[J, J]| necesitaremos realizar 8 derivadas a una exponencial que obviamente lo
unico que hara serd provocar términos adicionales. Més atn, para lograr obtener cualquiera de las funciones
requeridas C' y/o R necesitaremos 2 derivadas adicionales, por lo que para obtener las ecuaciones DIA
deberiamos derivar un total 11 veces. Claramente, hacer el calculo explicito es innecesariamente hostigoso
asi que haremos uso de un método diagramatico.
Ahora, notar que al lado izquierdo de y obtenemos las funciones que necesitamos. Sin embargo, el
objetivo de DIA es tener ecuaciones diferenciales asi que ademés debemos aplicar a ambos lados de la ecuacién
el operador Ep = ‘?1 +1iz195, y recién después de eso renormalizar. El orden de ultimos pasos es crucial
debido a que al lado derecho aplicaremos el operador diferencial sobre funciones ya conocidas y por ende

podemos reemplazar directamente su expresiéon. Por lo tanto la expresion total (calculada explicitamente en
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@ corresponde a:

ﬁi}l,tlwmmmf = M} <— Orden 0
t T
T oy b N 2 } +— Orden 1
t !
t 1 ) AR TR AR
TN s v st Ly r Q <— Orden 2
/ //’_\\\ / /// \\\\
S w b v t 1:} « Orden 2
t !
vl t’C\,‘
+ t2 F Wb h + t2 /h +— Orden 2
f bt
2 's_.7 5 <+— Orden 2 (4.32)
i, 2 S11130 S(t —t Orden 0
P11 - l1,l2 (pl - p2) ( 1= 2) <— Urden
" t { \,'
+2 ' 4 »<¢—Ordenl (4.33)
t !
t \,‘ 11 \,‘ 3] \,‘ // \\\
+ tO \\ / \\ 7 + t? 7 + t2 t %’ tl \} PR Orden 2
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Aqui omitimos el factor numérico que va adelante de cada diagrama, es decir, por ahora solo nos interesa
saber los tipos de diagramas diferentes que podemos formar. Al momento de escribir la ecuacién explicita
para ambas funciones, por su puesto que nos interesard saber cuantos hay de cada tipo. Con respecto a
la lectura de los diagramas es necesario explicar los siguientes aspectos. Primero, a pesar de que ya estan
ordenados segun el orden al que pertenecen cada uno de ellos, es facil identificar esto debido a que el orden
del diagrama corresponde a la cantidad de vértices que el diagrama tiene. Con vertices nos referimos a cada

vez que hay una interseccién entre lineas distintas. Usando como ejemplo el diagrama:

tQ tl l\ )
AN (4.34)

t2 tl l\ >
s (4.35)

Matematicamente , los vértices son los coeficientes de interaccién Liﬁfﬁ;ig Por lo que este diagrama( y
todos aquellos de orden 2) corresponde a un término que contiene 2 de estos coeficientes. Usando el mismo
ejemplo, notamos que el diagrama tiene una especie de loop, es decir, un circulo de una linea de un sélo
tipo( segmentada , continua , etc). Esto corresponde a funciones de correlacién evaluadas en un sélo tiempo,
de modo que para este caso en especifico sabremos que hay un término tipo C(t,t).

Otra observaciéon importante es que en el lado izquierdo la funcién tiene sélo 2 tiempos lldmese t1 y to,
sin embargo, desde los términos de orden 2 notamos que hay un tiempo adicional t. Esto quiere decir que
hay una integral en el tiempo para aquellas funciones que estan evaluadas en alguno de sus extremos en t.

Juntando todo esto sabemos que la estructura de la expresién matematica para el diagrama es:

t \
b LGyt t) / Lygisess LEneers O (4, 1)Col(t, ¢) Ro(tr, t)dt (4.36)
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Finalmente, una vez que llegamos a la expresién de segundo orden debemos renormalizar: C'Srl,?pz (t1,t2) —

Cpv, (t,t2) v Ropa,, (t1,t2) — RELE (t1,t2). Lo cual diagramaticamente corresponde a:

Al renormalizar, podemos notar que por recursividad diagramas de orden 2 podrén ser reproducidos por
diagramas de orden 1. Es decir, en y estdn contenidos todos los diagramas de y Mi4s
aun, la idea central de este procedimiento es que al escribir ambas funciones de correlacién dependiendo de si
mismas , estamos considerando una cantidad infinita de diagramas (y por ende de términos) del mismo tipo y
de todo orden. Mientras hacemos esto, estamos a su vez despreciando una cantidad infinita de diagramas de
diferentes nuevos tipos. La aclaracién de este paso se mostrard en el apéndice Dl Finalmente, las ecuaciones

diagramaticas renormalizadas corresponden a:

t1
~ tQ tl t t t2
Egl,tl 89000000000~ = 2 Ly
(4.37)
y
Al to .
[’Iil,h -

(4.38)

Antes de escribir las expresiones matematicas, haremos un pequeno paréntesis sobre homogeneidad e isotropia.

Con respecto a la homogeneidad, la suposiciéon inicial de maximal randomness en principio restringiria desde
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ya a un sistema homogéneo como bien argumenta Kraichnan [15]. Recordar que homogeneidad significa
que la PDF del espacio real es invariante bajo traslaciones de modo que por ejemplo el momento de or-
den 2 del campo real u( la transformada de Fourier inversa de Aj) sélo dependerd de la diferencia en-
tre ambos puntos y no de la localizacién en especifico: (u®(z,t)u(x + r,t')) = f%1(r,t,t'). Esto trae
como consecuencia que Cé}l%z = 4(p1 + Pz)Cé}2l227r. Luego para la funcién respuesta ocurre algo simi-

lar: Ri}f%z (t1,t2) = d(p1 + pg)Ri}éQ (t1,t2). Notar que esto es equivalente a cuando anteriormente dijimos
(u(=k)u'(k)u'(—p)u”(p)) — (u(—k)u' (k))(u/(—p)u”(p)). Andlogamente a la homogeneidad podemos pen-
sar que la isotropia viene dada por la invarianza bajo rotaciones de la PDF, lo que tiene como consecuencia
que las funciones dependeran sélo del niimero de onda. Si bien el tema de si Turbulencia puede ser realmente
homogénea e isotrépica ha sido cuestionado en multiples ocaciones [25] debido a las consecuencias teéricas
que implica y la casi incompatibilidad experimental. En este caso supondremos la validez de ambas para
poder llegar asi a un set de ecuaciones que sea mas facil de manejar:

Lo, Chl (b, t2)2m = 2Fp, RE (t, 1)

+3(2m)% > /ﬁﬂwww3 Col™2(t1, 1) O3 (b, t2) dko

—p2—kaoka—p2
S$15283
t1
3 11818283 TX1T2T3
+18(27T) Z /dk123L—p2k1k2k3/ dt Z Lkl—ks—kz—pz
518283 0 TL1T2T3

XCE3l (1, t9) O™ (&, £1) Oz (t, 1) R ™ (t1, )6 (k1 + ko + ks + pa2)

to
w0(n) 3 [kt [Ca 3 mmn

518283 TX1XT2X3

KO (t, 1) O™ (¢, t) Riz ™ (b, t) O™ (t, 11)6 (k1 + ko + ks + pa)

(4.39)

£ B2 (0 t) = 0,0t — 1) +3(2m) > / a4 RS (1 ) dko

515283

t1
2 11818283 TT1T2T3
+18(27T) Z Z / dt/dk123LP2k1k2k3Lk1p2—k2—k3
S$18283 TL1L2X3 to

XOE33(t, 1) Cy2* (t, 1) REL 2 (¢, to) Ryt ™" (t1, £)6 (k1 + ko + k3 + pa)

(4.40)
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Las ecuaciones y son las ecuaciones DIA para la placa eldstica en el caso homogéneo. Si bien, su
estructura es similar a las ecuaciones DIA para turbulencia hidrodindmica N podemos encontrar
una notoria diferencia: un término extra en el lado derecho de las ecuaciones y . Especificamente,
el segundo término del lado derecho de estd intimamente relacionado con una correccién a la frecuencia
natural entregada por la relacién de dispersién. Es precisamente esta correccién lo que nos entrega un
nuevo tiempo caracteristico de nuestro sistema y creemos que nos permitird capturar de manera correcta la
fisica. Cabe mencionar, que como este término esta asociado solamente a una correccién a la frecuencia, las
ecuaciones [4.39] y [£.40] no mostrardn una transferencia de energfa si solo retenemos los términos a orden 1.
Finalmente, podemos destacar que si desde un principio consideramos un sistema de discreto de modos, las
ecuaciones y s6lo cambiardn en que tendriamos sumatorias en vez de integrales, lo cual permitiria

una testeo numérico.

4.4 Limite a WT y correccién a la frecuencia

Anteriormente dijimos que el sistema presentaba a primer orden de aproximacién una correccién a la
frecuencia lineal. Por su puesto, llamarle a ese término frecuencia no lineal no lo hace automaticamente
serlo, es decir, debemos demostrarlo. Para poder explicar esto usaremos un método que conlleva, en cierto
limite, a la conocida ecuacién cinética.

Lo primero es considerar el siguiente cambio de variables: (t1,t2) — (7,t2) con 7 := to — t;. Esto es
por conveniencia ya que posteriormente nos interesard estudiar el caso estacionario y por ende queremos
que las funciones sélo dependan de la diferencia de tiempos 7 y no del tiempo en especifico en que se
encuentran to. El siguiente paso es de extrema importancia: multiscaling en el tiempo. En simples palabras,
asumiremos que existe un parametro pequeno € el cual separard toda la dindmica del sistema en distintos
procesos. Cada uno de ellos ocurrird en su propia escala temporal ( potencias de €). Sin embargo, para este

proceso sélo consideraremos que la diferencia entre ¢ y t; va como tiempo rapido. Esto equivale a decir
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(1,t2) — (7, t2,To,T2) donde:

T = 7 tiempo rapido
to = to tiempo rapido
T5 = ety tiempo lento
To = €%ty tiempo més lento (4.41)

con tiempo rdpido o lento nos referimos a la evolucién que va sintiendo la funcién a partir de cierta condicién
inicial, es decir, para que ety empiece a importar, to debe ser lo suficientemente grande como para contrar-
restar el efecto de €. A modo de ejemplo consideremos la funcién

y(x) = <2 + %) cos(x) (4.42)

De modo que si vemos el gréfico de esta funcién para intervalos de tiempos relativamente pequefnios en
comparaciéon a la escala del parametro introducido ﬁ, notamos que la amplitud de oscilaciéon parece ser
constante. Sin embargo, si es que aumentamos de tamafo los intervalos temporales, es decir, si vemos la
misma funcién para tiempos mads largos observamos lo que muestra Acé podemos notar claramente
como la amplitud aumenta con el paso del tiempo.

Entonces, nuestro trabajo ahora es intentar averiguar cuales son los procesos que ocurren en cada una de

las escalas de nuestras ecuaciones DIA y qué condiciones se tienen que satisfacer para que la expansion

este bien hecha. Para poder ver esto haremos la siguiente expansién C’QQI? (1,t2) = ll;;fo(T, to, To, T2) +
ECS;?I(’T, to, To,T2) + 620321’22(7', ta,T5,T2) + .... Por lo tanto y a modo de ejemplo, si escribimos la ecuacién

a orden lineal 4.39 obtenemos:

l1l2
0, . 111 lal
TTPQ (7, t2, Ta) + il1wp, Oy 2 (7, ta, To) = 2Fp, R (7) (4.43)
Cuya ecuacion para el segundo argumento temporal es equivalente:
9 - 9 +ilowy, | CHE2 (7. ty, Ty) = 2F_,, RHE2 (—7) (4.44)
87— 8t2 2 P2 2 D2
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(a)

Figure 4.1: Gréfico de y(z) = (2 + 1%) cos(x) para intervalos pequenos

Figure 4.2: Gréfico de y(z) = (2 + 1%5) cos(z) para tiempos largos
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La solucién de este set viene dada por:

C(l)f,lf? (1,t2, T, Ta) = C(l)f;lf? (0,0, Ty, To)e~ tMiztatiliwp, ™ o 2Fp25517_526il1“”“27 ((ta = 1)O(T) + t20(—7)) (4.45)

con My := (I3 +l2)wp, y donde notamos que es bastante similar a la solucién encontrada anteriormente para
el caso libre La unica diferencia es que ahora tenemos una solucién oscilatoria cuya amplitud ahora
puede variar lentamente, donde con ”lentamente” nos referimos a que para intervalos de tiempo del orden
e ! 0 €72 la variacién serd notoria.

Para los ordenes siguientes el tratamiento es similar aunque hay un importante detalle a mencionar: la
condicién secular o resonante. Al considerar distintas escalas temporales, lo que llamdbamos anteriormente
variaciones en el tiempo , i.e 5z , ahora debemos hacer la diferencia: jcon respecto a qué tiempo estamos
considerando las variaciones?:

0 0 0 9 O

Entonces si combinamos esto con la expansion de la funcién mostrada arriba, veremos como al orden siguiente
obtendremos un término del estilo g—% el cual en el caso I = —I; seria constante en ¢y . Esto tiene como
consecuencia, que luego de la integracién creceria linealmente con 2 por lo que la expansién se veria como:

CIZ};? (1,t2) = Il)l;fo(r, to, T, T2) + €ty X constante + . .. (4.47)

por ende, para tiempos de to del orden de e ! la expansién perderia completa validez. Esto puede ocurrir con
mas de 1 término en cada orden, por lo que para que la expansién no se quiebre pediremos que estos términos
se anulen entre si, es decir encontramos una condicién resonante. Esto otorga consistencia a la expansién y
su justificacién yace cuando establecimos la ”constante” para el tiempo rapido dejamos libre como variaria
esta misma constante para tiempos largos, por lo que ahora simplemente estariamos aprovechdndonos de esa
libertad. En simples palabras, la condicién secular nos dird como varian nuestras constantes de integracion
para tiempos mas lentos.

Asi, mediante la ecuacién resonante podemos obtener que a primer orden sélo obtendremos una frecuencia
asociada a un tiempo lento (detalles en el apéndice :

~ L~
Con (0,0, T3, T5) = C1L(0,0,0, Tp)e@rh T (4.48)
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con

~lbo . 1111 —s181 11l1—s181 —5181 Il
Wpy = 67”2/ (L—p2—p2—k1k1 + Lp2p2—k1k1)00,k1 (O)dklc(),m (O’T)
51

Sin embargo, como estamos interesados en soluciones asociadas a una transferencia de energia tendremos que

ir a tiempos de orden € . Esto se calcula en el apéndice [El La ecuacién resonante a este orden corresponde

a:
aci};ll ) o
- —S83S8 —S828
7T (T2) = —12x(27)* ) /d/klzzaTuscpl2 HT2)e > (T2) e, > (T2)
518283
_ 2s
< Lptiaian] T 00K -2 )8(les, + 5160, + sawiy + 53601,)
12em? 3 [ A (T (T ()
518283

2
5(K_p2)6(l1wp2 + S1Wk, + SoWk, + 33(«%3)

—11818283
’ LP2 4939291

(4.49)

~h(73) = CY11(0,0,0,73) y es precisamente la

la cual corresponde a w escrita de otra forma con clr}2 0.ps

ecuacion cinética entregada por WT.

4.5 Sobre simulaciones numéricas directas

Basta una simple mirada para notar que las ecuaciones y son de gran complejidad y es por
esto que no es lo més sensato dedicarse a intentar resolverlas analiticamente. Esto especialmente cuando
en el dia de hoy, los avances por estudios numéricos han permitido progresar en muchas areas de la fisica.
Por ende, para intentar entender lo que las ecuaciones nos dice que esta pasando, el primer paso debiese ser
simularlas. Sin embargo, una serie consideraciones debe realizarse antes de proceder y se trata de la cantidad
de operaciones que uno podria realizar.

Nos enfocaremos solamente en la ecuacion para la funcién de correlacién Escrita en su forma discreta
para el modo i :
i

k
Ci(tj + h,ty,) = Ci(t;, 1)) + h(—a;Ci(t), t},) — Z it tn)Ci(tn, th) Aty + Z Rt tn) Fi(t), tn)Aty) (4.50)

n=1 n=1
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Tomando como condicién inicial C;(0,0) podemos iterar para la primera entrada de la funcién por T' pasos.

Entonces podemos ver que para obtener un C;(t;, %) debemos ir evolucionando paso a paso es decir:
C(tl,O) — C(tl, tl) — C(tg,tl) .

donde usamos que C(t;,t;) = C*(t;,t;). Entonces , haciendo un célculo muy burdo podemos decir que para
llegar a C(t finats t finar) debemos hacer 27" iteraciones. Luego cada iteracion esta compuesta por 2 integrales
temporales, entonces necesitaremos ~ 27" en la tdltima iteracién. Ademas, las funciones ¥ y F' cada una de
ellas tiene 3 integrales en espacio Fourier, por lo que si consideramos K modos , debemos hacer entonces
~ K3 iteraciones. Todo esto para cada modo obteniendo un total del orden de ~ 2T'K* iteraciones. A esto
se le debe sumar por supuesto las operaciones necesarias para la frecuencia no lineal, que al ser sélo una
suma serd del orden de K. Entonces para simular 1 segundo hacemos el time step de At = 0.01 (pensando
en simulaciones ya hechas con la ecuacién cinética), 100 pasos de tiempo y 100 modos, tendriamos que hacer
algo del orden de 2 x 10'° operaciones. M4s atin, este célculo representa sélo una cota inferior ya que no
consideramos que por cada iteracion, debemos ademads ir actualizando la funcién respuesta.

Con la intencién de hacer simulaciones numéricas de las ecuaciones DIA, se realizaron de manera preliminar
simulaciones de la ecuacién cinética a 3 y 4 ondas. Esto debido a que las simulaciones de DIA numéricamente
son costosas. Para esto, llevamos a cabo el método de Runge-Kutta de orden 2. Por ahora, asumiremos
que de alguna forma podemos hacer las integrales angulares, de modo que solo nos quedaria las integrales
radiales convirtiéndose en integrales en espacio de frecuencia. Este tipo de suposiciones son bien comunes
a la hora de simular la ecuacién cinética. Si queremos anadir inyeccién-disipacién para poder encontrar un
caso estacionario y asi compararlo con el espectro esperado, entonces se requerird mayor sensibilidad en el
time step. Esto implica que el timestep debe ser més pequeno y por ende incrementa el nimero de pasos
Acé, decidimos comparar la energfa cinética E := [ wN(w) con la wave action N := [ N(w) para ver
que se forma un estado estacionario.

Sin embargo, si ahora queremos probar con la ecuacién cinética a 4 ondas entonces aumenta sustancialmente
el tiempo necesario para realizar las simulaciones con el mismo ntimero de modos. Notar que aqui lo inico
que cambi6 fue pasar de TK iteraciones a TK? usando el mismo andlisis anterior. Empiricamente, las
simulaciones pasaron de durar 2 minutos a mas de 1 hora. Mediante este andlisis podemos anticipar que al

intentar hacer el mismo método con las ecuaciones DIA llevara una enorme cantidad de tiempo y por ende
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N(w) vs w (cortado)
200 modos Cl:exp(-p) 100 pasos h=0.01

10°
e E——
——1=02
2| t=04| |
10 ——1=06
——1=08
t=1
10—4 L —=—KZ
=
=
10—6 L
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10-10 s f
10° 10" 102 10°

w

Figure 4.3: Simulacién de la ecuacién cinética de grado 3. Condicién inicial: N(w,t = 0) = e~%, parametro:A = 3/2,
Kernel: K (wi,ws) = (wiws)™? | time step: h = 0.01 con 100 pasos

las simulaciones de las ecuaciones y quedaran para un trabajo futuro. Inclusive, dicho trabajo a
futuro contempla un paso intermedio el cual consiste en hacer simulaciones de las ecuaciones DIA que se
obtienen del modelo La ventaja inmediata de esto consiste en que si insertamos un término de inyeccién
de energia y otro de disipacién en la solucién para el caso estacionario se conoce de manera exacta y
se puede escribir en términos de funciones elipticas de Jacobi [47]. Por ende, para un caso tan simple y de
solucién exacta, podemos testear la validez de DIA para este sistema sin requerir de un gigantesco poder

computacional como si se requerird para entender las soluciones estacionarias de y

4.6 Caso estacionario

En la seccion anterior vimos como quedd en evidencia que al pasar de 3 a 4 ondas, el tiempo necesario
para llevar a cabo cada simulacién se incrementa considerablemente. Esto sugiere que debemos simplificar
de alguna forma las ecuaciones de DIA dado que el cambio en el numero de operaciones estimadas es més
brusco atin. En la literatura podemos ver que el primer approach a este problema es estudiar directamente
el caso estacionario, isotrépico y homogéneo de las ecuaciones y [59, 44]. En [44] se evalia una
condicion para el uso de la relacién Fluctuacion-Disipacion(FD), cuya validez sera analizada desde nuestro
punto de vista.

En la mayoria de los trabajos, y con argumentos experimentales o numéricos, se da por hecho la existencia

de un estado estacionario. Sin embargo, debemos asegurarnos que las ecuaciones sean compatibles con
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N(w) vs w (cortado)
200 modos CI:0 2000 pasos h=0.001Iny-Dis
T T

N(w)

(a) N(w,t) vs w

Energia Total vs N waveaction

- 200 modos CI:0 2000 pasos h=0.001Iny-Dis
z T T T T T

—=—Energia
— N

o
T

E(t) vs N(y

1 ! ! I ! I I
0
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Time

(b) Evs N

Figure 4.4: (a):Simulacién de la ecuacién cinética de grado 3 con inyeccién y disipacién comparado con el espectro
esperado (rojo). Condicién inicial: N(w,t = 0) = 0, pardmetro:\ = 3/2, Kernel: K(w;,ws) = (wiw2)M? , time step:
h = 0.001 con 2000 pasos. Inyeccién: en los primeros 10 modos (3""2/47 Disipacién en todo el espectro: —(w/20)2N (w, t).
(b): Energia cinética(azul) vs Wave Action(naranjo)
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esta realidad. Para la ecuacion de la funcion respuesta, es sencillo ver como al hacer el cambio de variable a
T := to—1t1 la ecuacién es consistente y por ende admite un estado estacionario. Para la funcion de correlacién
esto no es claro debido a que tiene 2 integrales temporales una con limite superior ¢; y la otra con t2. De
esta forma, el siguiente andlisis consistird en asumir que esta ecuacion admite un estado estacionario y luego
obtendremos una condicion que se debe cumplir para que esto efectivamente ocurra. Primero, consideremos
que el sistema llega a dicho estado a partir de cierto tiempo ts de modo que la funcién sélo dependa de la
diferencia de sus argumentos. Entonces escogemos los tiempos t,, > t;n >ty > tﬁz todos mayores a tg, tal
que Ci(tm,tr,) = Ci(tn,t),) , es decir, t,, —t,, = t, — t,,. Sus respectivas ecuaciones para el modo ¢ son:
ton

tm
0 Ci(tm, ) + @iCi(tm, t),) +/ Si(tm, 7)Ci(T, ty, )dT = R (th,, 7) Fy(tm, 7)dT (4.51)
0 0

tn th
0 Ci(tn,th) + a;Ci(ty, th) +/ Yi(tn, T)Ci(T, t)))dT :/ Rt T)E;(tn, T)dT (4.52)
0 0

donde por notacién suprimimos los indices superiores debido a que esta ecuacién es completamente genérica
para cualquier sistema desarrollado con DIA. Como t,, — !, = t,, — t}, entonces ambas deben representar el

mismo estado, ergo 9;C;(tm, t),) = 0,C;(ty,t),). Haciendo un poco de élgebra obtenemos que
tn—tn
/ (= iltas T)Ci(ry ) + Rt 7) St 7)) dr = 0 (4.53)
0

Al ser los tiempos t,, y t, escogidos arbitrariamente, el integrando debe ser idénticamente O:

Ei(tm, T)
Fi(tm, ’7')
fi(T)R(L,,T) (4.54)

=Zi(tm, T)Ci(T, ty) + B (t,, T) Fi(tm, 7) = 0 = Ci(7, 17, R (th,,7)

siendo f una funcién de i y de 7 que por ahora es desconocida. Si es que ahora nos queremos enfocar en

nuestra placa elastica, necesitamos primero las expresiones para la funcién ¥; y para F; en el caso Iy = —I1:
h . 3 E l1s18253 s1—83—82l1
Epz T 18(27T) /dk123Lp2k1k2k3Lk1k3k2p2
518983

X01:38383 (, tl)Cl;‘”SQ (t, tl)Rill_81 (t1,1)0(k1 + ko + ks + po)

(4.55)
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i . E 11815283 —l1—s1—52—33
sz T 27T / dkiz3 L p2kikoks Lpszl —ko—ks
515253

XC Slsl(t tl)C 5282(t t )C 8383(t t1)5(k1 + ko +k3 +p2)

(4.56)

Por lo que la ecuacién se reduce a:

) / k123 (L“ s o B (b, ) O™ (7, ) i (7, ) Ol (7, )

818283

L R (b, T) O S (7 ) O S (7 ) Ol (78,

L R (b )G (7, ) i 252 (7, ) Ol (7, )

LTS O (7, ) Ci S22 (7 ) G ™2 (7 b ) Ry (81, )) 6(ki +ko+ks+p2) =0 (457)
Por ende, al insertar la expresién obtenemos que si encontramos una funcién f;(7) tal que:

L (s (1)) L (s () L o (s () L (£, () = 0
(4.58)
entonces aseguramos la existencia de un estado estacionario. Lo que estamos diciendo es que si uno exige que
la ecuacién tenga una solucién estacionaria, entonces podemos encontrar una relacién tipo la cual
se conoce comunmente como relacién Fluctuacién-Disipacién. Més ain, como el coeficiente f;(7) es a priori
desconocido, podemos intentar deducirlo a partir de Es interesante notar que esto difiere un poco del
analisis de Ottaviani, ya que en su trabajo se da por hecho la existencia de un estado estacionario y a partir
de ahi se estudia la condicion para que la relacion FD sea valida.
Para muchos sistemas la condiciéon es usualmente sencilla de satisfacer tomando el caso fi(7) = f € C.
Estos sistemas son aquellos que conservan la energia cinética de modo que emerge una propiedad ciclica
conocida en la literatura como relacion Manley-Rowe andloga a

51 s3—s2—1 So— 33 s1—11 s3— 51 sa—1 li—s1—89—83 __
Ly —kz—kz— p2+L ~k1— p2+L ~ko— p2+Lp2—k17k27k3 =0 (4.59)
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Mientras que para el caso especifico de la placa elastica vemos que una posible solucién de corresponde

a
—1_1-p2
b=l — M 4.60
siendo M cualquier constante real, ya que:
’L'Sl

s1—83—s82—11
Lk

1—kaz—k2—p2 - (271')2 Ji1koksps

sg—s3—s1—l1 _ i52
Lkg—kg—kl -p2 - (27T)2 Jk1k2k3p2
s53—s1—s2—l1 _ is3
Lk3—k1—k2—P2 - (271')2 Jk1k2k3p2
—li—s1—s2—s3 _ ily
p2—ki—ka—ks (27)2 Jk1kakspa
(4.61)
Entonces, insertando nuestra solucién en vemos que se convierte en:
- (k1 + k2 + k3 + P2)Jk  kokspo (4.62)

lo cual es 0 debido a la delta de Dirac. Por lo tanto, si logramos encontrar esta relacion para el sistema en
especifico estamos pasando desde un sistema en derivadas parciales a derivadas totales. E| Si insertamos la

solucién [£.60] en L. 40] con M =1y Iy = I3:

d . 1-p2 - - 1-p2 -
(Ch+z(2i§2> (T% “r) = d(m)+3em) ] / Lljf,;jjﬁ{?p?ck;m(O)TCIZ;Q B (7)dky
S
2 o ! !
+18(2m)% ) /0 dt’ / dkios L i L, "1, 0(k1 + ko + ks + p2)
518283

1-k 1-
X O3 (1 — )02 ™2 (1 — /) ——Ct = (7 — t’)—,lp2 Clh(¢)
181 (231

(4.63)

Con "pasar a derivadas totales” nos referimos a que logramos reducir el niimero de argumentos que reciben

las funciones, lo que significa que ya no tenemos que evolucionar en 2 lineas temporales por separado. Méds

1 Acé le llamamos sistema en derivadas totales a un sistema que sigue siendo en derivadas parciales dado que las funciones
en cuestién dependen no solo del tiempo sino de k. Sin embargo, como no hay derivadas en Fourier podemos ver esto como un
sistema de ODEs acopladas ( una para cada modo).
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aun, la relacién nos permite ahora no tener que simular 2 ecuaciones en simultdneo sino que podemos
solo preocuparnos por una de ellas. Obviamente, la ventaja de esto es que el nimero de operaciones para
simular las ecuaciones ahora es menor.

Un aspecto interesante a mencionar corresponde a que el hecho de que DIA presente de por si un estado
estacionario no nos deberia sorprender en lo absoluto. Una sencilla razén para ver esto proviene de comparar
LET con DIA. Dijimos anteriormente que sus respectivas ecuaciones para la funciéon de correlacion son
equivalentes. Esto unido a que LET se basa en una relacién que no es mas que una generalizacién de la
relacién FD( llamada relacion fluctuacion relajacion) y que originalmente fue derivada asumiendo desde el
principio que las funciones eran estacionarias, nos avisa a priori que DIA también deberia presentar dicho
estado.

Adicionalmente, debemos decir que lo que realmente encontramos en [4.60] fue una familia de soluciones ,
cada una de ellas caracterizada por la constante M. Si bien la solucién es consistente con las ecuaciones [4.39]
y el hecho de que ahora tendremos un parametro extra que tendrd influencia en la ecuacién a estudiar
[4.63], presenta grandes dificultades conceptuales. Sin embargo, creemos que la familia de soluciones [£.60 no
aportan mayor informacion al problema, ya que estd més asociada a la conservacién de "momentum”. Para
remediar esto, creemos que es posible deducir una propiedad ciclica para los coeficientes L a partir de la
conservacion de la energia total ( como para el caso hidrodindmica). Con esto ultimo, podriamos encontrar
una familia de soluciones no triviales , lo cual quedard para un trabajo a futuro de esta tesis.

Finalmente, de este analisis es necesario recalcar que la relacion es obtenida en un sistema conservativo.
Si es que quisiéramos agregar términos asociados a la inyeccién de energia y/o disipacién, entonces no

podriamos asegurar que la relacién de FD sea valida en un sistema fuera del equilibrio termodinamico.
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Discusién y conclusiones

En este trabajo modelamos un sistema turbulento como un proceso estocastico. A pesar de atin no poder
verificar la similitud entre la teorfa y la realidad ( pues atin no validamos los resultados obtenidos) podemos
ver que poderosos métodos pueden ser formulados desde este punto de vista.

El tema principal de esta tesis fueron las ecuaciones DIA. Este método presenta la ventaja conceptual de
que la funcién respuesta aparece de forma més natural a la presentada en el método original.

Ademids logramos encontrar que en cierto limite las ecuaciones DIA para la placa eldstica conllevan a la re-
spectiva ecuacién cinética. Si bien la implicancia Falso— Verdadero es verdadera y por lo tanto no podemos
asegurar la validez de DIA a partir de la teorfa cinética, surgen 2 temas interesante de esta derivacién. El
primero consiste en notar que la derivacion de las ecuaciones DIA seria la misma si desde un comienzo con-
sideramos en todo momento una cantidad finita de modos. En segundo lugar hay trabajos como el de Orszag
de 1970 [7] que argumentan sobre la irreversibilidad hacia el equilibrio por parte de DIA. Si este fuese el caso,
en este trabajo partimos de ecuaciones irreversibles y logramos obtener la ecuacién cinética. A pesar de que
hay argumentos sobre la irreversibilidad propia de la ecuacién cinética , este hecho sugiere la posibilidad que
el comportamiento irreversible este asociado a algo mas general e independiente de la ”fuerza” del término
no lineal. Por lo tanto, el entendimiento del origen de la irreversibilidad de las ecuaciones quedard para un
trabajo a futuro.

Una vez presentadas las ecuaciones DIA consideradas en un sistema homogéneo, estudiamos la posibilidad
de verificar la validez de DIA desde un punto de vista numérico. En este sentido se establecié la importancia

de encontrar simplificaciones para las ecuaciones, ya que la simulacién directa es costosa en términos de
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procesamiento y/o de tiempo.

Finalmente llegamos a una condicién que se debe satisfacer para que las ecuaciones muestren la existencia
de un estado estacionario. M&s atn, se mostré que dicho estado esta completamente relacionado a lo que
llamamos usualmente relacién FD. Esto difiere ligeramente de lo estudiado por Ottaviani [44]. Esta simpli-
ficacién, a pesar de ser un caso especifico, permite una mejor comprensién sobre la dinamica del sistema y
ademds numéricamente hablando, reduce la cantidad de iteraciones necesarias facilitando las futuras simu-
laciones.

Como trabajo a futuro y siguiendo esta linea, se propone partir estudiando un sistema de 2 ( o més) os-
ciladores no lineales acoplados usando la aproximacién anterior. Al tratarse de sélo 2 osciladores, la cantidad
de operaciones necesarias para una simulacién es considerablemente menor. Un posible ejemplo de oscilador
no lineal puede ser uno de Duffing ( no linealidad ciibica) pues soluciones estacionarias ya se han estudiado
de manera exacta para un sélo modo.

_ 2
Por otro lado, un tema interesante es considerar el caso de la placa en que h < %.

En dicha situacién
la frecuencia no lineal pasaria a dominar por sobre la lineal. Esto sugiere que podriamos tomar nuevamente
el limite débilmente no lineal y recuperar la ecuacién cinética con la diferencia que en este caso la variedad
resonante estard determinada por la frecuencia no lineal del sistema.

Para finalizar, resulta atrayente mecionar aquellos temas que no se trataron con profundidad en este trabajo.
Entre estos se encuentra estudiar la placa elastica con otra RPG como LET o incluso la mencionada alterna-
tiva LHDI. También, debido a la baja intuiciéon sobre las ecuaciones DIA podemos preguntarnos si en cierto
limite podremos escribir la ecuacién estacionaria de DIA como un proceso de coagulacién-fragmentacion.
Esto ultimo quizés se puede llevar a cabo desde un punto de vista inverso ya que sabemos el tipo de espec-

tro que esperarfamos k~3/2. Cabe resaltar que con estos métodos podriamos incluso intentar aplicarlos a

sistemas no estudiados, como por ejemplo la placa elastica para un material piezoeléctrico.
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Appendix A

Resumen de DIA original

La derivacién matemaética explicita de como obtener las ecuaciones DIA para un caso de no-linealidad
cibica ( aunque esta no difiere mucho para otros grados) se puede resumir en una serie de pocos pasos. El
propédsito de mostrar los pasos a seguir es de gran importancia para que luego podamos comparar con otros
métodos (como el de McComb) los beneficios que tiene no asumir ciertas hipotesis( las cuéles en muchos
casos pueden no tener relacién directa con turbulencia) y simplemente seguir ciertos pasos para obtener a
"DIA” sin ser exactamente DIA. Esto quedarid mucho mejor explicado con un ejemplo que veremos mas

adelante. Entonces, en primer lugar consideramos un sistema de no linealidad ctibica:
1
(00 + vi) u(k) = 5 > P wru(k)u(k”) (A1)
K/+k" =k

Luego descomponemos el campo en una parte que describe como se veria el campo si no estuviera la in-

teraccién directa entre (k,p,q) y aquella parte que siente esta interaccién: u(k) = a(k) + Au(k). Asi:

(0 + v) (a(k) + Au(k)) = P —p—qu(—p)u(—q) + % > Paeae (i(k) + Au(K)) (@(k") + Au(k"))
k/_;’_kll:k,k/;ép
(A.2)

De modo que para orden Au(k):

@ +v) Duk) = > Baegrak)Adu(k") = Bep,-qu(-p)u(-q) (A.3)
K +k/ =k k'£p
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donde el término de lado derecho es del orden de Awu(k) por definicién. Si ahora en ¢ = ¢y metemos a
mano, al lado derecho de la ecuacién original, un término de inyeccién que perturbe el sistema fi(t)y luego

si queremos saber como varia el campo con respecto a la perturbacion:

du(k du(k”
(8t + Vk) (Sf ((t/)) — Z Pk’k/’k”u(k/)(sf(//(tl)) = 5(t — t/) (A4)
k k' +k"=k,k'#£p k'
definimos Ry (t,t') := ffi((l;)). Entonces, viendo a R como la funcién de Green de Au(k) entonces la con-
tribucién de la triada (k, p,q) es:
t ~
Bu(l) = [ Fultst)) Pcp ! (~p (-t (A.5)
to

Entonces, como vimos anteriormente el momento S se aproximara por la interaccién directa:

S~ (0u'(k)u(p)u(q)) + (v (k)du(p)u(q)) + (u'(k)u(p)du(q))

_ / A7 P p (Bt 7u(—p, 7)u(—q, 7)u(p)u(q))

0

+ / dTPp7q7k<’U,/(k)Rp (t, T)u(=k, 7)u(—q, 7)u(q))

to

t ~
+ / A Py cp (' (K)u(p) Ra(t, 7)u(—k, 7)u(—p, 7)) (A.6)

0

Usando el principio de dependencia débil y definiendo Ry (t,t') := (Ry(t,t)) y Ci(t, ) = (u(k, t)u(=k,t'))

obtenemos la ecuacién DIA para la funcién de correlacion:

(0 + 1) Cue(t, 1)) — / St 7) O (o) = /t S e Fu(t ) Rt 1) (A7)

to 0

! La definicién de la funcién respuesta debe tomarse con un poco més de cuidado debido a que por causalidad consideramos
que Rk(t,t) = 0, lo que usualmente se conoce como convencidn de Ito dado que en su forma discretizada la variable aleatoria
actia despues de ser actualizado el campo. Mientras que para t > t', la funcién es continua en el tiempo de modo que el limite
limg _,,~ Ri(t,t") estd bien definido. En su mayorfa del texto esto se tratard de forma implicita a menos que sea necesario
destacarlo.
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con Ek(ta 7—) = Zp+q:k Pk,p,qu,q,kRp (T7 t)CQ(Tv t) y Fy (ta 7—) = % Zp,q Plz,p,qcp (T7 t)CQ(Ta t)'

Para la funcién respuesta, pensemos que perturbamos sélo el modo k de modo que:

(0 +vi) du(k) = > Pepqu(p)dula) + fi (A.8)
p+a=k

Sin embargo, el modo q solo siente una perturbacién debido a que se perturbé el modo k, de este modo
vamos a aproximar que esta perturbacién sobre q esta dominada por la interaccién directa con k ( a través
de p obviamente): t
du(q) = t Rq(t,7) Py pxu(—p)ou(—k) (A.9)
0
Asi | insertando esto en la ecuacién anterior, derivando con respecto a la perturbacién inicial y promediando
obtenemos:
(00 + 1) Ru(t, ) — / St ) Rl t) = 6t — ) (A.10)

t/
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Appendix B

Construccion de integral funcional para

variables aleatorias complejas

Al momento de construir la integral funcional, debemos tener algo de cuidado debido a que la notacién
puede ser algo confusa. Esto principalmente debido a que estamos tratando con variables aleatorias comple-
jas. Por ende, acd se harda una pequena guia del paso a paso inicial. Consideremos la ecuacion:

dA;
dt

(1) + isQAR() = ni (1) (B.1)

donde ¢ € [0, 7] y 7;(t) es un ruido gaussiano complejo con (n;(t)) = 0y (n! (t1)ng (t2)) = 2F,0s,,—5,0 (k1 +
]432)5(151 — tg) donde (nii (tl))* = 7]:]‘2 (tl)
Si queremos obtener el promedio de un observable O sobre el ruido necesitamos la PDF conjunta del ruido

dada por:

s 1 —1,z122 "Zi(tZ)
P(nj(t)) o< exp —2/dt1dt22/dk1dk2 ((77,2(751))* nZi(h)) G (b, 1) § (B.2)

z122 (7712 (tQ))*

Donde

i+ 2 —i (B2 — X21) 211 — a2 + (X2 + Xo1)
Gt te) = _ . B3
Y420 —i(Bi2+221) i+ +i(X12— X)

siendo Y11 , Yoo v X192, Y91 las matrices de covarianzas de la parte real del ruido, de la parte imaginaria y

las cruzadas respectivamente. Para este caso, consideraremos que la parte real e imaginaria del ruido estan
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COMPLEJAS

descorreladas y su respectivas varianzas son distintas.Discretizando tenemos que:

@ = TIIIII / g P(1)
k s m

z2

MK
1 z z —1,z122 2,9
(nKz,q)

= E[HH/an,m ‘

S m

2
MK
_1 zZ1 * Z1 —1l,z122 2,9
2 Z:2152 Zp,q Z:1’(1K2 ((nKl,p) nKl,p>GK1K2»pq (( Z2 )*
Ka,q

1 L I J g e

Luego definimos I' := 11 + Yoo v 2F = ¥1; — Xoo.

iz 1 T —2F

S — (B.4)
KiKi,pg = 12 _ (2F)2 _9F T

Si separamos en parte real y en parte imaginaria obtenemos 2 integrales gaussianas. Luego tenemos que:

Ot Az Ap)) = [ TLTL TLnPORIOME AR e A7)
k=1s=s1 j=1
= [ TLantspo,) [ TL 4,008, - Aty JOUAT AR, .. A7)
k,s,j k,s,j Y
A]Si‘ i+1 AZ j
= [0z [ ounsporps (B sy - gy ) | 00 A2
— [ Doy Az ) (B.5)
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Integral Funcional

En primera instancia queremos tener algo como:

So = %Z > / / ST ()G 2 (4, ) o2 () dtdt! (C.1)

5182 k1kso

AS t —1,5182 t,t, —1,s182 t, t/
Definiendo ¢j(t) := f‘”( ) , G;lléjlsz (t,t) = kli”’l (&, 1) 1“52’2 (&%) y siendo qﬁill’T(t) el vector
—1818 —1818
A5 (1) Gy () G2 ()

traspuesto de ¢le (t). Llegamos a que la expresién para Sy se puede escribir de la siguiente forma:

1 s1 —1,s1s9 1N A82 4t s1 —1,s189 IN 552 0 Ts1 —1,s189 1N A82 4t is1 —1,s1s9 N 382 0,0
So=2 X 2 //Ah(t>Gk1k2,1 (tt)A2 () + AL (DG E152 (4 A2 () + AL (06 L0152 (8 ) A2 () + AL (G, (o2 (1) A2 () (C.2)
$152 k1 ko

Comparando vemos que:

0 Os1,500ky ka (—Op + 1'3295_2]@)

Gplo (1) =o(t—t) o
Os1,520k1 ko (Opr + 152822 ) —2F}, 0ky,—ky 051, —s2

(C.3)
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Anadiendo a mano el campo auxiliar j;(t) := obtenemos:

[ Plazwiniio)

X exp —ZZ/ / dtdt gbsl’ klkzlsQ t,t') —l—ZZ/]Zi’ )dt

5152 k1ko 51k

Ahora, desde la ecuacién llegamos a:

A J J /D¢1 kD¢2 ke( Z:5152 Ekle fO fO dtdt! ¢91 T( HG ;111;;1S2(t’t/)¢zé (tl)+231 Zkl szi’T(t)qﬁzi (t)dt> (05)

Ahora hacemos el cambio de variable y; (t) = ¢; (t)—¢;°(t) donde [%} i 0 ( en este caso el superindice
k *
* 1o representa el complejo conjugado, sino que se usa para denotar solamente un caso especial). Derivando,

vemos que esta condicion equivale a:
T 1
—1,s18 * .
Y [ arene ) i (C.6)
sk

Queremos invertir, por lo que necesitamos encontrar la inversa de G L Sls(t t/ ):
T
>N /0 dt" G () G2 (2 1) = By 0y Ok, O — )l (C.7)

5182 ’ s189 ,
haciendo G8182 (t t/) — Glﬁkg,l(tv t ) Gk1k272(t7 t )
kika \™ G552 _(+.) G552 (+.t

k1k273( 5 ) k1k2,4( , )

. Llegamos al siguiente set :

(=0 + 5107, VG2 5 (1) = Okyky Ot — )05y, (C.8)
(O + 510 )GRi2 (8, 1) = Okyay 0t — )05y 5, (C.9)
(8t + ileZi)GziZZQ,l(t’ t/) = 2F]€2G:Zi}273(t, t/) (ClO)
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donde hicimos G4 = 0 por simplicidad de la solucién. Entonces como vimos para orden 0, las ecuaciones son

(O +is100)Cphz, (1) = 2Fy, R, (1) (C.11)

0 . s S$1—5
<8t + 281Qk11> RO,lklka (t,t/) = 2Fk2(531525k1k25(t — t/) (C.12)

Por ende, comparando con el set de ecuaciones anterior obtenemos que una posible solucién corresponde a

Coorry (&) RO 72, (81

Gl (t,t) =
e RS, (1) 0

(C.13)

Luego llegamos a la integral:

.s1,T

2ol 71 = [ DDy el Fovn B B 0 OGO B LT O 0%) (1

aplicando una rotacién unitaria para dejar la matriz completamente diagonal y obtener integrales gaussianas,

llegamos a:

ZolJ, J] = e Xy Ty St} (it () (C.15)

Notar que tanto la traslaciéon como la rotacién provocan un jacobiano igual a 1. Entonces, si resolvemos

para ¢;°(t) usando las respectivas funciones de Green llegamos a:

Comm, ()T () + Ro 2y, (6 8) T ()

3 ! (C.16)
Rel 2, (1) T (E)

*S(t): dt,
=% /

S1
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Appendix D

Método diagramatico y renormalizacion

Como bien dijimos anteriormente, el niimero de veces que debemos derivar una exponencial es demasiado
grande como para hacerlo paso a paso. Mas aun, no todos estos términos van a contribuir pues muchos de
ellos serdn nulos dado que entregarén funciones respuesta cuyos argumentos temporales serdan el mismo( que
como vimos es idénticamente 0 por definicién). Por ende el problema de las 11 derivadas lo veremos como un
problema combinatorio. Dado que al final, lo que haremos serd igualar los campos auxiliares a 0 y como la
exponencial es cuadratica en estos campos, notamos que obtendremos una funcién luego de derivar 2 veces

la exponencial:

6JS B (ZZ/dﬁJ VR (7t >> Zo Py (t) (D.1)

07, s*s s*z * z Ds™ (4%
5JS ) (ZZ/dTQCk* 2(1*, 1) 32 (2) + Ry ( ,72)Jq;(72)> = ZoPs (1) (D.2)
k* 22

de tal modo que:

G S p—— o

<‘”?’55(t:)> — O ) (D.4)

(M) — REE (1) (D5)
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Por lo tanto, lo podremos ver como un problema combinatorio en el sentido en que debemos encontrar las
combinaciones de pares posibles que nos entregaran resultados distintos de 0 y sus respectivas cantidades. En
esta seccién se mostrard detalladamente como es el calculo diagramético sélo para la ecuacién de la funcién
de correlacién debido a que es completamente andlogo el procedimiento para la funcién respuesta. Asi, las

posibles combinaciones a orden 2 viene dado por:

) 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5
’ 8T (t1) 0T (8) ) \ 8 (¢) 8Jg2 (¢) ) \ 0Tz (8) 6.72(¢) ) \ 05 () 6T31 (1) ) \ 6T (t2) 6.5 (')
(D.6)

representado por:

t2 \ , \ , tl

al permutar libremente los indices x1,x2, 3 ( al hacer esto estamos diciendo que permutamos a la misma
vez los vectores ki, ka,ks), por que lo que sélo haciendo esto tenemos 3 combinaciones de parejas posibles:
(x1,12) (22, x3)| (22, l2) (21, x3)|(x3, l2)(z2, 21). Luego vemos que por cada uno de ellos también podemos rotar
libremente s1, s2, s3( y sus vectores ) en los que se emparejan también 2 de ellos, habiendo de igual forma
3 de estas combinaciones . Esto hace que hayan 3 x 3 = 9 términos asi. Ademads, tenemos que existe una
simetria ”temporal” al permutar los tiempos t y t’. Por lo que el nimero total de diagramas de este tipo son

18.

b 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5
8Ty (1) 0J5(0) ) \ 8Jgg (') 6Jgz (') ) \ 8 (¢') 6T (8) ) \ 6J53 (ta) 12(¢) ) \ 675 (¢') 632 ()
(D.7)

representado por:

73



APPENDIX D. METODO DIAGRAMATICO Y RENORMALIZACION

Haciendo el mismo anélisis anterior concluimos que hay 18 de ellos también.

ot 56 50 5 5 59
8Jp (1) 65(1) ) \ &g () 6T32(8) ) \ 8Jaz (¢) 8T32(t) ) \ 6T (¢2) 6Jg (') ) \ 85 (1) 6.J3 (1)

(D.8)

representado por:

to t t ty

Al momento de contar la cantidad de estos diagramas vemos que difiere en algo importante. Este tipo de
diagramas no tiene emparejamientos en un mismo tiempo es decir cosas tipo (s1, s2) o (z1,z2). Por ende, al
permutar solamente los indices s1, s2, s3 ya tendremos 6 combinaciones posibles haciendo un conjunto de 18

combinaciones. Por la misma simetria temporal el total sera de 36 diagramas.

2 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5
8Jp (1) 0T¢(8) )\ 8Jaz (1) 6J32 (1) ) \ 0Jg (¢) 6T32(8) ) \ 6T (k2) 095 (F) ) \ 6.Jg (¢') 6T (1)
(D.9)

representado por:

t2 t t t1

En este caso, tendremos sélo emparejamientos de los indices s con los x, es decir s6lo 6 combinaciones. Esto
mas la simetria temporal hace un total de 12 términos de este tipo.

Luego con respecto a la renormalizacién, es necesario mostrar como al renormalizar seguiremos obteniendo
los diagramas correctos con las cantidades anteriormente calculadas. Especificamente, veremos como al

renormalizar el término de primer orden obtendremos los diagramas tipo A y B. A primer orden vimos que
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obtuvimos:
31
~ t2 tl t t t2
! 2 1
Lo s~ = + (D.10)
: ” . t2 t1 -
Diagraméticamente, al despejar 99900000900~ vemos que al lado derecho debe aparecer la funciéon de Green

asociada al operador L, es decir un Ry. Entonces reemplazando recursivamente obtenemos que:

3 ta t1 t t
! _ b2 1 .
Loy owuee~ = = C 4 T s

(D.11)

De esta forma, sélo nos quedaremos con aquellos términos que no podremos reproducir al renormalizar el

primer orden, es decir los diagramas tipo C y D. Asi, pasando de diagramas a ecuaciones como se explico
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anteriormente, la ecuaciéon DIA para la funcién de correlacién es:

[

5l
£p17t1

]

1112
Oplpz

(t1,t2)

2F, RI2U (t9,11)

P2,P1
+3 Z /Lgfﬁfi?kSCﬁlliz (tl, t1)0§§g2 (tl, tg)(S(kl + ko + ks — pl)dklgg
518953
t1
2 Y [anryiin, Y fda[Ca Y [aanrgi
515283 xT 0 T1T2X3
A, : _
X X123 T123C G5, (1, 12) O i (8, 1) Oy (8 t) By (61, 4)0(Q—q)6 (K —p, )
t2
I
2 Y [anryiin, Y fda[Ca Y [z
515283 T 0 T1T2X3

X Tios R, g (t2, ) it (1, 1) a2y (,11) Cay (1 41)5(Qq) 6 (K —p, )

(D.12)
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Ecuacion cinética y correccion a la

frecuencia

Primero calcularemos la correccién a la frecuencia dado que por ser de orden menor es maés sencillo.
Anteriormente se mostré como son las ecuaciones a orden 0 con el multi-scaling hecho cuya solucién esta

dada por Ahora, al siguiente orden tendremos:

o
<—8T+zzlwp2> CLE(7,ty,Th) = 2FRPL (7,15, Th)

+6m7 Y [ LhtEs G0, ty — 7, To)dkaCil2 (7, ta, To)

—p2—koka—p2
518983
(E.1)
0 0 (l]1l2
((% T35 T ilzwp2> CPl (7,12, Th) = fan? +2F, R{2 (=7, 15, Th)
sort Y [ L R 0 T (ot )
518983
(E.2)
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Si sumamos estas dos ecuaciones para encontrar los términos resonantes encontramos :

l1lo

0 .
<61€2 +i(ly + 12)%,2) Cl2 (1,10, Th) = _87%52 +2F, RU2 (=7,t5,Th) + 2FREL (7,12, T)
sor 3 [ L, G 0, TC (1, T
S$189S3
+672 Z Lhsis2ss C2v32(0, by — 7,1 dko C32 (1, 8o, T
™ —p2—k2]€2—p2 07]4;2( s U2 TJ 2) 2 0,]72(7-’ 29 2)
S$189S3
(E.3)
Por ende, para el caso ls = —l1, la ecuacion resonante serd:
l1—l1
07]’2
0,0,75) =0 E.4
S (0,0,72) (E4)

Acé podemos ver como a este orden 0&;2 It debe ser una constante para tiempos largos del orden de 75, lo
cual indica que no hay transferencia de energia y por ende hay que ir al orden siguiente. Mientras tanto,

para el caso de o = [ la ecuacién resonante sera:

oC!hl
00,1 = 6 [ Il G 0.0, ) Cl (0.0.7)
S1
hisi—s1l — Il
o Z / L_I;’;_Z;’f;—pz Cg}k281 (0,0, T2)Cofp12 (0,0,73) (E.5)
S1

lo que nos entrega la correcciéon a la frecuencia.

Para el siguiente orden, los tiempos a usar corresponden a (t1,t2) — (7,t2, Ts, T2) con €*ty = T5. Por lo que

78



APPENDIX E. ECUACION CINETICA Y CORRECCION A LA FRECUENCIA

las ecuaciones corresponden a:

9 . 1l 1l ol l2l ol
[ - g + 'Lllwpfz] (C’]l:)lgl2 (T7 ta, TQa 75) + 6011,p22 + E26’21,p22) = 2FP2 (R()z,pll (T) + 6]%12,1)11 (T7 ta, TQa 75) + €2R22,p11 (Tv to, TQa ,TQ))
+6r > / Ly Ot (0, ty — 7, To, T2) O3 (7, b, Ta, To) dk
818283
to—T
l
w6en)’ 3 [y, Y [ @ X L,
818283 xr 0 T1X2X3

XCIJ)C;IZ (t2 - tat27T277—2)C]::;53 <t2 - T — tat2 - T, T277-2)

XC2®(te =7 —t,ta — 7,12, T2) Ry “(ta — 7 — 1)6(Kotp,)

ta
SECORD Dl LR ES N Y AT DI
xr

§18283 T1T2T3

xRS (ty — ) O (e — 7 — ity — 7, T2, T2)

Xclfisz(tg — T — t,tQ -7, TQ,%)Cﬁ:SS(tQ — T — t,tQ - T, T2,7-2)($(K+p2)

(E.6)
a a 2 8 - lllz l1l2 2 lllz l1l2 lllg 2 l]lz
[5 + O, + 68—T2 +€ 8—7,2 + ZZQWPQ] (C’O’p2 + ECLpz + € CQ’pQ) = 2F, <R07p2 + eRl_’pQ(f'r, to, To,T2) + € R27p2(77, to, Tg,Tg))
dom S0 [ L, G 0.0, T TIC (1t T Tl
S§18283
l 2
3 518528 TL1ToX:
vnerp 3 [tz X [Ca Y e,
818283 xr 0 T1X2X3

chd}lﬁf; (t2 - T — t7t2 - T, TQ; E)Cﬁ;SS(tQ - ta t23T277—2)

X Oz (ta — t, 12, To, T2) Ry 7y (t2 — ¢)6(K_p,)

to—T
w2 Y [dmtiyn Y [ a3

S15283 T1T2T3
11— .
XLI_I;;ji?l’—kQ—k:gRPIQ w(tQ -7 t)Ola(lllél (t - t23 tQa T27 7-2)
X CT22 (= tg, by, Tp, To)CL" (t — b, b, Ty, T2)3 (K _p,)

(E.7)

Para el caso de orden 1, encontrar la ecuacién resonante resultaba de una simple inspecciéon. Sin embargo,
para este caso debemos hacer algo un poco mas sofisticado. Nos concentramos en ly = —Iq, integraremos el

tiempo rapido, dividiremos por 7 y tomaremos el limite lim , por lo que los términos que sobrevivan a este
to—00
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limite seran justamente aquellos que forman la ecuacién resonante:

. 1 9 ach 5 3011 5 ) dt!
Jin g fan{ Lot e e i [0 (R (i, T T + Ry T )

Cro2(0,th — 7, T, To) O~ (7, by, T, T2) dks

—p2—kaka—p2

+67T Z /Lllblézég

518283

+67 Z/ Lohsisess C9o2(0, 1y, Ty, To)C33l (1,1, To, To) dk

518283

t'2 T
: 11581828 TT1T2X
+18(2m)° > /dklszI}Iﬁlf(zi’(g/O dt Y LR

518283 TX1X2T3

Xcggill (tlg - t7 t/27 T27 75)0$;53 (tl2 - T t’ t/2 -7 TQ’ 7-2)
><C’I252 (th — 1 —t,th — 1, Ty, E)Rslix(té — 7 —1)0(Kip,)
l
—|—18 271_ Z /dk123Lp2L811k52213§, / dt Z Lza:1a:29:3k2p2
515253 0 XXx1x2IT3
xcmsll(tQ_T t,t —T7T277—2)C§;53(t/g —t7t/27T2775)
XCR22 (thy — t, 1y, Ty, To) R§ . (ty — )6(K _p,)
t
6(2m)* ) / ki3 L SLE58 / D s
515283 0 TX1T2T3

XCIfESQ(tZ - T — tvtIQ - T, T27 7—2)01?1181 (t/2 - T t7t/2 - T, TQ; 7—2)
XRTDTE(th — ) O (ty — 7 — tth — 7, T, T2)0(Kp,)

tfzf'r
> [amiginze Y [T a3

$18283 T1X2T3

RL=o(th — 1 — )OR (t — th, th, T, T5)

TX1X2IT3
XL*pz ki—ka—ks

X Oz (t — th, th, T, To) O™ (t — th, th, T, 7'2)5(KP2)}

(E.8)
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eliminando aquellos términos que claramente no son resonantes:

: 1 T 9 leQZB T T18 25
Jlim = | dm—gs = Tim —24@2m)* Y > / dqi23T123C;, (0,0, To, To) g2 (0,0, T3, Ta)
518283 £1T2x3

11518983 S1T1X2T3 x3—I1
XL—pz —q3—q2— Q1L—q3fI1Q2 P2C—p20(0’0’T2’T2)5(Q—P2)

-
X / 6_1(53“*11+$2‘*"12+51‘*’q3_ll“”’2)tA(m1wa + Towg, + T3Wp, — S1Wes, t)dt} (E.9)
0

1
+ lim 7{24(2703 > / dkizs Y CpleH(0,0, Ty, T2)Cp23(0,0, Ty, T2) G2 (0,0, Tz, Ta)
518283 T1T2T3

5515283 l1x12223
XLP2k1k2k3L*p2 k1—ko— 5(K—P2)

-
></ 677,(3310.)]91+x2wk2+x3wk3*llwp2)tA(81wkl +32wk2+33wk3+l1wp2;t)dt} (E.lO)
0

donde A(z,t) == fg dre®®7dr. Usando Lema Riemman-Lebesgue obtenemos:

81% (Tz) = —127(2n)? Z / dk123T123C), 1 (T2) Ci 7% (T2) O > (Ta)

!
‘L 1519”3’ —(5 (K_p,)d(liwp, + s1wk, + Sowpk, + S3Wi,)

P2d3q924d1

+127(27)? Z /dk12301:18151(75)01:23252(75)01;5383(75)

S§182S83

|Lpzl%1?qszz§f’ 5(K7p2>5(l1w1)2 + S1Wk, + SaWp, + 53wk3)

(E.11)

La cual corresponde a la ecuacion cinética para la placa elastica.
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Appendix F

Receta de McComb

Seguiremos el camino explicado por WD McComb [46]. Nuevamente podemos considerar la ecuacién
pero anadiremos un pardmetro de control A\ al término no lineal y con un término de inyecciéon de energia a

la derecha:

@+ v)uk) =X Y Powseru®)u’) + fi(t) (F.1)
k/+k” =k

Ahora consideremos que en t =ty un pequeno cambio en la inyeccién fi(t) — fx(t)+0 fx causard un pequeno
cambio en el campo(notar que la ecuacién es lineal en fi) u(k) — u(k) + dugx. Como ya sabemos, vamos a

definir la funcién respuesta como:
¢
Suk(t) = | Ri(t,t)d fidt/ (F.2)
to
Entonces, para encontrar la funcién de correlacién los pasos son los siguientes:

1. multiplicar por u'(—k) y promediar.

2. Expandir los campos u(k) = ug(k) + Aug(k) + Nuz(k) + o(A\3) y resolver para el primer orden como

funcién de la funcién de Green de orden 0 y los campos de orden 0, i.e, Ro(k, t,t') y up

3. Resolver para el siguiente orden dejando todo en términos de Ry v ug de modo que podamos separar

los promedios: (Ro(p)uo(k)uo(j)uo(—k)uo(—j)) = (Ro(p))(uo(k)uo(—k)){uo()uo(—J))

4. Reemplazar ug — uy Ry — R , truncar al segundo orden y hacer A = 1.
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APPENDIX F. RECETA DE MCCOMB

Explicitamente, el paso 3 corresponde a encontrar la ecuacioén:

(O + vi) ur (k) = Z Picxe o (K uo (k") (F.3)
K4k =k

De modo que podemos escribir la solucién sabiendo que la funcién de Green es Ry(k):

t
uy (k) = / Ro(k,t,t)) > P rup(k)uhkK")dt! (F.4)
to k/+k=k

Luego, para el siguiente paso podemos separar los promedios de la forma en que se mostré porque ug(k) es la
solucion de orden lineal y por ende es estadisticamente independiente de los otros modos debido a mazimal

randomness.

Para la funcién respuesta es bien similar el proceso:
1. Reemplazar los cambios u(k) — u(k) + duk y fk(t) = fk(t) + 0 fx en

2. Encontrar una ecuacién para duy removiendo aquellos términos pertenecientes a la ecuacién original

[F.1] e ignorando los términos de orden superior como duysduyr .
3. Reemplazar en ésta ecuacién para as{ obtener una ecuacién para R(k,¢,t")

4. Expandir la funcién respuesta en serie de potencias R(k, t,t') = Ro(k, t,t")+AR1(k, t,t' )+ 2Ro(k, t,t')+

0(\3) y de igual forma el campo
5. Andlogamente resolver para R; en funcién de Ry y ug

6. Repetir los tltimos 2 pasos de la funcién de correlacion
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