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RESUMEN

Se considera el problema de optimizacidén convexa estocdstica, que permite una re-
presentacion general de una diversa gama de aplicaciones en aprendizaje automatico, es-
tadistica e investigacion de operaciones, entre otros. En el estudio de tal problema, se
analiza la complejidad de generalizar el conocimiento obtenido a través de una muestra
de datos con comportamiento desconocido, minimizando un problema convexo definido
por la muestra. Debido a no realizar supuestos sobre tales datos, los resultados comunes
entregan cotas asintdticas que garantizan 6rdenes de convergencia de los errores induci-
dos por aproximaciones al 6ptimo a través de métodos de primer orden, descartando una
cuantificacion exacta del peor caso alcanzable en la practica. En este trabajo, se plantea
la hipoétesis que es posible recuperar cotas de generalizacion ayudandose de un problema
computacional que calcula el rendimiento de peor caso de tanto el error de optimizacién
como la estabilidad algoritmica de un método de primer orden. Se proponen problemas se-
midefinidos que permiten la representacion exacta de ambas métricas, para distintos tipos
de métodos. Luego, basdndose en una implementacion de los modelos desarrollados, se
procura inferir expresiones simbdlicas de los resultados obtenidos a través de un proceso
heuristico, recuperando informacion que puede traducirse en demostraciones de garantias
de generalizacion. Se encontré una representacion matricial de dos tipos de métodos de
primer orden, aprovechando la estructura de las actualizaciones. También se realizé el
proceso heuristico para el método de punto proximal, encontrando casos donde es posi-
ble su correcta utilizacion y otros donde aparecen limitaciones practicas que imposibilitan

producir una demostracion rigurosa.

Palabras Claves: Optimizacion convexa estocdstica, Minimizacién de riesgo empiri-
co, Exceso de riesgo, Estabilidad algoritmica, Problema de estima-
cién de rendimiento, Optimizaciéon semidefinida, Métodos de pri-

mer orden, Andlisis asistido por computador.
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ABSTRACT

We consider the stochastic optimization problem, which allows a general represen-
tation of a diverse range of applications in machine learning, statistics and operations
research, among others. To study this problem, we analyze the complexity of generalizing
knowledge obtained through a data sample, whose behaviour is unknown, by minimi-
zing a sample-defined convex problem. Due to not imposing assumptions on such data,
common findings yield asymptotic bounds which guarantee a certain convergence rate
of errors induced by approximation to optima through first-order methods, dismissing an
exact cuantification of the precise worst-case attained in practice. In this thesis, we claim
it is possible to retrieve generalization bounds aided by a computational problem, which
computes a first-order method’s worst-case performance of both optimization error and
algorithmic stability. We propose semidefinite programs which allow the exact worst-case
representation of such measures, for different types of methods. Then, based on the imple-
mentation of the developed models, we propose deriving symbolic expressions from the
achieved results through a heuristic process, retrieving information which can be refor-
mulated into a generalization guarantee proof. We found a matrix representation for two
distinct types of first-order methods, taking advantage of the update’s structure. Besides,
we applied the heuristic process to the proximal point method, obtaining both cases whe-
re it may be used correcly and where practical limitations arise, which preclude us from

deriving a rigorous proof.

Keywords: Stochastic convex optimization, Empirical risk minimization, Excess
risk, Algorithmic stability, Performance estimation problem, Semidefi-

nite optimization, First-order methods, Computer-aided analysis.
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1. INTRODUCCION

El problema de optimizacién convexa estocdstica (SCO) es un modelo de gran im-
portancia en Estadistica y Machine Learning. Este programa permite representar diversos
modelos de regresion y de aprendizaje supervisado, garantizando la aprendibilidad tras
imponer supuestos de convexidad de la clase de hipdtesis y nociones de regularidad de la
pérdida, restricciones que son naturales a estas aplicaciones (Shalev-Shwartz y Ben-David,

2014).

Asi, un problema SCO (1.1) se caracteriza a través de una funcién de pérdida f sobre
un espacio producto X X Z, que se desea optimizar en un conjunto factible X convexo
en el espacio euclideo (R, || - ||) y una distribucién desconocida D sobre Z. Ademads, las
pérdidas f(-, &) son convexas para todo £ € Z. En general, se suponen caracteristicas adi-
cionales de regularidad en la primera componente de f, tales como Lipschitz-continuidad,
suavidad y/o convexidad fuerte. Se asume que la distribucion anterior solo puede ser ac-
cedida mediante el muestreo de n datos aleatorios i.i.d. {Ei}ie[n]. Se llama Riesgo de
poblacién a la funcién F'(z) := gilz?p[ f(x, &)], objetivo a minimizar en el problema (1.1).

gél/{}F(x) (1.1)

Debido a la imposibilidad de conocer D en la practica y consecuentemente de resolver
(1.1), el acercamiento comun al problema anterior consiste en la utilizacion del funcional
de Riesgo empirico (1.2) definido por la muestra S = (&, ..., &,) como una aproximacion
del valor esperado en (1.1). Utilizando informacién de primer orden de las pérdidas f(-, )
(dado ¢ € Z) entregada por algin ordculo de primer orden, se requiere derivar aproxi-
maciones a la respuesta 6ptima de (1.1) mediante soluciones aproximadas al éptimo del

problema de minimizacion de riesgo empirico (1.3).

1

Fy(w) =~ > f,8) (1.2)
£es

gréi)r‘} Fs(z) (1.3)
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Una aplicacion de los problemas de aprendizaje (1.1) y (1.3) es el problema de regre-
sién lineal, donde se busca predecir los parametros de dependencia lineal de una variable
respuesta b con respecto a variables predictoras a en la bola unitaria, dada una muestra de
ejemplos aleatorios de la forma &; = (a;, b;) € X x R. Se considera la clase de hipétesis
X = B4(0,1) y la funcién de pérdida cuadratica f(z, ) = 1((z, a) —b)*. Shalev-Shwartz
y Ben-David (2014) muestran que utilizando lo anterior, el problema de minimizacion de
riesgo empirico (1.3) se puede reescribir como un problema de minimos cuadrados so-
bre la muestra S con funcién objetivo (1.4), teniendo por ptimo a algin pardmetro en
{z € R?: ||z|| < 1} que minimiza el error cuadrético medio a los datos. Asimismo, el
problema SCO se puede reescribir como aquel que minimiza, en valor esperado, la pérdida

cuadratica de un nuevo dato a la prediccion, como se expresa en (1.5).

Fs(z) = L > ((x,ai) — b))’ (1.4)

2n
1€[n]
m E {1« ) b)ﬂ (1.5)
min —{zr,a) — .
llz]|<1 (a,b)~D | 2

Sin embargo, en (1.5) y en el problema SCO general (1.1), poder minimizar sobre la
muestra conocida no es per se una garantia de una buena generalizacién a toda la pobla-
cién proveniente de D. En general, se requieren supuestos adicionales sobre el método de
descenso utilizado y/o las propiedades de la funcidn de pérdida para poder lograr garantias
fuertes sobre el problema (1.1). Una descomposicién comun en la literatura de aprendi-
zaje de maquinas, es aquella donde se analizan los fenémenos de generalizacién, optimi-
zacion y aproximacion separadamente (Shalev-Shwartz y Ben-David, 2014), balanceando
la complejidad atribuible a cada uno de estos errores mediante la eleccién de parametros
convenientes. Para el problema de generalizacion resultante, una técnica ampliamente uti-
lizada es relacionar esta capacidad de aprendizaje sobre la poblacion completa a través
de propiedades de estabilidad algoritmica de los métodos utilizados. Esta propiedad de
los algoritmos de aprendizaje es una cuantificacion (segun distintas nociones) del méximo
de pérdida o de distancia entre trayectorias generadas por un algoritmo cuando se altera

marginalmente la muestra provista.
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Las garantias tedricas convencionales en SCO entregan 6rdenes de complejidad (me-
dido, por ejemplo, en tiempo o evaluaciones de gradiente) para los errores de optimizacion
y estabilidad de algoritmos de primer orden en términos de pardmetros del problema, co-
mo aquellas presentes en Hardt, Recht, y Singer (2016) y Bassily, Feldman, Guzman,
y Talwar (2020). Estos resultados derivan cotas de complejidad asintéticas superiores o
inferiores, alcanzando en algunos casos el mismo orden de complejidad entre ambos limi-
tes. En cualquier caso, tener ambas cotas para la complejidad medida no necesariamente

permite obtener una representacion del peor caso real de manera exacta.

Por otra parte, el uso del problema de estimacion de rendimiento (PEP, por su nombre
en Inglés) asistido por computador ha facilitado la representacién de la complejidad de
primer orden de métodos de descenso en optimizacién convexa determinista de manera
exacta (Taylor, Hendrickx, y Glineur, 2017b), permitiendo extensiones incluso al caso no

convexo (Taylor, Hendrickx, y Glineur, 2017a) y estocéstico (Taylor y Bach, 2019).

1.1. Objetivos de investigacion

En este trabajo, se plante6 la hipétesis de que es posible obtener cotas no asintdticas
de optimizacién y estabilidad para los problemas (1.1) y (1.3) utilizando representaciones
semidefinidas positivas (SDP) de PEP. Estos problemas modelarian de manera exacta el
peor caso de una ejecucion de métodos de primer orden, permitiendo ademds medir la

uniforme estabilidad.

De acuerdo con la hipdtesis anterior, se propuso el objetivo general de aplicar la me-
todologia de trabajo para PEP a modelos que representan explicitamente los peores casos
de optimizacion y/o estabilidad en el contexto de minimizacion de riesgo empirico. En
vista de tal objetivo, se plantearon los siguientes tres objetivos de investigacion especifi-
cos, correspondientes a tres pasos distintos de aplicacion de la metodologia asistida por

computador:
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1. Desarrollar versiones semidefinidas de PEP aplicables a los métodos estudiados
en el contexto de SCO, incorporando en la estructura de tales problemas repre-
sentaciones exactas de métricas para la estabilidad y optimizacion.

2. Usando la implementacion computacional los modelos semidefinidos propuestos,
establecer comparaciones entre peor caso real y cotas de la teoria.

3. Obtencion de garantias tedricas basadas en los resultados computacionales logra-

dos, utilizando la metodologia heuristica para PEP.

Adicionalmente, se buscaron garantias tedricas complementarias a los antecedentes del
problema sin hacer un andlisis asistido computacionalmente, de manera de complementar

resultados tedricos previos.
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1.2. Metodologia

Se modelan problemas de optimizacion tipo PEP para representar el rendimiento en el
peor caso de los problemas de minimizacién de riesgo empirico y/o estabilidad de manera
exacta. A continuacién se describe una secuencia de los pasos a seguir, de acuerdo con los

objetivos planteados:

1. Se plantea un PEP que simula dos trayectorias de un método de primer orden ge-
neradas por muestras vecinas, utilizando la distancia en norma entre trayectorias
vecinas como métrica de la estabilidad uniforme y el gap de optimalidad del ries-
go empirico como métrica del error de optimizacion, en funcion de la respuesta
de cada método. Ademads se muestra que tales PEP pueden ser reescritos como
problemas de optimizacién semidefinida para las elecciones de método de des-
censo, métrica y restricciones planteadas; representando estas expresiones en la
estructura del problema semidefinido.

2. Se calcula el dual asociado a la version semidefinida de cada PEP, probando que
se tiene dualidad fuerte en todo caso de interés mediante un certificado de la
condicion de Slater en el problema dual.

3. Se implementan los modelos semidefinidos anteriores utilizando la libreria de op-
timizacién mosek . fusion para el lenguaje de programacién Python 3.7. Esta
libreria permite la resolucion de problemas semidefinidos mediante ejecuciones
del solver de optimizacion MOSEK version 9.2.47, basado en el método de punto
interior. Se implementa el problema primal, se ejecuta y compara el ajuste del
calculo de peor caso con cotas tedricas asintdticas conocidas de la literatura y/o
probadas en este trabajo.

4. Se abstraen resultados tedéricos de algunos casos utilizando la metodologia PEP de
Taylor et al. (2017b) y Taylor et al. (2017a). Para esto se implementa el problema
dual, ejecutando y afiadiendo restricciones sucesivamente, de manera heuristica,
a modo de simplificar los valores asignados a las variables duales por la ejecucion

del solver para problemas semidefinidos.
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5. Una vez que se obtienen expresiones simbolicas factibles para todas las variables
duales, se ponderan con las restricciones primales respectivas para generar un
esquema de demostracion de cota superior, el que puede ser formalizado en una
demostracion de cota superior basada en desigualdades de convexidad. Se nota
que tales asignaciones simbdlicas exactas para las variables duales pueden ser
subdptimas o dificiles de obtener. En su defecto, se analizan tales dificultades y

se conjetura si la cota superior puede ser mejorada mediante este proceso.

1.3. Contribuciones

En esta investigacion se aplica la metodologia de trabajo para el problema de estima-
cién de rendimiento en la obtencidn de garantias de convergencia en SCO, cuantificando
exactamente métricas de los errores inducidos por la optimizacién del riesgo empirico y
la estabilidad uniforme en sus peores casos. En particular, se desarrollan modelos semi-
definidos equivalentes al peor caso real de aplicaciones de optimizar el riesgo empirico
y estabilidad uniforme de argumentos mediante métodos batch, incluyendo representa-
ciones separadas y conjuntas de ambas fuentes de error. Ademads, se desarrollan modelos
semidefinidos equivalentes al problema de peor caso de aplicar métodos incrementales,

condicionados por una conjetura.

Luego, se obtienen demostraciones a través de un proceso heuristico, permitiendo
recuperar una garantia de cota superior para el error de optimizacion del PPM que alcan-
za exactamente el peor caso obtenido en la implementacion computacional de PEP. Por
ultimo, se provee una idea de demostracion para una garantia similar para la estabilidad
uniforme, junto a evidencia computacional que soporta conjeturas sobre los pasos faltantes

en la elaboracién de una demostracion rigurosa.

Por otra parte, se complementa la literatura de SCO con resultados que acotan supe-
riormente los errores asociados a la optimizacion y la estabilidad uniforme de argumentos

de los métodos expuestos. En especifico, se presenta una garantia del error de optimizacion

6
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para el método IncrementalProx que mejora la aplicacion directa del analisis para méto-
dos de gradiente estocdstico proximal incremental de (Bertsekas, 2011); cotas superiores
para la estabilidad del método SVRG de (Johnson y Zhang, 2013) bajo pérdidas suaves
y fuertemente convexas, y para la estabilidad de métodos minibatch-Prox generalizados,

bajo pérdidas Lipschitz-continuas.

1.4. Organizacion de la tesis

A continuacidn, se describe brevemente el contenido de cada uno de los capitulos

siguientes.

En el Capitulo 2 se presentan los antecedentes tedricos de SCO, estabilidad algoritmi-

cay el problema de estimacion de rendimiento.

Los resultados principales obtenidos se exponen en los Capitulos 3-6. En el Capitulo 3
se muestra un resultado de estabilidad algoritmica para métodos proximales generalizados
y en el Capitulo 4, para el método SVRG. En los Capitulos 5 y 6 se introduce el desarrollo
de modelos de PEP incluyendo el fendmeno de estabilidad y los resultados de su posterior

implementacion; para métodos batch e incrementales, respectivamente.

El Capitulo 7 presenta una discusién de los resultados presentados en los cuatro
capitulos anteriores, incluyendo posibles lineas de trabajo derivadas de ésta. El Capitu-
lo 8 expone las conclusiones a las que se llegaron en cuanto a la pregunta de investigacion

y objetivos de trabajo planteados.

Ademas, se exponen resultados complementarios y demostraciones faltantes de SVRG
en el Anexo A, de PEP para métodos batch en el Anexo B y para métodos incrementales

en el Anexo C.

1.5. Resumen de antecedentes

Este trabajo reune antecedentes de tres dreas principales, que se describen brevemente

a continuacion:
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Convergencia del error de optimizacion de ERM: Los analisis de convergencia
convencionales estdn basados en resultados cldsicos de peor caso para optimizacién con-
vexa determinista en el caso batch, incluyendo cotas superiores para el método de punto
proximal (Giiler, 1991), para el método de subgradiente (Shor, 2012) y de gradiente, como
se presenta en Beck (2017).

Adicionalmente, se utilizan resultados de convergencia para el método de punto proxi-
mal incremental (Bertsekas, 2011), SGD incremental (Nedic y Bertsekas, 2001; Bassily et
al., 2020), SGD con promedio de iterados (Polyak y Juditsky, 1992) y SVRG, una version
de SGD acelerada mediante reduccién de varianza (Johnson y Zhang, 2013). Estos méto-
dos aleatorizados se basan en la utilizacion de un solo dato de la muestra en cada iteracion
y siguen uno de dos posibles esquemas de utilizacion de datos: mediante permutaciones o
muestreo con reemplazo. Los primeros se basan en la minimizacion de funciones a través
de (posiblemente multiples) rondas de pasadas secuenciales por los datos, como en Nedic
y Bertsekas (2001). Por otra parte, la actualizacion de los segundos se puede interpretar
como una aproximacion estocdstica de gradientes de la funcién subyacente que se desea
optimizar, obteniendo resultados de convergencia basados en garantias de aproximacion

estocéstica (Robbins y Monro, 1951; Nemirovski y Yudin, 1978).

Generalizacion mediante Estabilidad Algoritmica: Basado en el trabajo de Bousquet
y Elisseeff (2002), se utilizan resultados recientes de generalizacion apoyados en estabili-
dad uniforme de Bousquet, Klochkov, y Zhivotovskiy (2020) y del error de aproximacion
de Bassily et al. (2020). Ademas, se utilizan andlisis de uniforme estabilidad para los méto-
dos de aprendizaje antes mencionados: Para el caso suave (Hardt et al., 2016) y no-suave
(Bassily et al., 2020) de métodos con ordculo tipo gradiente y para métodos proximales,
inspirados en las 2 publicaciones anteriores, resultados de la teoria de andlisis convexo
de Rockafellar (1976) y el trabajo de Bassily, Feldman, Talwar, y Thakurta (2019) para

algoritmos minibatch con muestreo-con-reemplazo.



DocuSign Envelope ID: 432B5448-259A-4D2C-B1F7-8B17177318DC

Analisis asistido por computador: El problema de estimacion de rendimiento fue
planteado inicialmente por Drori y Teboulle (2014), pero este trabajo se basa en una repre-
sentacion semidefinida exacta del problema de peor caso lograda por Taylor et al. (2017b)
y su posterior generalizacion para métodos proximales y multiples funciones en Taylor et
al. (2017a). Para el problema estocastico, Taylor y Bach (2019) utilizan potenciales para
obtener cotas sobre el exceso de riesgo para métodos con acceso a ordculos ruidosos. Las
tres publicaciones mencionadas proveen una metodologia para la obtencion de resultados

asistidos por computador, empleada en esta investigacion.
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2. MARCO TEORICO

A continuacion, se detallan los supuestos para los problemas (1.1) y (1.3) presentados
en la seccién anterior. Se considera el espacio Euclideo (R<, || - ||) y la region factible de

(1.1) como un conjunto X C R¢ convexo, cerrado y no-vacio.

Dado X C R? convexo, cerrado y no-vacio y una funcién convexa g : X — R U

{400}, esta funcién es M-Lipschitz si
9(x) = g(y)| < M|z —yl|  (Yo,y € X). (2.1)

Adicionalmente, g es una funcién L-suave si cumple

IVg(x) = Vg)|| < Lilz —yl| (Vz,y € X). (2.2)

Finalmente, se dice que g es una funcion p-fuertemente convexa si cumple

9(y) > g(z) + (v, y — ) + gllx —yl|> (Vo,y € X;Vv € 9g(x)). (2.3)

Se denota la clase de funciones M -Lipschitz sobre X como F,(X) y a la clase de

funciones L-suaves y M-Lipschitz como Fy, 1 (X'). Consideramos las generalizaciones

respectivas de tales clases a dimensiones finitas como Fy; = |J Fu(RY) y Farp =
d>do
U Fu.r(RY) para una cantidad dy que se especificard caso a caso. Ademds, se denota
d>dy

por S}, ; (X) ala clase de funciones M-Lipschitz, L-suaves y u-fuertemente convexas.

En el caso de una funcién ¢g no necesariamente diferenciable, se denota Vg(z) co-
mo una eleccién arbitraria de subgradiente en el subdiferencial dg(x). Por otra parte, en
el contexto de optimizacién convexa deterministica se denota por z, al minimizador de
una funcién si no existe ambigiiedad respecto a ésta. En cambio, en el contexto de SCO,
un minimizador de (1.1) se denota por x* y un minimizador de (1.3) sobre una muestra

aleatoria S ~ D" por z§.

10
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Para problemas con regularizacién simple, se considera una pérdida f Lipschitz y

suave. Se nota la pérdida p-regularizada f,,, definida por

_ H
donde ) es un regularizador 1-fuertemente convexo. El riesgo y riesgo empirico asociados
a la nueva pérdida se denotan por F*y F%, respectivamente.

En adelante, al tratar los problemas (1.1) y (1.3) se especificard que se estd en el
caso no-suave cuando las pérdidas son M-Lipschitz continuas, en el caso suave cuando
las pérdidas ademds son L-suaves y en el caso fuertemente convexo si ademas son ji-

fuertemente convexas. Los Supuestos 1a, 1b y 1c¢ formalizan lo anterior.

Supuesto 1a. Las pérdidas f(-,&) cumplen la condicion de Lipschitz continuidad

(2.1) para todo dato ¢ € Z. Esto es,
f(,8) € Fu(X) (V€€ 2).

Supuesto 1b. Las pérdidas f(-,&) cumplen las condiciones de Lipschitz continuidad
(2.1) y suavidad (2.2) para todo dato ¢ € Z. Esto es,

f(.8) € Fur(X) (Ve 2).

Supuesto 1c. Las pérdidas f(-,&) cumplen las condiciones de Lipschitz continuidad

(2.1), suavidad (2.2) y fuerte convexidad (2.3) para todo dato £ € Z. Esto es,
f(8) € Sh(X)  (VE € Z).

Ademads, se asume que los métodos utilizados son tales que las trayectorias generadas
por su aplicacién pueden ser acotadas por una bola de radio suficientemente grande, como

se indica en el Supuesto 2.

Supuesto 2. Existe un radio r > 0 suficientemente grande tal que las trayectorias
generadas por un algoritmo A a partir de un iterado inicial z1 € B4(0, R) estén al interior

de la bola B4(0,r).

11
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Adicionalmente, para una funcién g : X — R, la aplicacion del operador proximal

asociado a g con constante 7 se denota por
(v) = argmin { ng(2) + || — o]
prox, (z) := arglgél/{} ng(z 5 z—x .

Suponiendo un algoritmo A que accede a la muestra aleatoria S y la pérdida f para
entregar una solucién aproximada al problema (1.1) después de 1" > n pasos, se puede

medir qué tan buena es en términos del exceso de riesgo (2.4).

crisk(A,8) i= FA(S)) — (") (2.4)

Se nota que esta cantidad depende de la aleatorizacion de A y de la muestra S utilizada
por el algoritmo. Como se menciond en la seccion anterior, Shalev-Shwartz y Ben-David
(2014) acotan el exceso de riesgo por una suma de variables aleatorias correspondientes
a los errores de generalizacion, optimizacién y aproximacion; definidas en (2.5). Se hace
notar que todas presentan dependencias de S, pero el error de aproximacién no depende
de la aleatoriedad del algoritmo empleado.

erisk(A,8) = F(A(S)) = Fs(A(S)) + Fs(A(S)) — Fs(xs) + Fs(ag) — F(z*)  (2.5)

-~ -~ -~

Egen(.A,S) €opt( ,S) Eapprox (S)

En pos de analizar el error de generalizacion, se introduce la nocién de muestras
vecinas, necesaria en el andlisis del error de generalizacion mediante estabilidad de los

métodos que se presentardn posteriormente.

Definicion 2.1. (Muestras vecinas) Se dice que dos muestras aleatorias S, S’ so-
bre Z" son vecinas, denotado S ~ S/, si difieren en a lo mds uno de sus elementos.

Es decir, existen un indice i € [n| y datos &1, ...,&,, &, tales que S = (&1,...,&,) y

S/ = (517 "'7€i—1a€;7€i+17 7£n>

Con esto es posible mayorar la diferencia, en términos de valores de la pérdida, de
utilizar la respuesta de un algoritmo A para dos muestras vecinas, con el concepto de

estabilidad uniforme:

12
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Definicion 2.2. (Estabilidad uniforme) Se dice que un algoritmo A es y-Uniformemente
estable con respecto a una pérdida f : X x Z — R si

sup E[f(A(S), 2) — f(A(S'),2)] < v.

S~gr z A o

Alternativamente, se puede cuantificar la distancia entre trayectorias provenientes de

muestras vecinas mediante la siguiente propiedad de estabilidad:

Definicion 2.3. (Estabilidad uniforme de argumentos) Se dice que un algoritmo A es
~v-UAS (en inglés, Uniform Argument Stable) con respecto a una pérdida f : X x Z — R
Si

sup E[[A(S) — A(S)[| < 7.
S~S/

Cuando no exista ambigiiedad respecto a la funcién de pérdida utilizada, se omitira
ésta y se hablara solo del tipo de estabilidad que un algoritmo cumple. Ademas, se puede
apreciar que dado un algoritmo A y funcién f € Fy(X), la propiedad de +-UAS de A
implica M ~-Unif. estabilidad, permitiendo conectar ambas definiciones anteriores (Hardt

et al., 2016).

En los andlisis tedricos de estabilidad posteriores se consideran dos trayectorias
{x}eerri1) € {Yt beepro1) asociadas respectivamente a las muestras S ~ S’ que difieren,
sin pérdida de generalidad, en la primera muestra enumerada. Este supuesto es vélido pa-
ra los métodos batch, donde la muestra completa se utiliza en cada iteracion, y para los
métodos incrementales con permutacion aleatoria uniforme, donde el orden de los datos
no importa debido a la invarianza bajo permutaciones. Sin embargo, estos resultados pue-
den extenderse facilmente a métodos incrementales con permutacion fija tras indicar una
enumeracion que tenga en cuenta la permutacién del método, lo que no altera la garantia

ni la idea de su demostracion.

Se denota por ¢; a la variable aleatoria ||z; — ;|| de los iterados generados por el

algoritmo A sobre las muestras S ~ S’. La diferencia entre las respuestas del algoritmo

13
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para tales muestras se denota por la variable aleatoria

0(A,8,8") = |lA(S) — A(S)]].

En vista de las consideraciones anteriores de estabilidad, se presenta el siguiente re-
sultado de generalizacion para algoritmos aleatorizados que permite traducir la uniforme
estabilidad de un método de descenso en una cota superior de alta probabilidad para el

error de generalizacion con pérdidas Lipschitz.

Teorema 2.1. (Bousquet et al., 2020) Sea el conjunto X, f una funcion de pérdidas
cumpliendo el Supuesto lay A : Z — X un algoritmo aleatorizado ~-Uniformemente
estable que cumple el Supuesto 2. Luego, existe una constante c tal que para toda distri-
bucion D sobre Z 'y § € (0,1), se tiene

g’n’A [\Egen(.A, S)| > ¢ ('y log(n) log (1) +rM M)] <. (2.6)

S~ 0 n

Adicionalmente, se expone el siguiente resultado que permite acotar con alta proba-

bilidad el error de aproximacion asociado a una muestra aleatoria S.

Lema 2.1. (Bassily et al., 2020) Sea un conjunto X r-acotado y una pérdida f cum-
pliendo el Supuesto 1a. Para todo 0 € (0,1), con probabilidad al menos 1 — 0, el error de

aproximacion estd acotado de la forma

M+/2log(1/6
6approw(s) S i \/%g( / ) (27)

El Lema 2.1 utiliza la independencia de los datos que componen la muestra y una cota
superior para el valor maximo de la pérdida. Si bien el resultado original no funciona para
un conjunto X y pérdida f no-acotados ni depende de la eleccién del método, utilizar un
método que cumpla el Supuesto 2 permite restringir el andlisis del exceso de riesgo a un
conjunto acotado de radio r y aplicar el Lema a la descomposicién de riesgo (2.5) para el

setting estudiado.

14
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Alternativamente, un acercamiento en términos de cotas en valor esperado al proble-
ma facilita la descomposicion del riesgo en la suma de esperanzas del error de optimiza-
cion y de estabilidad, ya que el error de aproximacion tiene un valor esperado no-positivo
sobre S (Hardt et al., 2016). Tras tomar valor esperado a (2.5), se obtiene:

E (A 9)) € E Egen(A.S)] + E, [Eon(4.9)]. @8)

Utilizando ambos resultados anteriores y la descomposicion de (2.5) o (2.8), se re-
duce el problema de acotar superiormente el exceso de riesgo con alta probabilidad o en
esperanza en obtener dos resultados: Una garantia de cota superior de convergencia en el
peor caso para el error de optimizaciéon de un FOM vy otra para la estabilidad del mismo,

compatible con el supuesto del Teorema 2.1.

En las secciones siguientes se presentan cuatro tipos de iteracion distintos para los
casos Lipschitz y suave, junto con algunos resultados tedricos necesarios para obtener
resultados de generalizacion en términos del nimero de iteraciones 7'y del tamafio n de
la muestra. Ademads, presentan resultados conocidos para el error de optimizaciéon de un
método estocdstico acelerado en el caso fuertemente convexo. En las Secciones 2.1-2.5 y
el Capitulo 3 se omiten dependencias que las cotas superiores e inferiores de los errores de
optimizacion y estabilidad puedan tener con respecto a los otros pardmetros del problema,
tales como R, M y L. Asimismo, en estas secciones se omitirdn tales dependencias al

exponer ordenes de complejidad muestral, de iteraciones o de gradientes.

Ademais, se cuantifican las complejidades asociadas a aproximar la solucién 6ptima
del problema SCO mediante un método de primer orden en términos de un error €. En
particular, se presentan 6rdenes del tamafio de la muestra, el nimero de iteraciones y el

calculo total de subgradientes requeridos para garantizar un exceso de riesgo a lo més ¢.

15
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2.1. El método de (sub)gradiente
Se presenta la iteracion de subgradiente (2.9) para una muestra S':
Ty = HX [[L't — UVFS(JZ,:)] . (29)

Primero, se considera el caso general de pérdidas M -Lipschitz. Dado que no se asume
diferenciabilidad de las funciones, la actualizacién requiere de una eleccion arbitraria de
subgradiente V Fs(z;). Para el caso suave, la eleccion de subgradiente es unica y corres-

pondiente al gradiente de la funcién. En tal caso, se habla del “Método de Gradiente”.

Algoritmo 1: Agp: Método de subgradiente.
Input: Muestra S = (£, ...,&,) € Z™, nimero de iteraciones 7', paso 1, z; € X inicial

1 fort=1.."T do

2 | Define x4y := Iy [xy — nV Fs(2)];
3 end

4 return rr,

Siguiendo esta dindmica de descenso, se define el Algoritmo 1 que tiene como res-
puesta el ultimo iterado. Sin embargo, la secuencia de estos no garantiza valores de la
funcién no decrecientes y no es posible obtener un resultado de convergencia no trivial
para el ultimo iterado del caso supuesto. Asi pues, se define el Algoritmo 2, que entre-
ga por respuesta el promedio de los iterados después de cada iteracion, en la literatura

comtnmente referido como model averaging, Tr = 7 > y41.
te[T]

Algoritmo 2: Ax,gp: Método de subgradiente promediado.
Input: Muestra S = (1, ..., &,) € Z™, nimero de iteraciones 7', paso 7, x; € X inicial

1 fort=1...T' do
2 | Define x4y := Iy [z, — nV Fs(2)];
3 end

T
1
. return t; Tpyq

16
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Esta nueva respuesta del método permite utilizar el Lema 2.2 de convergencia para

funciones convexas.

Lema 2.2. (Shor, 2012) Sea una pérdida f(-,&) € Fu(X) paratodo & € Z (Supuesto

la). Luego, el método de subgradiente (Algoritmo 2) con paso n > 0 garantiza

_ oy — x§|]* | M
F — Fo(zh) < .
s(7r) — Fs(zg) < 20T +—

1
VT

una funcién con pérdidas Lipschitz continuas asegura un error de optimizacién O <\/LT>

Restringiendo la clase de pérdidas a funciones L-suaves es posible mejorar la convergencia

En consecuencia, la eleccién de un paso n € © < ) para el Algoritmo 2 aplicado a

en términos de valores de la funcién. Mds atn, el Lema 2.3 garantiza convergencia para el

altimo iterado cuando se asume suavidad de las funciones.

Lema 2.3. (Beck, 2017) Sea g € Fpr.1.(X). Luego, el método de gradiente con paso
n < % garantiza
, [l — "2
_ < 7
gler) —mingle) < 77
En particular, la convergencia del error de optimizacioén del Algoritmo 1 sobre una

pérdida cumpliendo el Supuesto 1b es de orden O (1), tomando un paso constante ) < 1.

Resta mostrar resultados de estabilidad algoritmica, partiendo por el caso no-suave.

Lema 2.4. (Bassily et al., 2020) Sea una pérdida f(-,&) € Fu(X) para todo & € Z

(Supuesto 1a). Luego, el Algoritmo 2 cumple para todo par de muestras S ~ S’

AnMT
(S(AAVGD,S,S/> S 277M\/T+ nn .

Esta cantidad puede ser mejorada por un factor constante trabajando las sumatorias
correspondientes a cada término, sin embargo, el mayor problema es la presencia del
término © (77\/ T), pues este requiere fijar un largo de paso n = O(T*%) para asegurar la

convergencia de la estabilidad a cero, cuando n tiende a infinito.
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Este término desaparece en el caso suave, donde se tiene la siguiente consecuencia
directa de la no-expansividad de la regla de gradiente sobre una funcién suave con eleccién

de paso suficientemente pequefio:

Afirmacion 2.1. (Hardt et al., 2016) Sea una pérdida f(-,&) € Fr.p(X) para todo
¢ € Z (Supuesto 1b). El Algoritmo I con paso n < % tiene %—Uﬂif. estabilidad de

argumentos.

Unificando estos resultados de convergencia y estabilidad con la descomposicion de
riesgo en esperanza de (2.8) se concluye que el Algoritmo 1 con eleccién de learning
rate 1 = O(y/n/T) garantiza, para pérdidas suaves, un exceso de riesgo en esperanza
O(1/y/n). Alternativamente, utilizando el Teorema 2.1 y Lema 2.1 con (2.5) se puede
concluir que el algoritmo garantiza una aproximacion del mismo orden con alta probabi-

lidad, salvo términos polilogaritmicos, si cumple el Supuesto 2.

Por el contrario, para el caso no-suave, Bassily et al. (2020) concluyen que fijando
T = n? iteraciones del Algoritmo 2 y paso n = O (T~**), una cota superior para el
exceso de riesgo en valor esperado es del orden O <T*i> y con alta probabilidad, el
exceso de riesgo serd 0] <T _%). Asimismo, Amir, Koren, y Livni (2021) discuten que
el método de subgradiente requiere () (a%) iteraciones para generalizar, concluyendo que

incluso la cota para el exceso de riesgo es de orden ajustado.

2.2. El método de gradiente estocastico incremental

Se presenta la iteracioén de gradiente estocdstico (2.10) para una muestra S,
T4l = HX [l't — ant(l't)] s (210)

donde f; := f(+,&;,) corresponde a la pérdida asociada a la eleccion de un dato para la
iteracion t. La seleccion de indice suele ajustarse a uno de dos regimenes aleatorios. En
el primero, se considera eleccion aleatoria uniforme con reemplazo en cada iteracion. En

el segundo, llamado incremental de permutacion aleatoria se consideran 7'/n pasadas por
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cada dato en S, donde la k-ésima ronda (para ke [%]) se ordena segun una respectiva
permutacion aleatoria uniforme 7, sobre [n]. Una alternativa similar a esta dltima supone
una eleccidn deterministica de la misma permutacion en cada ciclo, llamado método de

gradiente estocdstico con permutacion fija y presentado en el Algoritmo 4.

Algoritmo 3: Asgp: Método de Gradiente Estocastico (SGD) incremental con permuta-
cién aleatoria.
Input: Muestra S = (£, ...,&,) € Z™, nimero de rondas K, paso 7, permutaciones
uniformes 7y, ..., 7 sobre [n], z1 € X inicial ;
1 fork=1.K do
2 for:=1..ndo
3 | Za—ntic = x (T—1nri — 1V F (@ ntis Emn)):
4 end
5 end

— . 1
6 return Ty = Zkem Thnt1

Se hace notar que el promedio de los iterados se hace entre el iterado final de cada
permutacion, a diferencia del Algoritmo 2. Esto mantiene la idea de considerar para el pro-
medio los iterados después de cada recorrido por toda la muestra. Se presenta un resultado

de optimizacidn para el caso no-suave con K pasadas en el Lema 2.5.

Algoritmo 4: Asgp: Método de Gradiente Estocastico (SGD) incremental con permuta-
cion fija.
Input: Muestra S = ({1, ...,&,) € Z™, nimero de rondas K, paso 7, permutacién 7
sobre [n], z; € X inicial ;
1 fork=1.Kdo
2 fori=1..ndo
3 | Zgtntiv = W (g1t — DV (@ -1t &) )
4 end
5 end

— o 1
6 return Ty = 4 Zke[m Thnt1

Lema 2.5. (Nedic y Bertsekas, 2001) Sea una pérdida f(-,£) € Fu(X) para todo
¢ € Z (Supuesto la). Luego, el Algoritmo 3 con paso ) > 0 garantiza, para todo S € Z"

y toda secuencia de permutaciones {y }rek] (No necesariamente aleatoria):

o = gl Mn(n+2)

5opt<ASGD7 S) S 27]T 9
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Este resultado permite convergencia sin necesidad de restringir la reutilizacion de

datos, como es el caso del método SGD con Model Averaging de Polyak y Juditsky (1992).

A continuacion, se presenta el anélisis del error de estabilidad para los casos no-suave
y suave de SGD incremental, donde restringir a Fj; ,(X) si produce una mejora en la

garantia.

Lema 2.6. (Bassily et al., 2020) Sea una pérdida f(-,&) € Fu(X) para todo & € Z
(Supuesto 1a). El Algoritmo 3 cumple, para toda secuencia de permutaciones {7y } ek

(No necesariamente aleatoria)

AnMT
sup 6(ASGD,S,S/> S 277MVT—|— n .
S~S/ n

El Lema 2.6 muestra que en el caso no-suave, SGD incremental tiene UAS idéntica
al método de subgradiente. Sin embargo, en cada iteracién (2.10) se realiza solamente una
evaluacion de gradiente, mientras que la iteracién de tipo (2.9) realiza n distintas. Una
mejora para la estabilidad algoritmica de SGD se presenta en el Lema 2.7 para el caso

suave.

Lema 2.7. (Hardt et al., 2016) Sea una pérdida f(-,§) € Fu(X) para todo € € Z
(Supuesto 1b). El Algoritmo 3 cumple, para toda secuencia de permutaciones {7y, } pek]

(No necesariamente aleatoria)

2nMT
sup 5(ASGD7 S7 S,) < 7 .

S~S’ n

Pese a la mejoria mostrada por el Lema 2.7 para la Uniforme estabilidad de argumen-
tos, el término O(nn) del error de optimizacién no permite mejorar el exceso de riesgo
utilizando la suavidad y la descomposicién de riesgo (2.5). Realizando Kn = n? iteracio-
nes y utilizando un paso = ©(n~%/2) se puede garantizar un exceso de riesgo O(n~/?)
tanto para pérdidas Lipschitz como pérdidas suaves. Atn asi, se tiene una mejoria respecto
al método Batch no-suave, pues para ambos casos la realizacioén de llamadas al ordculo de

primer orden es de un orden menor que en el método de subgradiente.
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Por ultimo, se nota que las garantias mostradas para el Algoritmo 3 funcionan para una
eleccion no necesariamente uniforme de las permutaciones. Mds atin, la eleccién de estos
ordenamientos no tiene por que ser aleatoria, resultando que tales garantias son vélidas

para el caso del Algoritmo 4.

2.3. El método de punto proximal

Una alternativa a las iteraciones de tipo gradiente es el método de punto proximal
(PPM), cuya regla de actualizacion (2.11) esta dada por una aplicacion del operador pro-
ximal.

Ti41 = ProX,p, () (2.11)

Esta regla de actualizacion puede ser representada por su forma equivalente (2.12), que
a diferencia de la regla de gradiente, necesita acceso a un ordculo de subgradiente en un
punto distinto a x; donde, en general, no es ficil calcular este subgradiente del iterado
siguiente.

L1 = lla (2 — NV Fs(441)] (2.12)

La dificultad de obtener el subgradiente se compensa con una mejora en la convergencia
del algoritmo, provista por la suavidad que se induce en el problema. Esto se debe a la
equivalencia entre la regla proximal (2.11) sobre una funcién no necesariamente suave y
la regla de gradiente (2.9) sobre su Envoltura de Moreau con pardmetro de regularizacion
adecuado (Beck, 2017). Se define el Algoritmo 5 en base a esta nueva regla de actualiza-

cion.

Algoritmo 5: Ap,,: Método de punto Proximal.

Input: Muestra S = (&, ...,&,) € Z", nimero de iteraciones 7T', paso de largo 7,
1 € X inicial ;
1 fort=1..T do
2 Elige w11 Earggéi?{Fs(z)+%||z_xt||2};
3 end
4 return
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El Lema 2.8 presenta una cota para el error de optimizacion igual a la presentada en el
Lema 2.3 para el método de gradiente, lo que es consistente con la interpretacion de este

nuevo método como una aplicacién del método de gradiente en el caso suave.

Lema 2.8. (Giiler, 1991) Sea una pérdida f(-,€) € Fu(X) para todo § € Z (Su-

puesto la). Luego, el método de punto proximal con paso n > 0 garantiza

S\AT+1 S\ts) = —217T .
Se nota que suponer suavidad de las pérdidas, por si misma, no garantiza una mejora

de la convergencia. Para una funcién con pérdidas Lipschitz, se considera una eleccion

de largo de pason = © <*/Tﬁ> que garantiza un error de optimizacién O(n~'/?). Nétese
que independiente de la eleccion de n y T para aplicar el método, el Lema 2.1 entrega una
convergencia del error de aproximacién de orden O(n~'/2). Por lo mismo, una eleccién de
parametros que alcance error de optimizacion o (\%) no implicard una mejora en términos

del exceso de riesgo.

Respecto a la cuantificacion de la estabilidad, en cambio, como establecer el simil
con el método de gradiente no es claro. Se deduce del trabajo de Shalev-Shwartz, Sha-
mir, Srebro, y Sridharan (2010, Demostracion del Teorema 2) que una iteracion del méto-
do proximal es %—uniformemente estable. Sin embargo, la idea de su demostracién no
puede ser replicada a mds de una iteracion directamente. Por otra parte, Rockafellar (1976)
demostré la no-expansividad del operador prox, , para f cerrada, convexa y propia. La
propiedad de no-expansividad se utiliza en la elaboracion de garantias de uniforme esta-
bilidad para actualizaciones de gradiente, en Hardt et al. (2016). Atn asi, no es inmediato
como emplear cualquiera de estas técnicas a la actualizacién proximal, por si mismas. La
dificultad de obtener una demostracion de estabilidad para PPM radica en que el gradiente
involucrado en (2.11) para muestras vecinas utiliza subgradientes de funciones distintas

en puntos distintos, limitando ambos acercamientos.
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2.4. El método IncrementalProx

El simil estocastico del método proximal, es el método de punto proximal incremental

o Incremental Prox, definido por la regla de actualizacién (2.13).

’ 1 2
r1er € argnt (5 6man) + 5= ) @.13)

Este método elige un dato £ en cada iteracién y realiza un paso proximal con la pérdi-
da f(-,€). Nuevamente, la actualizacion proximal de (2.13) puede reescribirse como una

iteracién implicita, resultando (2.14).
Ty =11 [iUt - nvf(xt+17 &t mod n)] (2.14)

En base a la regla iterativa anterior, se formaliza este método de descenso en el Algo-

ritmo 6.

Algoritmo 6: Ap: Método IncrementalProx con permutacién aleatoria.

Input: Muestra S = (&1, ..., &,) € Z", nimero de rondas K, paso 7, permutaciones
uniformes 7y, ..., 7 sobre [n], iterado inicial z; € X’;
1 fork=1..K do
2 for:; =1..ndo

3 Blige (- yyuiis1 € argmin { (2 mo) + 57l17 = el 2
4 end
5 end

— . 1
6 return Ty = Zke[m T (kn-+1)

Algoritmo 7: A;p: Método IncrementalProx con permutacion fija.

Input: Muestra S = (£, ...,&,) € Z™, nimero de rondas K, paso 7, permutacion 7
sobre [n], iterado inicial z; € X’;
1 fork=1..Kdo
2 for: =1..ndo

3 Elige Z(e-1ntit1 € argmin {f (2, &m) + 25112 = Te-1ynil IQ};
4 end
5 end

— o 1
6 Teturn Tp = % > )15 T(kn+1)
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Respecto a la convergencia de este método, Bertsekas (2011) acota el error de opti-
mizacién alcanzado por métodos de gradiente proximal incremental para el caso de una
funcién compuesta. Este desarrollo puede ser refinado en el caso no compuesto para In-
crementalProx, caso especial del método de gradiente proximal incremental, presentado

en la Proposicion 2.1.

Lema 2.9. (Bertsekas, 2011) Sea X C R? convexo, cerrado, no-vacio yg: R —
R U {+00} € To(R?) tal que ri(X) N ri(dom(g)) # 0. Sean z;, € Ry n > 0, luego la

iteracion proximal z; 1 = proxng(zt) cumple, para todo z € X, la desigualdad
2641 = 2I* < [lze = 2> = 20 (9(2041) — 9(2)) -

Antes se presenta el Lema 2.9, que permite la demostracion de la convergencia del
Algoritmo 6. Este lema permite controlar a través de las distancias de iterados consecutivos
a un punto arbitrario los valores de la muestra que los conecta, como se utiliza en la
demostracion de la Proposicién 2.1 con los iterados resultantes de cada aplicacién del
operador prox, Fbmp ) Se nota que los supuestos de interior relativo son cumplidos en
el caso no-suave, ya que el interior relativo de un convexo no-vacio es no-vacio, X C R?

y dom(g) = R? a partir de la condicién de Lipschitz.

Proposicion 2.1. Sea una pérdida f(-,&) € Fu(X) para todo & € Z (Supuesto 1a).

Luego, el Algoritmo 6 con paso n > 0 garantiza

e = 23l[2 | M

FolZr) — Fo(xh) <
s(Tx) — Fs(zg) < kn 5

DEMOSTRACION. Primero, se demuestra que el gap de optimalidad de la respuesta
al final de cada ronda puede acotarse superiormente por cantidades fijas. Sea y € X'y

Tknti := ||Tknsi — y||- Por el Lema 2.9 para una iteracion del Algoritmo 6 se tiene:

7”(216—1)1~L+i+1 - T(Zk:—l)n-i-i <—2n [f(x(k—l)n+i+1a fwk(z’)) — fly, fwk(i))]

- 277 [f(x(k—l)n—l—i—l-la gwk(z)) - f(ya fwk(z)) =+ f(mkn+1> fﬂ”k(t)>:| .
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Sumando sobre el k-ésimo recorrido sobre la muestra:

Pont1 — T tymi1 < — 21) Z [ (@ —1ynris1s Em() = F W Emi)) £ f (@rntt mni))]
i—1

=27 Z [f (@knt1: Emp i) — f (@ e1ymrie Emn(i))]
i=1
=200 [Fs(Zpne1) — Fs(y)]

Entonces, utilizando la M -Lipschitz continuidad de las pérdidas y (2.14):

SQTIMZ |Zknr1 = Tge—vynria|| = 20m [Fs(@kns1) — Fs(y)]
=1
<2PM® ) (n— i) = 20 [Fs(me1) — Fs(y)].

i=1

Acotando superiormente la suma:
<o M*n? — 200 [Fs(2pni1) — Fs(y)] .
Reordenando, para y = xg:

. 1
= Fg(xkn+1) - FS(.%‘S) §2fr]_n [772M2n2 + T(Qk_l)n+1 — T,%n_,_l] .

Luego, sumando en el niimero de rondas:

K

1
g [Fs(xgns1) — Fs(xg)] S—an [772M2n2K + 7] — 7"%<n+1}
k=1

L oragm o 2
§2nn [P MPn*K + 7] .
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Finalmente, por convexidad en T

Fs(x) — Fs(rh) <o 3 [Fspnsn) — Fs(a3)]

k=1
|z —a5l* | M
2nKn 2

A partir del resultado anterior, se deduce que la eleccién de pason € © <#R> entre-
ga un error de optimizaciéon O <\/LE> luego de Kn iteraciones. Suponer K = n pasadas
por cada dato garantiza una complejidad muestral O (6%) para este tipo de error luego
de O (E%) iteraciones. Esto se suma a una convergencia del mismo orden del error de
aproximacion segun el Lema 2.1. No obstante, este caso es similar a SGD para pérdidas
no-suaves, donde ambos tipos de error pueden alcanzar esta tasa de convergencia por se-

parado. En el caso de gradiente estocéstico, la limitante de una mejor convergencia del

exceso de riesgo es solo el error de generalizacion.

La estabilidad algoritmica de este método puede ser derivada con las herramientas

usuales de estabilidad en el caso Lipschitz y del operador proximal.

Proposicion 2.2. Sea una pérdida f(-,§) € Fp(X) para todo & € Z (Supuesto
la). Luego, el Algoritmo 6 después de T' = Kn iteraciones alcanza 2nM K -Uniforme

estabilidad de argumentos.

DEMOSTRACION. Se acota superiormente la distancia entre los iterados de ambas

trayectorias. Separamos dos casos:
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Supongamos . (t mod n) = 1, esto es, aquel caso donde ambas trayectorias utilizan la
muestra en que difieren. Notar que, sin pérdida de generalidad, se puede suponer que la

diferencia de las muestras se tiene en la primera muestra. Parat = (k — 1)n + i:

Orp1 =[x [ze — 0V f(2e41,&1)] — Oxlye — 0V f(Yes1, €1)]||
<[lze — yel | + 0l[V f(@er1. &) = VI (yer1, EDI

S(St + 277M,

donde para la primera desigualdad se utiliza la no-expansividad del operador proyeccion
v desigualdad triangular, mientras que en la segunda se usa la M -Lipschitz continuidad

de f(-,&). Consideramos ahora el caso que ambas muestras son iguales:

Oit1 :||Pr0xnf(-,£wk<i))(37t> — Proxnf(.,g;k(i))(yt)H

Por la no-expansividad del operador proximal:

<|lz¢ = yel|-

Finalmente, como consideramos el método incremental con permutaciones, después de

K= % utilizaciones de cada una de las n muestras, se obtiene

6(./4113, S, S/) == 5T+1 S 27’]MK

Se nota que las Proposiciones 2.1 y 2.2 no dependen de una eleccion uniforme de las
permutaciones. En particular, funcionan para 6rdenes arbitrarios, mientras se mantenga
una utilizacion de cada dato una vez en cada ronda. Por lo tanto, ambos resultados resultan

validos para el caso de permutacion fija del Algoritmo 7.
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La Estabilidad uniforme alcanzada es de orden O(nK). Luego, basta tomar las elec-
ciones de K y 7 anteriores para alcanzar una convergencia de tasa O <\/iﬁ> del error de
optimizacién en esperanza. En consecuencia, se tiene una tasa del mismo orden para el ex-
ceso de riesgo esperado. Nuevamente, recurriendo al Lema 2.1 y Teorema 2.1, es posible

obtener una tasa de convergencia 0, (\%) con alta probabilidad.

2.5. El método de gradiente estocastico con varianza reducida

El método SVRG es una version acelerada de SGD, definido por la regla de actuali-
zacion (2.15). Este método se encuentra sujeto a una eleccion de punto = en cada una de
K rondas, que mantiene la informacion de gradientes en la ronda anterior. La aceleracion
se basa en el célculo del gradiente del riesgo empirico en & cada m iteraciones, utilizando
la diferencia entre el gradiente completo y una eleccién estocéstica de una de sus com-
ponentes convenientemente. Asi, se genera una reduccion de la varianza que no sesga la
aproximacion estocastica de la pérdida empirica en SGD con muestreo-con-reemplazo,

que permite una convergencia mas rapida que SGD para el iterado final.
Ter =2 — V (2, &) + VF(Z,&,) — VFs(T) (2.15)

Este método realiza m iteraciones en cada una de K rondas, calculando al principio de
cada pasada un gradiente del riesgo empirico sobre un punto = que depende de la imple-
mentacion, con informacion de la ronda anterior. En particular, Johnson y Zhang (2013)
describen dos posibles alternativas, la eleccion de x deterministica como el dltimo iterado
de la ronda pasada o la eleccion aleatorizada y uniformemente distribuida en los iterados
donde se realiza cada actualizacion de la ronda anterior. En el Algoritmo 8 se formaliza la

descripcién anterior, para esta ultima eleccion de .

Johnson y Zhang (2013) garantizan convergencia lineal del error de optimizacion pa-
ra el Algoritmo 8 en el caso fuertemente convexo, como se expresa en el Lema 2.10.
Los autores comentan que la evidencia computacional sugiere la eleccion de parametros

m = On)y K ~ % que alcanza complejidades de iteracion y célculo de gradientes
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Algoritmo 8: Agyrg: Método SVRG con eleccidn de dltimo iterado estocastica.
Input: Muestra S = ({1, ...,&,) € Z™, nimero de rondas K, pasos del ciclo interno m,
Learning rate 7, iterado inicial 7, € X;
fork =1..K do
Define py, := VFs(Z);
Define 2} := 7y;
for j =1..m do
Muestrea iy, j ~ Unif[n];
Define 2%, := 2% —nV f(2},&, ) + 0V (@, &, ) — npu
end
Muestrea j ~ Unif[m];
Define 1 := xf;
end

return Ty 1

o 0NN AN R W N -

-
L —

del mismo orden que otros métodos acelerados basados en la misma idea de reduccién de
varianza. Ademds, discuten la extension al sefting suave y sin supuestos de convexidad
fuerte (Supuesto 1b) mediante regularizacion, alcanzando una tasa de convergencia O (%)

para este tipo de error.

Lema 2.10. (Johnson y Zhang, 2013) Sea una pérdida f(-,£) € SﬁL(Rd) para todo

¢ € Z (Supuesto Ic) y sea m suficientemente grande para cumplir

B = ! T
~umm(1—2Ln) 1 —2Ln ’

el Algoritmo 8 cumple
E [Fs(Tr1) = Fs(ag)] < 8% [Fs(1) — Fs(xg)].

Tener un resultado para el error de optimizacién del caso fuertemente convexo permite
derivar un andlisis para el caso suave mediante el uso de un regularizador. Asi, se analiza
el problema (1.3) sobre una pérdida j-regularizada f,, como fue definida anteriormente,

eligiendo el regularizador cuadratico

1
U(@) = 5lle =
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Un calculo simple muestra que agregar tal regularizador entrega un término adicional

O(p). Sea Z; un iterado inicial tal que ||Z; — z%|| < R:

E[Fs(Tr1) = Fs(r5)] < E[Fg(Trn) — Fg(vg)] + == (2.16)

Estos son los llamados métodos indirectos para el caso suave de (1.3). Allen-Zhu y Yuan
(2016) discuten que la desventaja de este tipo de métodos radica en que en la practica el
control de pardmetros propios de la regularizacién como j. debe hacerse a priori, fijando
los valores de tales cantidades en términos de otros pardmetros del problema no regulari-
zado para garantizar convergencia. Mds atn, (2.16) nos muestra que en el caso expuesto la
eleccion de un pardmetro p € O (%) debe imponerse para lograr la tasa de convergencia

para error de optimizacion del caso suave de Johnson y Zhang (2013) por este medio.

Asimismo, el caso suave del problema (1.1) puede ser abordado mediante regulari-
zacion, obteniendo una cota superior para el exceso de riesgo original que depende del
exceso de riesgo regularizado y un término adicional O(yu). Especificamente, definiendo

*

y* = argmingey F*(x) y y§ = arg mingex F4(x) se tiene la siguiente descomposicién

en valor esperado similar a (2.8):

E[F(AS) = Fa)] < E [FHAS)) = F*@)] + GllE — o
< E [FH(AS) = FA")] + Gl — |
< E [F5(A(S)) ~ FE0)] + E [FE(A(S)) — F*(A(S))]
+ Slla - a7 (2.17)

Es posible ver que para utilizar la descomposicion anterior y generar una garantia de
convergencia no trivial, se necesita un resultado de estabilidad para pérdidas fuertemente
convexas que funcione para valores de ;1 que converjan a cero cuando el nimero de itera-
ciones o el tamafio de la muestra crezcan. Se nota la dependencia del ultimo término con

respecto a la distancia al 6ptimo de (1.1), que bajo el Supuesto 2 puede ser acotada por 7.
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En el Capitulo 4 se presenta un resultado de estabilidad para el Algoritmo 8, con
pérdidas fuertemente convexas, y sus consecuencias en cuanto al exceso de riesgo para
el caso suave utilizando regularizacion. Ademads, en el Anexo A se formaliza la version

alternativa de Johnson y Zhang (2013) y un anélisis de estabilidad para ésta.

2.6. El problema de estimacion de rendimiento

Se considera un problema de optimizacion convexa deterministico. Sea una clase de
funciones F sobre R? y M un método de T iteraciones con acceso a un oraculo de primer
orden Oy. Este oraculo entrega valores y subgradientes O (z) = {f(z), Vf(x)}. Seael
iterado inicial z; que cumple ||z; — 2*|| < R. Sea P una métrica de rendimiento de un
problema de optimizacion. El problema de obtener el peor caso de un método de descenso
que se actualiza utilizando M sobre una funcién f € F se conoce como el problema
de estimacion de rendimiento (2.18). Taylor et al. (2017b) presentan la siguiente version

dependiente de la dimensidn d.

w(F,R,M,N,P) = sup P(Og, 1, ...y tpiq, T7)
fix1, o Trg1,o*
s.a fer,

x* 6ptimo de f, 2.18)

X2, ..., xp41 generados desde x; por
M con oréculo Oy,
||zo — || < R.

Se nota que la métrica de rendimiento tiene dependencia en el ordculo, el 6ptimo del pro-
blema y los iterados del método utilizado. Los autores notan que esto permite incorporar
al problema las métricas comunes en el analisis de convergencia, tales como el gap de
optimalidad, la norma del gradiente y la distancia en norma entre la respuesta y el 6ptimo.
Sin embargo, (2.18) corresponde a un problema infinito-dimensional, dada la eleccién de

ferF.
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Con el proposito de obtener una version finito-dimensional de (2.18), se hace notar
que los iterados generados por una aplicacién de M pueden ser representados por la ecua-

cién implicita (2.19).
Ty = M(x1, Of(ﬂfl), T2, Of($2)> ooy Tig, Of(xt+1)> (2.19)

La representacion de (2.19) muestra que en el proceso de optimizacion estan involucrados
una cantidad finita y conocida de puntos, cuyas instanciaciones se desconocen. Para lograr
obtener un problema finito-dimensional, se necesita que la eleccion de funcion f € F sea
representable por aquellos valores y subgradientes que la definen en una coleccion finita

de puntos.

2.6.1. El problema de interpolacion

Sean {(x;, g;, [i) }icz un conjunto de puntos z;, junto a una propuesta de subgradientes
g; y valores de funcién f;. Dada una clase de funciones F sobre X D conv({z;}icz), se
dice que el conjunto de tripletas es JF-interpolable si existe f € F tal que la eleccion de
puntos, subgradientes y valores de la funcidn es consistente con f. Esto es, existe f € F

tal que

gi € Of ()

(Vi e Z)

Idealmente, la F-interpolabilidad de un conjunto de tuplas puede ser reducida a la de-
cisi6n de si una propiedad () sobre el conjunto {(z;, g;, f;) }scz es cierta o no. En tal caso,
la reduccién implica que () describe condiciones necesarias y suficientes sobre la interpo-
labilidad de la clase F y se dice que () es un conjunto de condiciones de interpolacion de

F.

Taylor et al. (2017a) presentan condiciones de interpolacién para las clases Fy;(R?) y
Far(R?), basadas en dualidad de Fenchel; presentadas en el Teorema 2.2. Pese a que el

resultado se presenta con condiciones para la subclase suave, los autores argumentan que
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puede ser extendido sin problemas a la clase Fj;(R?) utilizando el caso limite . = oo con

la convencién 1/00 = 0.

Teorema 2.2. El conjunto {(z;, gi, fi) ez es Far(R?) interpolable si'y solo si, para

todo i,) € L, se tiene

fi—fi = g5, mi — z5) > 5-|lgi — g5,
ngH < M.

(2.20)

Para esta representacion finita de una funcion, es necesario tener en cuenta que dada
una eleccion de iterados, z*, gradientes y valores; la eleccion de funcién cumpliendo las
condiciones de interpolacion del problema es arbitraria e indistinguible en términos del
PEP. En otras palabras, aunque muchas funciones de la clase F interpolen el conjunto de
iterados y el 6ptimo z* (utilizando z, := z*), esto no importa en términos del PEP, pues

no requiere la unicidad de esta interpolacion.

2.6.2. Version semidefinida del problema de estimacion de rendimiento

Sea la matriz de Gram X = P P, Taylor et al. (2017a, 2017b) eligen las columnas
de P de forma apropiada en (2.21) para representar la dindmica de descenso y las restric-

ciones del problema en términos de restricciones SDP equivalentes, llegando finalmente

al problema semidefinido positivo SDP-PEP (2.22).

P=1gq192 ... 9741 1] (2.21)

Esto permite reescribir la dindmica del problema como parte de la estructura del problema
SDP-PEP incluso cuando existe una iteracion implicita, como es el caso de los métodos
proximales. Se hace notar que las entradas de X consisten de productos internos entre
columnas de P, descartando la dimensién del problema original, mientras sea suficiente-

mente alta. Sea el conjunto de indices Z = {1, ..., T + 1, x}, se fijan:
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con vectores h; y u; apropiados, determinados para el método utilizado. Sean i, j € Z, la

primera condicién de F;; (R?)-interpolacién de (2.2) se reescribe de la forma
1
fi_fj_<gjaxi_xj>_ﬁ”gi_gjl‘z >0
1
> fi — [j — (Puj, P(h; = hy)) — EHP(W —u)|F >0

— fi — f; — Tr(A;;X) >0

con A;; = suj(h; —hy) " +5(hi — hj)u] + 57 (u; — u;)(u; — u;) " para todo par de indices
en Z. Igualmente, las condiciones de interpolacién Lipschitz continua y la condicién de

radio inicial se pueden reformular matricialmente, como

Tr(Ay, X) — M2 <0 (Vie ),
TI'(ARX) — R2 < O,

donde Ay, y Ag son matrices dependientes de {u; };c7. Reformular estas cantidades en
términos matriciales permite convertir el problema PEP de obtener el peor caso de optimi-
zar una funcién con dominio d dimensional en un problema generalizado que no depende
de tal dimensién. Por lo tanto, la version de optimizacién semidefinida de PEP (2.22),
donde se asume que la métrica de rendimiento P puede ser caracterizada por un vector
b € RT*! y una matriz C' € ST*2, captura la idea del problema de minimizacién infinito-
dimensional (2.18), llevandolo a una version finito-dimensional y ampliando la bisqueda
a la clase de funciones Fj; 1.
sup b' f + Tr(CX)
feRT+1 ,XEST+2
s.a Tr(A; X))+ f;— f: <0, (Vi,jel)
Tr(Ay, X)— M2 <0, (Viel) (2.22)
Tr(ARX) — R* <0,

X > 0.
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Se nota que soluciones factibles consisten de una asignacion de valores para las pérdi-
das f en los distintos iterados y una matriz X con la informacién de los subgradientes e
iterados. La interpolacidn garantiza la existencia de funciones que cumplan con esta asig-
nacién, teniéndose minorantes, no necesariamente ajustadas, para el éptimo buscado en
(2.22). Igualmente, para el problema dual se tienen mayorantes para el peor caso de la
métrica de rendimiento. M4s atn, la asignacion de las variables duales y ponderaciéon con
las respectivas restricciones primales permite recuperar una combinacion de desigualda-
des que puede reinterpretarse como una demostracion de cota superior para la funcién
objetivo del primal. Sin embargo, este proceso de recuperar demostraciones no siempre es

claro.

Realizando este proceso para la métrica de gap de optimalidad, Taylor et al. (2017a)
demuestran que es posible obtener una cota superior para el método de punto proximal

que es mas ajustada que el resultado clésico de (2.8).

Lema 2.11. (Taylor et al., 2017a) Sea f(-,&) € Fu(X) para todo § € Z (Supues-

to la). Luego, el método de punto proximal (Algoritmo 5) con paso n > 0 garantiza

o Nz — ag]]?
Fs(xrs1) — Fs(xg) < TTS
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3. ESTABILIDAD DE METODOS PROXIMALES

Continuando con lo expuesto en la Seccion 2.3, la obtencion de cotas de generali-
zacion para el método de punto proximal estd limitada por la falta de un resultado de
uniforme estabilidad aplicable a multiples iteraciones. En caso de tener tal resultado, es
posible obtener cotas en esperanza y de alta probabilidad para el riesgo empirico de la mis-
ma manera que se expuso en las Secciones 2.1, 2.2 y 2.4 para otros métodos, utilizando

las descomposiciones de riesgo (2.8) y (2.5), respectivamente.

Mas aun, Bassily et al. (2020) plantean una técnica general para la iteracion de tipo
gradiente que permite su aplicacién a distintos métodos tales como SGD Incremental, el
método de subgradiente y otros no descritos en este trabajo, incluyendo aquellos de sub-
gradiente minibatch. En este sentido, se busca aprovechar las propiedades de la iteracion
proximal para obtener resultados de UAS para trayectorias definidas por dos sucesiones
potencialmente distintas de funciones, de manera que el algoritmo general sea aplicable a
los casos particulares de interés para este trabajo (PPM e IncrementalProx) y algoritmos
minibatch-prox, que son de interés en la literatura porque permiten un acercamiento en

arquitecturas distribuidas a los métodos proximales (Wang, Wang, y Srebro, 2017).

Formalmente, se consideran dos trayectorias generales {¢ }iciri1] Y {¥t }eeri1)» ge-

neradas por las iteraciones
Ty = Prox,, ; (vy)

Yt+1 = Prox,, g (Ye),
utilizando una secuencia de learning rates {Ut}te[T]- Se nota que (2.11) y (2.13) ambos
pueden ser representados por este tipo de iteracion, eligiendo un Unico learning rate n'y

las funciones empleadas en cada paso, apropiadamente. Estas se explicitan més adelante.

Con esto, se propone un resultado basado en las distancias méximas entre los gradien-

tes de las funciones elegidas por ambas trayectorias, dada por sup ||V fi(z) — V f/(z)|| en
zeX

cada una de las iteraciones del algoritmo. Este se presenta en la Proposicion 3.1 y se de-

muestra posteriormente.
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Proposicion 3.1. Sean {x:}iciri) ¥ {efeeirin) las trayectorias generadas a partir
de un punto x| = yy por las iteraciones proximales definidas sobre el conjunto convexo,
cerrado y no-vacio X y las funciones fi, f| € To(R?) tales que dom(f;),dom(f]) 2 X
para todo t € [T'). Esto es,

Top1 = ¢ — eV (fr + L) (2441)

Yerr = Ye — iV (fi + Lx) (Yes)

para todo t € [T). Suponiendo para todo t € [T, sup ||V fi(z) — Vf/(z)|| < a;. Luego,
TEX
para to = inf{t : f; # f/}, se cumple

T
l|xri1 — yral] < Zmat-

t=to
DEMOSTRACION. Siguiendo la idea de los resultados de estabilidad previos, se acota

la distancia entre los iterados generados por ambas trayectorias en funcion de iterados

anteriores y cantidades conocidas:

5t2+1 =[|T41 — ?J1t+1||2
= ([z: =V (fi + La)(@e31)] = [y = 0V (f] + L) (Wer1)] Te1 — Y1)

Por la convexidad del no-vacio X C R? y el hecho que los dominios de las funciones

cubren X,

ri(X) Nri(dom(f)) Nri(dom(f;)) = ri(X) # 0.

Luego, el subgradiente de f,+ 1y corresponde a la suma de una eleccion de subgradientes
Vfi € 0f;, V1y € 0ly. El argumento es idéntico para el caso de f|. Separando ambas

sumas.:

= (T — Y, Teg1 — Ye1) — AV fe(@eg1) = VY1), Teer — Yesr)

— <V1X(xt+1) - VI]'X<yt+1)7 Ti41 — yt+1> .
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Utilizando la monotonia de los subgradientes de funciones convexas y posteriormente la

desigualdad de Cauchy-Schwarz sobre los términos restantes:

= (5‘7t — Yt, Tep1 — yt+1> — T (Vft(ytﬂ) - Vft/(ytJrl)a Tey1 — yt+1>

= {V(fi + L) (@e1) = V(i + L) (yes1), T — Yer1)

>0

< <33t — Yts Te41 — ?/t+1> — T <vft(yt+1) - Vft/(yt+1)7 S yt+1>

<0041 + Me@tOp11-
Se concluye que

= 0441 <0y + 1y

Finalmente, sumando para ty <t < T, se obtiene el resultado enunciado. O

Se considera el caso particular del método de punto proximal, caracterizado por la
iteracion (2.11). Se nota que en una trayectoria generada por el PPM (Algoritmo 5), cada
actualizacion corresponde a una aplicacion del operador proximal que estd asociado a una
misma funcion, siendo ésta el riesgo empirico Fg resultante de utilizar una cierta muestra
aleatoria S. Esto permite derivar de manera simple el siguiente resultado de estabilidad

para el PPM.

Corolario 3.1. Sea una pérdida f(-,&) € Fuy(X) para todo & € Z (Supuesto 1a).
Luego, el Algoritmo 5 después de T’ iteraciones alcanza 27%—uniforme estabilidad de

argumentos.

DEMOSTRACION. Se nota que dadas dos muestras S ~ S/, basta fijar s.p.g. f; = Fs,
fi = F§ym = nparatodo t € [T], pues la M-Lipschitz continuidad de las pérdidas
convexas es suficiente para asegurar que el riesgo empirico pertenezca a la clase 1.

Ademds, por el uso del batch completo en cada iteracion, to = 1y

2nM
sup ||V Fs(x) — VEg (2)]] < 22

reX n
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Dado que el Algoritmo 5 es determinista 'y S, S’ son elegidas arbitrariamente, se cumple

el resultado enunciado. O

El Corolario 3.1 permite acotar el exceso de riesgo de este método de la forma ya
planteada en la Seccién 2.3. Sin embargo, este andlisis se puede mejorar utilizando el
resultado de convergencia para ERM del Lema 2.11, que mejora por un factor constante

la cota superior presentada en el Lema 2.8. Un calculo del largo de paso éptimo muestra

que, en términos de n y 7" se debe elegirn € © (%ﬁ) Después de fijar 7' = n iteraciones
del algoritmo, tanto los errores de estabilidad y de optimizacion alcanzan una tasa de

convergencia O (\%)

Utilizando ambos resultados de descomposicion del riesgo, se concluye que en es-
peranza el exceso de riesgo converge con tasa O <\/iﬁ> y con alta probabilidad, con tasa
0, (\/Lﬁ) . Sin embargo, se nota que la eleccién 7' = /n implica una complejidad de itera-
ciones y de gradientes proximales mejorada O (%), manteniendo la complejidad muestral
alcanzada por la elecciéon 7" = n. Si bien esto significa una mejora en cuanto a 6rdenes de
convergencia, introduce problemas en la ejecucién de la metodologia PEP. A diferencia
del enfoque asintdtico, el enfoque asistido por computador modela de manera exacta una
cantidad entera de iteraciones del problema, lo que restringiria el andlisis en la practica
a una pequefia cantidad de instancias. Estas son aquellos valores de n que son cuadrados
perfectos y son suficientemente pequefios para ser computados por un PEP en tiempo razo-
nable, considerando la gran cantidad de ejecuciones que requiere la metodologia utilizada.

Por este motivo, se considera para efectos de este trabajo la eleccion 7' = n.

Por otra parte, se destaca que la Proposicion 3.1 puede ser empleada para el andlisis
del método IncrementalProx, como se planted originalmente. Para lograr esto basta tomar
T = Kn iteraciones, un par de muestras aleatorias arbitrarias S ~ S’ con componentes
&1y, &n, &1 que, sin pérdida de generalidad difieren en la primera componente. Ademas,
se fijan las funciones f; = f(-,&x 1), fi = f(-, ;k(i)) en cada iteracion ¢ parametrizable
port = (k—1)n+iconi € [n],k € [K]. Luego, se nota que a; = 2nM en el caso

que los datos de cada muestra difieren y a, se anula si no, que ocurre exactamente una
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vez en cada ronda, debido al uso de permutaciones. Por tltimo, se toma valor esperado en
la aleatoriedad del algoritmo y supremo en la eleccion de las muestras vecinas anteriores,

obteniendo un resultado idéntico al planteado en la Proposicion 2.2.

Finalmente, se presentan dos tablas que resumen las complejidades para el exceso de
riesgo presentadas en los Capitulos 2 y 3, alcanzadas utilizando las cotas superiores para el
riesgo empirico y la uniforme estabilidad ,y la descomposicion en valor esperado de (2.5).
Primero, la Tabla 3.1 resume las cotas superiores para la complejidad del exceso de riesgo
alcanzado por métodos de tipo gradiente en términos del nimero de muestras, de itera-
ciones y de célculos de subgradiente totales requeridos para alcanzar la e-suboptimalidad.
Ademads, se incluye una eleccion de learning rate n como funcién de la cantidad total de
iteraciones que garantiza las complejidades expuestas.

TABLA 3.1. Cotas superiores de complejidad muestral, de iteraciones y de sub-
gradientes en valor esperado para el exceso de riesgo alcanzado por los distintos
algoritmos basados en actualizaciones de subgradiente.

Algoritmo Learning rate | Muestras | Iteraciones | Subgradientes
GD suave @) (\%T) 0 (%) O (%) o (%)
GD no-suave @) (T‘i) O (%) 0] (5%1) 1) (ELG)
Incremental SGD | O (T‘i) 0] (ELQ) ) (%4) 1) (%4)

En segundo lugar, se presenta la Tabla 3.2, que resume las cotas superiores para la
complejidad del exceso de riesgo esperado alcanzado por métodos proximales, incluyen-
do una eleccion de largo de paso, tamaio del batch y las complejidades de gradientes
proximales, iteraciones y muestras derivadas de tal eleccién. Tal andlisis no considera el

costo computacional de calcular el paso proximal exacto.

COMENTARIO 3.1. El método de punto proximal evaliia una operacion proximal so-
bre la suma de las n pérdidas inducidas en cada iteracion. Esto se cuenta como una sola
evaluacion, pero en la prdctica el cdlculo del operador no es fdcil incluso si se asume
acceso inmediato a las operaciones proximales sobre las componentes. Por lo mismo, una

alternativa comiin en la literatura aplicable a ambos métodos proximales es calcular una
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TABLA 3.2. Cotas superiores de complejidad de iteraciones y de cdlculos de gra-
dientes proximales en valor esperado para los algoritmos proximales presentados.

Algoritmo Learning rate | Muestras | Iteraciones | Grad. Proximales | batch size
1 1 1 1
PPM % <ﬁ> O(z) | O(z) O () n
IncrementalProx | O (T‘i> O (%) 0 (%) o (%) 1

A-aproximacion en norma al operador proximal exacto presente en cada iteracion con

una subrutina de (8%22} iteraciones de GD (Bassily et al., 2019) aplicada sobre la funcion

involucrada en la actualizacion.
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4. ESTABILIDAD DE SVRG

En la Seccién 2.5 se plante6 una manera de acotar el exceso de riesgo para el proble-
ma (1.1) en el caso suave mediante la utilizacion de un regularizador fuertemente convexo.
Siguiendo tal fin, se considera primero el caso de utilizar SVRG sobre pérdidas fuertemen-
te convexas, presentando una garantia de cota superior para la estabilidad de SVRG con
eleccion estocastica (Algoritmo 8) en tal serting. Luego, se aplica tal resultado al caso

suave mas regularizacion.

Proposicion 4.1. Sea una pérdida f(-,€) € SﬁL(Rd) para todo £ € Z (Supuesto Ic)
ym € O(n). Luego:

1. Para n € (%, %] el Algoritmo 8 tiene uniforme estabilidad de argumentos

O (25,

n

2. Para n < 31, el Algoritmo 8 tiene uniforme estabilidad de argumentos
"

o(%-(2)")

Este resultado presenta dos casos en los que se tienen regimenes distintos de estabili-

dad, dependiendo del paso elegido. Ambas partes se demuestran a continuacion:

DEMOSTRACION. Se analiza una actualizacion del método estocdstico con varianza
reducida. Por simplicidad, se consideran las funciones f; y f! correspondientes a las ins-
tanciaciones de la pérdida para las muestras aleatorias S ~ S’ que difieren, sin pérdida
de generalidad, en el primer dato. Ademds, se consideran los iterados x% y y¥, Z) y U,

respectivos.

Por definicion de la actualizacion (2.15) y desigualdad triangular:

0y < |Jof =y = n (Vi) = VL)

+ || (V fiu (@) = V£, () = (VFs(@x) — Vs ()] |-
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Sumando cero convenientemente se puede utilizar desigualdad triangular de nuevo, obte-

niendo tres términos propios de los andlisis de SGD con muestreo con reemplazo y GD:

<ot =o' =0 (Vfilat) = VF, )]
+|@ = G — 0 (Vi (@) = V£, @) ||
+|Zx — Gx — 0 (VFs(Zx) — VFs (G1))]] -
Por la fuerte convexidad de las pérdidas, para n < % se cumple la (1 — nu)-expansividad

de una actualizacion de gradiente. Aplicando esta propiedad a los términos anteriores, se

tiene

2nM

Opy < (1 =nu)d; + 2nMry,, +2(1 — nu)dy + 2nMr, , + -

donde r;, , es una variable aleatoria que toma valor 1 si la componente elegida en la
iteracion t de la k—ésima ronda difiere o cero en caso contrario. Luego, tomando valor

esperado sobre la aleatoriedad del algoritmo se obtiene la siguiente recursion, parat > 2:

6nM
Edyyy < (1 —nu)Ed; +2(1 — np)Edy + ——.

Ademds, se nota que la primera iteracion de cada ronda es equivalente a un paso del

método de gradiente, cumpliendose la desigualdad

oM
Ed5 < (1 — nu)EsS + ~—.

Sumando las desigualdades sobre todo el ciclo interior del algoritmo, se obtiene una cota

superior para cada iterado de la ronda en términos de ES¥. En particular, para i € [m):

i—2
i i—12nM 6nM ,
o < (1—nu) B0y + (1—np)™ ' ——+ {2(1 — ) EST + T} (1 — )’

IN

21 —np)  2—np } v, 6nM :
— 1—nu)'| E6y + —— 1 —nu)’
” ” ( )| Boy + —~ > )
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Por lo tanto, dada la eleccion aleatoria uniforme del primer iterado para la ronda si-

guiente, se tiene:

1 m
E§t+! = ~ > Esy
=1

1 2m—1)(1- 9 — V(1 — i) (1 — (1 — nyg)m=1
< [_+ (m =D —nu)  (2—nu)( W)(2 2( i) )}Mf
Lm mnj mn? |
o1

6T]M 1 m  1—2 ;
My
i=1 j=0
2(1 — nu) 6nM 1 O
Sméx{él(m,n,u),—}Mer—~—Z (1 —nu)’.
s L

Calculando la suma del segundo término:

. 2(1 — 6nM e~ 1— (1 —nu)!
R e T

L py e
, 2(1—77u)} . 6M & -
= méx § ¢1(m, n, p), ——— p Eoy + —— > [1 — (1 —np)’
{ontmn 0. 20 Yt 0 1 (1
2(1 — 6M 1—(1—nu)m
L mny M s
PS

Como m = ©O(n), se nota que para valores crecientes de n el factor que acomparia a la
esperanza del primer término converge por arriba hacia la cantidad 2(1 — nu) /(nu), con

Ny pfijos. Se separan dos casos:

1) Sean > %.Em‘onces, por la monotonia de la funcion 2(1;1), el factor que multiplica el

valor esperado es menor a uno para valores grandes de n. Con esta nueva restriccion, se

puede calcular la estabilidad de la ejecucion completa,

ESFT < g RS} + ¢s.
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Luego, se concluye

= ESET < K- ¢y

Notando que ¢ € O (%) y el learning rate n € €} (i), se deduce una uniforme estabi-

)

lidad de argumentos O (

1) Alternativamente, consideramos n < % En tal caso, una valuacion en el caso limite
permite ver que el factor ¢, que acompania al valor esperado proveniente de la ronda
anterior es mayor a uno. Consecuentemente, un cdlculo directo muestra que esto implica
crecimiento exponencial de la estabilidad. Se calcula la distancia de las trayectorias para

la ejecucion completa
B0+ < GBS} + 6o

Desenvolviendo la recursion,
K—-1
K+1 2: k
k=0

Finalmente, utilizando el hecho que ¢, € O <MMn> se obtiene una cota de orden

K
@) (M . <i> ) para la estabilidad de argumentos. 0

pn -\ np

Por lo tanto, se puede concluir de la Proposicion 4.1 que la cota para la estabilidad es
de un orden mejor si el paso tomado es suficientemente grande. Ambas cotas en el caso ji-
fuertemente convexo (para p fijo) proveen convergencia para una eleccion de largo de paso
71 independiente de n. Sin embargo, la eleccién de un producto nu dependiente de n resulta
en una dependencia exponencial del resultado de estabilidad. Estas consideraciones son
necesarias al analizar el fendmeno de regularizacion, donde y es una cantidad introducida
en el problema que se desea hacer desvanecer para una cantidad creciente de iteraciones o

muestras.
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Ademas, ya que se quiere utilizar el resultado de estabilidad en la descomposicion
(2.17), se deben considerar las restricciones propias de la garantia de convergencia a uti-
lizar. En particular, se utilizard el Lema 2.10, por lo que la eleccién de m = ©(n) es
apropiada segun lo discutido en la Seccién 2.5. Se recuerda el requisito para n y m pre-

sente en el Lema de convergencia 2.10:

1 2Ln

< 1.
punm(1l — 2Ln) * 1—2Ln

Un célculo explicito del intervalo en que el learning rate cumple esta condicién indica

16L 16L

17\/117% 1+\/ 1-16L
8L 8L

del intervalo anterior implica que el régimen de estabilidad en el que funciona el resultado

que esta cantidad debe tomar valores en . La dependencia de L

para el error de optimizacion depende del condicionamiento del problema.

Asimismo, el problema (1.1) suave con regularizacion se restringe debido al compor-
tamiento de la estabilidad para distintos nimeros de condicionamiento. Por la demostra-
cién de estabilidad de la Proposicion 4.1, la eleccion del largo de paso debe ser tal que
np < % < 1. Recordando la descomposicién (2.17), una garantia que asegure la conver-

. . . n .
gencia del exceso de riesgo requiere de ;1 — 0 para valores de n crecientes.
Para cualquier eleccion de p anterior, considerando ambos regimenes de estabilidad

provistos por la Proposicion 4.1, se nota que la eleccion ) = € ( i) contradice el requisito
n < % del resultado de estabilidad. Esto es, cualquier eleccién de 7 en el primer caso
n > %; y en el segundo, elecciones de orden n = © <i> Por el contrario, una eleccién
tal que nu — 0 para el segundo caso implica que los términos de estabilidad y el término

adicional de la regularizacion entregan cotas para los errores de orden

M (1\*
O <— . (—) +/,LT2> )
AN

donde cualquier eleccion de ;o implica que la complejidad muestral alcanzada es peor, en

términos de orden de convergencia, que la alcanzada en valor esperado por SGD, O (\/Lﬁ) .
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S. UN MODELO PEP PARA ALGORITMOS BATCH

En este capitulo se presenta una formulacion semidefinida de una version del proble-
ma de estimacion de rendimiento que modela los errores de optimizacion y estabilidad
para el problema (1.3). Esta formulacion es especifica para métodos batch, como los pre-

sentados en las Secciones 2.1 y 2.3.

La idea principal consiste en la formulacién del problema (5.1) como aquel que busca
el peor caso, en términos de una métrica de rendimiento que engloba los fendmenos de
optimizacion y estabilidad, de dos trayectorias definidas por muestras vecinas S ~ S’
Dado que cada muestra define n pérdidas aleatorias, donde n — 1 de estas son comparti-
das por ambas trayectorias, es posible representar este fendmeno mediante tres funciones
f,f',F € F,donde fy F representan una muestra S sobre la cual se minimiza y f’
corresponde a la perturbacion asociada a utilizar la muestra vecina S’, cuantificando la
peor estabilidad posible para el par y la dificultad de minimizar el riesgo asociado a fy
F (segtin alguna métrica para funciones convexas, como en Taylor et al. (2017b, 2017a)).
Sin pérdida de generalidad, se asume que estas muestras aleatorias difieren en el primer

dato, cumpliéndose

f =
/o=
1

Formalmente, = f + "T_lF es el funcional de riesgo empirico inducido por la muestra S

n

f
f

P

761)7
&),

\

y % fr+ ”T’lF, por la muestra S’. El problema (5.1) interpola las tres funciones anterio-
res separadamente, generando las trayectorias {x; }ic; y {i}ics sobre los funcionales de
riesgo empirico antes mencionados a contar de un punto inicial z;, potencialmente di-
ferencidndose a contar de la primera actualizacion debido a la utilizacion de la muestra
completa. Asi, este programa entrega la peor eleccion (o en su defecto, el supremo) de ite-

rados, valores y subgradientes de las tres funciones de manera de maximizar una métrica
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de rendimiento P, utilizando respuestas vélidas del ordculo O.), manteniendo la pertenen-

cia de las pérdidas a una clase objetivo F y validando que corresponde a una aplicacién

del método M.
w = sup P(Oﬁ Of'7 Or, {ﬂfz‘}z‘eb {yz‘}z‘el)
O05,04,0p {@i}icr {yitier
s.a f,f\FeF
1 -1
x, Optimo de Ef—i— nn F 5.1)

Tit1, Yir1 generados por M desde x; (Vi € [T1])
M un método con acceso a un oraculo (’)(.)

x1 satisface la condicion de inicializacion C.
5.1. Una Formulacién Semidefinida para métodos batch

Tras formular el problema finito, se plantea un modelo semidefinido de manera que re-
presente el mismo problema de estimacion de rendimiento cuando la métrica, condiciones
de interpolacion, actualizacion del método utilizado y condicién inicial son representables
a través de funciones y restricciones propias de un problema SDP. Para esto se debe tener

en cuenta que se desea elegir valores y subgradientes

fi= f(xi), fi = f'(wi), Fi = F(;), F) = F(y;) (Vi€ I)

9i =V f(i),9i =V [ (), Gi = VF(x;),G; =VF(y;)  (VieI).

(5.2)

Taylor et al. (2017a) plantean esta idea de equivalencia entre el problema semidefinido
y el problema abstracto de dimension finita mediante la nocién de Gram-representabilidad
lineal para un problema de tipo PEP que considera una sola trayectoria. Se presenta una
nocién de Gram-representabilidad acorde al problema de optimizacién mds estabilidad en
el contexto de minimizacion de riesgo empirico, que extiende la nocion original de Taylor

et al. a emular dos trayectorias provenientes de muestras vecinas.
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P= [91---QT+1 Gl-'-GT—H gllg&w_,'_l Gll /T+1§G_(§/ G/g* T y} (53)

Siguiendo la idea presentada en la Seccion 2.6, se plantea en (5.3) una matriz P cuyas
columnas contienen la informacién de subgradientes e iterados involucrados en ambas tra-
yectorias vecinas emuladas por el problema semidefinido, junto a un vector auxiliar y. Se
define la matriz de Gram asociada a tales columnas de la forma X = PT P, representando
la informacion anterior mediante los productos de vectores en cada una de sus entradas y
eliminando la dependencia de la dimensién base d del problema convexo subyacente. Esto
permite la busqueda de un peor caso para las clases de funciones extendidas a dimensién
finita presentadas en el Capitulo 2, descartando la variable d como una pardmetro del PEP
al igual que en (2.22), mientras la dimensidn sea suficientemente alta. Ademas, se llama
al vector v como aquel que tiene por coordenadas los valores de las funciones f, f'y F'

en los iterados relevantes para ambas trayectorias descritas por el problema.

v=fi fran Py Proa f{ o fpg Fy o Fpy [ F P F fo B (5.4)

Las variables v y X; como eleccion de valores de funciones, iterados y subgradientes;
corresponden a las variables del problema semidefinido en las que se realiza la optimi-
zacion para buscar el peor caso. Se presenta en (5.5) un modelo semidefinido general
asociado a esta eleccion de variables, que abarca la clase completa de problemas de es-
timacion de rendimiento representables por SDP utilizando solamente las descripciones
presentadas de v y X. En este, se representan directamente los valores tomados por las
valuaciones de las funciones. No asi los gradientes e iterados, donde el peor caso puede
alcanzarse para cualquier orientacion de estos vectores, teniéndose una invarianza bajo ro-
taciones. Por lo mismo, la informacién necesaria se puede definir a través de correlaciones
entre estas cantidades vectoriales y la relacién implicita que existe entre ellos de acuerdo

a las actualizaciones del método.
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sup b v+ Tr(CX)
VERAT+10_ X cSAT+11
s.a aij + Tr(MjX) +¢; <0, (jelJ) (5.5)
X = 0.

Si bien el problema puede ser definido para un espacio r-acotado X mediante una
alteracion de las restricciones del problema, la ejecucién de los problemas semidefinidos
primales y duales se hace notoriamente mas lenta. Consecuentemente, por restricciones
del tiempo de desarrollo de este trabajo, se utiliza la simplificaciéon al problema en el
setting irrestricto. Luego, se introduce la nocién de batch Stability-and-Optimization li-
nealmente Gram representable (abr. bSOLG-representable) y se propone un resultado de
equivalencia entre los problemas (5.1) y (5.5) cuando el primero es bSOLG-representable,
ejemplificando paralelamente que el problema para el método de subgradiente y para el

método de punto proximal irrestrictos cumplen esta propiedad.

Definicion 5.1. Un método de primer orden es bSOLG-representable si y solo si el
computo de sus iterados, definidos (posiblemente de manera implicita) por (2.19), puede

ser expresada utilizando una cantidad finita de restricciones lineales con dependencias

solo de X € S0y ¢ RATHL

Se nota que para el caso irrestricto la regla de actualizacion (2.9) puede ser represen-

tada utilizando la igualdad

1 n—1
Tip1 =T — 1 EQH‘

GZ-) (Vi € [T)) (5.6)

a través de las condiciones (5.2) deseadas para este problema. Sin embargo, no basta con
obtener una recurrencia basada en la igualdad anterior, ya que las restricciones propias de
un problema PEP semidefinido no cuentan con una representacion explicita de las colum-
nas de P. La representacion de los iterados y subgradientes a través de la matriz de Gram
X indica que estas equivalencias deben cumplirse al interior de productos de traza. Con

este fin, se definen cantidades vectoriales /.y y u(.) tales que representan puntos de interés
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en el problema y el subgradiente de una eleccion de funcion en tales puntos.

G, = Pu;, (Vie[l+1).

Lo anterior es un ejemplo para el exceso de riesgo Fis. De manera mas general, se estable-
ce la necesidad de encontrar vectores h(.) y u.) para ambas trayectorias x; € y;, los iterados
promedio respectivos y toda instanciacion de funciones en estos puntos. Ademds, se nece-
sita la instanciacién de f y F' el punto z,, incluido en las columnas de P y necesario para
la representacion de la métrica del error de optimizacién. A continuacién, se explicitan la

eleccion de hy y u(.).

Afirmacion 5.1. El método de gradiente y de subgradiente (Algoritmos 1 y 2) son
bSOLG-representables.

DEMOSTRACION. Se considera la secuencia de valores de las funciones en v. Se
determina h; de manera que la eleccion de x € R? sea consistente con el valor v;. Esto
es, para y, = xy:

(

zi i€ [T +1]
Ti—T—1 ;1€ [T—l— 2,2T—|—2]

Yi—oT—2 1 € [QT + 3, 3T + 3]

Phi= Q2 373 i€ [3T +4,4T + 4]
T i € {4T +5,4T + 6}
i i€ {4T +7,4T + 8}
0 i€ {4T +9,4T + 10}
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Luego, utilizando (5.6) se definen h; de la forma

71—

1
1 n—1 .
hi = hiyri1 = €ary10 — 1N E (ﬁej + Tej+T+1> (i e [T +1])
j=1

i—1
1 n—1
i = Miarr = earsio — 7 Z (nej +— eJ+T+1> (i € 2T + 3,3T + 3))
J=2T+3
T+1

hars = harie = Y i
=2

T+1

h4T+7 - h4T+8 - E hi+2T+2
=2

h4T+9 = h4T+1O = 07

donde, sin pérdida de generalidad se asume que x, = 0. Los vectores u.y se determinan
de la misma manera, esta vez considerando los gradientes asociados a cada entrada de
v;. Se nota que para i € [AT + 9] se puede elegir u; = e;. Debido a la condicion de

optimalidad de Fs en x,, se elige

1
Ugr+10 = —
n R—

€47+9.-
1

Entonces, el método de gradiente es bSOLG-representable notando el hecho que
Tr(ab" X) = (Pa)"(Pb) permite la representacion de las elecciones de u(y y h( al
interior de los productos de traza, incluyendo representaciones para el iterado final y
promedio de iterados. Se concluye que esta representacion semidefinida, que no depende
cual sea la respuesta del método y representa ambos xr1 'y T, también es vdlida para el

método de subgradiente. 0

Asimismo, para la actualizacion del método de punto proximal irrestricto (2.12) es

equivalente a la resultante de la expresion

n—1

1 .
Tip1 =T, — 1 (Egiﬂ + Gz‘+1) (Vi e [T7), (5.7)
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y puede ser representada al interior de los productos de traza para una eleccion distinta de

vectores multiplicadores h; y u;, debido a la eleccion distinta de gradientes en cada paso.

Afirmacion 5.2. El método de punto proximal (Algoritmo 5) es bSOLG-

representable.

DEMOSTRACION. Se considera nuevamente la secuencia de valores de las funciones
en v. Se determina h; de la misma manera que en la Afirmacion 5.1, esta vez con la

actualizacion de (5.7):

L1 n—1 ,
hi = hiyri1 = €ari10 — 1 (Eejﬂ + €j+T+2) (i€ [T+1])
j=1
Lo/ n—1
hi = hizri1 = earyi0 — 1 Z (—€j+1 + €j+T+2) (i € 2T + 3,37 + 3))
joars N
T+1
harss = hares = Y i
=2
T+1
h4T+7 = h4T-‘r8 = Z h’H—QT-‘rZ
1=2

h4T—|—9 = h4T+10 = 0.

La eleccion de vectores .y es idéntica al caso del método de subgradiente. Nuevamente,
la eleccion de ambos h(y y u(y permite la representacion del método al interior de los

productos de traza. 0

Teniendo una manera de representar los iterados y gradientes elegidos por el modelo,
se puede considerar la representacion semidefinida de las condiciones y métrica del pro-
blema. Partiendo por las condiciones asociadas a la interpolacion, se nota que ésta debe
realizarse entre todo par de puntos perteneciente a una misma funcién f, f’ o F'. La fun-
cion a la cual pertenece cada indice se fija segin el orden de las coordenadas del vector v,

como se aprecia en (5.4), y la asignacién para la interpolacién de (5.2). Se sigue que los
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indices que interpolan a la funcién f corresponden al conjunto

I = [T+ 1]U{4T + 5,4T + 9},

aquellos que interpolan a la muestra perturbada f’ son
Iy =27+ 3,37 +3]U{4T + 7}

y los correspondientes a la funcion de referencia F' son

Ip=[T+2,2T 4+ 2] U [3T + 4,47 + 4] U {4T + 6,4T + 8,4T + 10}.

Contando con los conjuntos de indices anteriores, se define por Z el conjunto de pares de

interpolacion de los indices pertenecientes a una misma funcion. Esto es,

I:]fXIfU]FX]FUIf/X]f/.

Consecuentemente, se puede utilizar el conjunto de pares Z para representar el conjunto de
restricciones de interpolacion del problema (5.1) que dependen de un par de indices y por
In; = [4T +10] se denota a los indices en los que se definen u.) y h(.), aquellos utilizados
para las restricciones de interpolacion dependientes de un solo indice. A continuacion,
se define una nocién de bSOLG-representabilidad para las restricciones del problema,
mostrando que se puede hacer el simil de las restricciones de interpolacion de (2.22) para

la representacion semidefinida del nuevo problema.

Definicion 5.2. Una clase de funciones es bSOLG-representable si y solo si sus con-

diciones de interpolacion pueden ser reformuladas utilizando una cantidad finita de res-

S4T+ 10 R4T+11

tricciones lineales dependiendo solo de X & yvE

En particular, las clases F; y [ 1, son relevantes para la simplificacion al caso irres-
tricto introducida previamente y son bSOLG-representables de acuerdo a la Afirmacién

5.3, siguiendo el proceso introducido en la Subseccién 2.6.2.
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Afirmacion 5.3. Sea un método M bSOLG-representable a través de los iterados
Ph; y gradientes Pu; para todo i € [4T + 10]. Entonces, las clases Fy; y Fyrp, son
bSOLG-representables.

DEMOSTRACION. Se demuestra que las restricciones de interpolacion de f, 'y F
pertenecientes a la clase Fy; 1 (R?) son representables de forma lineal en X y v para
una eleccion arbitraria de d. Por el Teorema 2.2, la eleccion de coordenadas (5.4) y las
representaciones de iterados Ph; y Pu;, se cumplen los siguientes conjuntos de restric-

ciones respectivos a las tres funciones expresadas, denotados en funcion de la matriz de

columnas P

(

’UZ—U]—<PU],P}ZZ—Ph]>Z%HPUZ—PU]’P (Vl,je[f)

[|Puil| < M (Vi € Iy)

\
(

Uy — U5 — <PU],PhZ —Ph]> Z ﬁHPUZ — PU]'H2 (Vl,] S ]f/)
\

;

UZ—UJ—<PU],th—Ph]>Zﬁ”PUl—PU]HQ (Vl,jE[F)

[ Puil| < M (Vi € Ip).
\

Luego, el conjunto de restricciones de interpolacion puede separarse en una condicion de
convexidad suave sobre los pares Ly una condicion de M -Lipschitz continuidad sobre los

indices Iy

U — V5 — <PUJ,PhZ - Ph]> Z %HPUZ - PujH2 (V(Z7.7> eI)

||Pui|| < M (Vi € Inp).
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Ademds, por la definicion de X como una matriz de Gram se puede representar la primera
desigualdad por un producto de traza. Ademads, la segunda desigualdad puede reescribirse
de manera equivalente por una restriccion para el cuadrado de la norma, la que a la vez
puede reescribirse por un producto de traza. Entonces, definiendo las matrices
Ay = l“j(hz‘ —hy)" + l(hz‘ — hj)uj + L(Uz‘ — ) (u; —uy) "
2 2 7 2L

Ay = uu

7 )
se tiene la equivalencia con el conjunto de restriccciones lineales en X y v

V; — + Tr (AZJX) S 0 (V(Z,]) c I)

terminando la demostracion para funciones suaves, para cualquier valor de d. Para el
caso no-suave, se considera la condicion de interpolacion convexa con el caso limite
L = 400 para todos los pares. Esto presenta una simplificacion de la matriz A;; anterior,
donde el término de normas de gradiente se anula. Por lo tanto, basta tomar la misma

representacion lineal, redefiniendo las matrices
Aij = §u](hz — hj) + 5(}11 — hj)uj .

OJ

COMENTARIO 5.1. La Afirmacion 5.3 indica que cualquier método bSOLG-
representable a través de solo el uso de vectores h(.y y u.y permite obtener un conjunto de
condiciones de interpolacion bSOLG-representables para las clases Fyr y F 1, siendo
este el caso para los métodos de punto proximal y de gradiente. En otras palabras, cual-
quier método batch (y sus condiciones de interpolacion para pérdidas en alguna clase
anterior) que utilice solamente informacion de los gradientes en la secuencia de iterados,
el optimo del riesgo empirico original y el promedio de los iterados puede ser representa-

do en forma semidefinida.
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Adicionalmente, métodos que utilicen una respuesta distinta a las consideradas y se
actualicen solo con la secuencia de iterados pueden representarse mediante una eleccion

distinta de los vectores h(.y correspondientes a T e ).

COMENTARIO 5.2. Para obtener condiciones de interpolacion para el método pro-
yectado a un conjunto r-acotado X se necesita agregar una cuarta funcion al problema
5.1, que corresponde a la indicatriz de X. Esto significa una eleccion distinta de columnas
de P de manera que el problema semidefinido guarde la informacion de la nueva funcion
que se desea interpolar. A la vez, en las restricciones de interpolacion se introduce una
restriccion de radio para los iterados, una modificacion de h(. y u.y para incluir los gra-
dientes proximales asociados a la proyeccion del método sobre la indicatriz convexay una

restriccion en los valores que toman los iterados al interior de X.

Por otra parte, el problema semidefinido (5.5) necesita que una métrica P vali-
da sea representable a través de solo una funcién. Se presenta la nocién de bSOLG-

representabilidad para una métrica de rendimiento de acuerdo con lo anterior:

Definicion 5.3. Una métrica de rendimiento es bSOLG-representable si 'y solo si pue-

de ser expresada como una funcion lineal de X € S*+10 y ¢y € RAT+HIL,

Una ventaja de definir la representacion semidefinida a través de una dnica funcién
lineal en X y v es que algunas métricas compuestas pueden ser definidas como la suma
de al menos dos métricas simples. Considérese el caso de los fendmenos de optimizacion
y estabilidad. Una forma de obtener una métrica de rendimiento vdlida consiste en sumar,
con ponderadores apropiados, una métrica de rendimiento asociada al error de optimiza-
cién y una asociada al peor caso de la estabilidad uniforme de argumentos del método

(Esto es, la peor eleccion de muestras vecinas en términos de la norma).

En base a lo anterior, se obtienen métricas separadas para los fenémenos de optimi-
zacion del riesgo empirico y estabilidad. Se consideran dos métricas distintas para el error

de optimizacion.
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Afirmacion 5.4. El gap de optimalidad para el ltimo iterado Fs(xr.1) — Fs(x,) es
bSOLG-representable.

La métrica solo depende de valores de las muestras, por lo que la representacién
semidefinida no depende del método elegido. Ademads, se puede representar mediante un

producto interno entre v y el vector

n—1 1 n—1
€or42 — E€4T+9 -

biast = 56T+1 + €47110- (5.8)

Asimismo, la métrica del gap de optimalidad para el promedio de iterados también
puede representarse en forma semidefinida mediante un producto interno. En esta instancia

la eleccion de ponderadores esta dada por

n—1 1 n—1
€4T+6 — E€4T+9 -

baw = EG4T+5 + €471105 (5.9)

deduciéndose la garantia expuesta en la Afirmacién 5.5.

Afirmacion 5.5. El gap de optimalidad para el iterado promedio Fs(z) — Fs(x.) es
bSOLG-representable.

Por otra parte, se consideran distintas métricas para el error de estabilidad basadas en
estabilidad de argumentos, cuyas representaciones son circunstanciales a la eleccion de
método. Tales métricas dependen explicitamente de la respuesta del método, que puede
ser el iterado final o el promedio simple de los iterados. En cualquier caso, la dindmica
de eleccion de gradientes en las actualizaciones del método debe estar codificada en los

coeficientes que acompaian a la variable X.

Afirmacién 5.6. La distancia entre ultimos iterados M||xry1 — yri1|| genera-
da por el método de gradiente (Algoritmo 1) es una métrica de rendimiento bSOLG-

representable.

DEMOSTRACION. Se utiliza la variable auxiliar y para representar la norma como

un supremo de producto interno. Aunque se puede utilizar como métrica el cuadrado de la
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norma, se prefiere que la métrica de estabilidad elegida sea comparable con la métrica de
minimizacion de riesgo al sumarlas, a modo de poder analizar los fenomenos de estabi-
lidad y optimizacion en conjunto. Se nota que es posible reescribir la norma como sigue,
utilizando el supuesto ||y|| < 1:

sup 2 — yrall = sup Sup (741 — Yri1,Y)-
01,041,0p {zi}ier Y bier O5,04,0p {zi}tier {yitier ||yl|<1

Por la regla de actualizacion (2.9), se pueden descomponer los iterados como

T
T] / !
_ =1 : )G —gi— (n—1DGiy ). 5.10
(Tr41 — Y11, Y) " ;Zlgﬂr(n )G —g9i — (n —1)Gy,y (5.10)

Luego, por la Afirmacion 5.1 existe una representacion para los gradientes de la forma
Pu.y. Ademds, notando que el vector auxiliar es una columna de P se tiene y = Peyr11.
Por lo tanto, se puede representar cada producto entre y y alguna otra columna de X
mediante un producto de traza entre X y una matriz con una sola entrada no-nula. Por
linealidad, se obtiene una matriz Cp € M*T Y simétrica tal que el producto interior de

(5.10) es representado por una forma equivalente Tr(Cgp X).
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Explicitamente, Cap = (Cj)i jejar+11) toma valores

(
_Mn
2n

_ Mn
2n

2n

2n

L — M
Cij =4 32

Mn
2n

Mn(n—1)

Mn(n—1)
2n

_ Mn(n-1)

. Mn(n—1)

i=4T +11,j € [T))
j=AT +11,i € [T))
i=A4T+11,j € [T +2,2T + 1))

i=4T +11,j € 2T + 3,37 + 2]

(
(
(
(j=4T +11,i € [T +2,2T + 1])
(
(
(1=4T 4+ 11,5 € [3T +4,4T + 3]
(

)
j=4T +11,i € [2T + 3,37 +2))
)
)

j=4T +11,i € [3T + 4,4T + 3]

€.0.C.

(5.11)

0

COMENTARIO 5.3. Se nota que cualquier restriccion agregada debe ser representa-

ble como una restriccion lineal dependiente de sélo X y v para poder lograr representar

el problema PEP abstracto (5.1) como un modelo semidefinido de la forma (5.5). Este es

el caso de ||y|| < 1, como se demuestra mds adelante, considerdndola una condicion de

inicializacion del problema PEP.

El método de gradiente utiliza como respuesta el ultimo iterado, pero la estabilidad

del método de subgradiente se cuantifica segun el iterado promedio. Esto, no obstante, no

afecta los gradientes utilizados en las actualizaciones, sino como se ponderan estos. Luego,

se introduce un segundo resultado de bSOLG-representabilidad para actualizaciones de

tipo subgradiente, esta vez, aplicable al caso no-suave.

Afirmacion 5.7. La distancia entre respuestas del método de subgradiente (Algorit-

mo 2) M ||z — g|| es una métrica de rendimiento bSOLG-representable.

60



DocuSign Envelope ID: 432B5448-259A-4D2C-B1F7-8B17177318DC

DEMOSTRACION. Nuevamente se utiliza la variable auxiliar y para reescribir la

norma. Por el supuesto de la restriccion ||y|| < 1:

sup |z — gl = sup sup (Z — 7, 9)-
05,045,005 {zi}ier{yitier O05,04,0p {zitier {yitier |yl|<1

Por la regla de actualizacion (2.9), se descomponen los iterados promedio como

T

o 1

(T —9,y) = T Z(%H — Yt+1,Y)
1

t=

~+

:iTZ (gi+ (n—1)G; — g — (n— 1)Gy,y)

t=1 i=1

3

T .

T'—t+1,,
S g (= )G = g — (1= )Gy
i=1

Luego, por la Afirmacion 5.1, existe una representacion para los gradientes de la forma
Pug.y. Ademds, la representacion matricial y = Peyry11 del vector auxiliar, se puede
representar cada producto entre un gradiente e y mediante un producto de traza. Por
linealidad, se obtiene otra matriz Cyyap € MATHY simétrica. Esta vez, la matriz posee

valores

= Tr(CaUGDX)a
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donde Cyucp = (Cij)i jejar+11) toma valores

(

_%% (1=4T+ 11,5 € [T])
_% L Ioitl (j=4T + 11,i € [T])
S Muntl) 2O (= AT 411, € [T+ 2,2T + 1))
S MunTD) 2ok (G— AT 411,40 € [T+ 2,2T + 1))
Ciy =  Mn . 3T—j+3 (i=4T+11,j € 2T +3,3T +2])  (5.12)
My . 3T—i+3 (j =4T +11,i € [2T + 3,37 +2])
Muln=l)  ATJ00 - (j = 4T + 11,5 € [3T + 4,47 + 3))
Mnéz—l) ) 4T—Ti+4 (j = 4T +11,i € [3T + 4,4T + 3))
\0 e.o.cC.
O

En tercer lugar, se presenta un resultado para el método de punto proximal (Algorit-

mo 5) que entrega por respuesta el iterado resultante después de 7' iteraciones.

Afirmacion 5.8. La distancia entre iiltimos iterados M||xri1 — yri1|| generada
por el método de punto proximal (Algoritmo 5) es una métrica de rendimiento bSOLG-

representable.

DEMOSTRACION. Nuevamente se utiliza la variable auxiliar y para reescribir la

norma. Por el supuesto de la restriccion ||y|| < 1:
sup 2741 — yral = sup SUp (T741 — Yre1,Y)-
0¢,041,0p {zitier {yitier 05,04,0p {zitier {yitier ||yl|<1
Entonces, por la regla de actualizacion (2.12), se pueden descomponer los iterados como

T
Ui
(Try1 — Yri1,y) = o < E gip1 + (n=1DGiy — giyr — (n— 1)Gi+1,y> -
i—1
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Luego, por la Afirmacion 5.2 existe una representacion para los gradientes de la forma
Pu.y. Ademds, nutilizando la representacion y = Peyri 11 para el vector auxiliar, se
puede reescribir cada producto entre un gradiente e y mediante un producto de traza. Por

linealidad, se obtiene una matriz Cppy € MY simétrica tal que
== TI"(OPPMX> .

Explicitamente, Cppyr = (Cij); jer+11) toma valores

(

My (i=4T +11,j € [2,T +1])
My (j=AT +11,i € [2,T + 1))
Mol (i =4T + 11,5 € [T + 3,27 + 2])

Mun=1)  (j = 4T + 11,4 € [T + 3,27 + 2))
Cy={—Mn (4T +11,j€20+4,37+3)  (513)
_ My (j = AT +11,i € [2T + 4,37 + 3)])
_Mng:l—l) (i =4T + 11,5 € [3T + 5,4T + 4])

ML) (= 4T 4 11,7 € [3T + 5,4T + 4])

\() e.o.c.
O

En definitiva, las afirmaciones anteriores permiten elaborar métricas de rendimiento
sumando las métricas de optimizacion y estabilidad correspondientes a la actualizacion y

respuesta del método. Asi, métricas de la forma
Fs(A(S)) — Fs(x.) + M|JA(S) — A(S)]|

pueden ser bSOLG-representadas mediante la inclusién de una condicién de inicializa-

cion adicional, teniéndose para cada método elecciones de ponderadores para X y v. En
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particular, se tiene para el método de gradiente la representacion b, v + Tr(Cep X)), pa-

ra el método de subgradiente b;}v + Tr(CuvepX) y para el método de punto proximal
by v+ Tr(Cppy X).

A continuacidn, se define el concepto de restriccion bSOLG-representable para las
condiciones de inicializacién y se prueba que el conjunto de restricciones conveniente

para la representacion de métricas de estabilidad es bSOLG-representable.

Definicion 5.4. Un conjunto de condiciones de inicializacion es bSOLG-

representable si y solo si puede ser reformulado utilizando una cantidad finita de res-

S4T+10 R4T+ 11

tricciones lineales dependiendo solo de X € YU E

Afirmacion 5.9. El conjunto de condiciones iniciales

[yl <1
|2y — 2] <R

es bSOLG-representable.

DEMOSTRACION. Por la eleccion de columnas de P, se tiene x;1 = Peyryqg e
y = Peyry11. Dado que ambas restricciones pueden ser reescritas como una raiz cua-
drada de un producto interno, se hace la representacion semidefinida en base a los cua-

drados de las restricciones, utilizando productos de traza y notando que v, = 0. Para

_ T _ T i
Ar = esrti0€irii0 Y Ay = earinieyryqy:

Tr(A4,X)—1 <0

Tr(ApX) — R* <0.
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Utilizando las definiciones anteriores de bSOLG-representabilidad, se puede pro-
bar que cualquier problema definido de la forma (5.1) con componentes bSOLG-
representables puede ser llevado a la forma semidefinida general (5.5) que utiliza la in-
formacion de solo X y v elegidos. Més aun, de la Proposicién 5.1, presentada a continua-
cion, se deduce que las cantidades que se demostraron bSOLG-representables todas tienen

la forma (5.14) para la eleccidon de pardmetros correspondiente al método elegido.

Proposicion 5.1. Sea un método de primer orden M, una clase de funciones F,
una métrica de rendimiento Py un conjunto de condiciones de inicializacion C bSOLG-
representables. Luego, el problema (5.1) de representar de manera exacta el peor caso de
P alcanzado por ejecuciones de M sobre una pérdida perteneciente a la clase F, con
condiciones de inicializacion C puede ser reformulado como un problema semidefinido de

la forma (5.5) para dimensiones d > 4T + 11.

DEMOSTRACION. La bSOLG-representabilidad de las partes del problema estd dada
por las Definiciones 5.1-5.4 y mostrada en las afirmaciones previas, donde se nota que
todas las restricciones y la funcion objetivo pueden ser reformuladas como expresiones

lineales de X y v, que son las vnicas variables del problema semidefinido (5.5).

Para mostrar la implicancia contraria, se prueba que la equivalencia se cumple solo
para dimensiones altas. Se nota que la matriz de Gram X admite una descomposicion
que utiliza la matriz P de dimensiones d x (4T + 11). Sea una dimension d < 4T + 11,
una eleccion arbitraria sobre el cono semidefinido de tamario 4T + 11 puede incurrir en
respuestas factibles de X cuya descomposicion P' P contenga una matriz P con rango

mayor a d, lo que se contrapone a la eleccion inicial de una matriz de dimensiones d X

(4T +11),

COMENTARIO 5.4. Para la eleccion de clase de funciones Fyr 1, o Fur se fija la di-

mension minima interpolable dy = 4T + 11.
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sup b'v 4+ Tr(CX)

VERATH10 X €§4T+11
s.a Tr(A; X) +v;—v; <0, (Vi,j€T)
Tr(Ay, X) — M* <0, (Vi€ Iy) (5.14)
Tr(AgX) — R* <0,
Tr(A,X) — 1 < 0.

Un calculo del problema dual de (5.14) muestra la forma de este como el problema

semidefinido (5.15). La prueba del par primal-dual se expone en el Anexo B.1.

inf 7R+ Y pM*+r

Aij7ﬂi77—”€ Z‘GI]W
s.a Z NijAij + Z pilAn, +TAR + kA, —C = O
(i,j)GI i€l
> Aile; —e) =b (5.15)

(4,9)€T
7,k > 0.

Contando con formas semidefinidas explicitas para el par de problemas, una pregun-
ta natural es si para todos los métodos y métricas empleados se puede garantizar que no
exista un gap de dualidad entre ambos. Probar que el valor 6ptimo de ambos problemas es
igual cobra importancia dentro de la metodologia PEP ya que, a la vez que el problema pri-
mal representa una busqueda de peor caso en los posibles certificados (iterados, gradientes
y valores de funciones) de valores convexos, las variables duales representan ponderado-
res aplicados a las restricciones primales para elaborar una demostracién (Taylor et al.,
2017a), como se ejemplifica para el método proximal en la Subseccién 5.2.3. Asi, una
demostracién de cota superior valida, recuperada con la metodologia PEP, serd ajustada
al peor caso cuando el gap de dualidad es nulo. La Proposicion 5.2 presenta la dualidad

fuerte para el método de gradiente.
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Proposicion 5.2. Sea (5.14) bSOLG-representacion del problema de peor caso con-
Jjunto de optimizacion y estabilidad de una ejecucion de T’ pasos del método de gradiente.
Sea (5.15) su dual semidefinido, donde ambos problemas son factibles. Entonces, ambos

poseen un valor optimo idéntico y existe un punto primal-factible que alcanza tal valor.

DEMOSTRACION. Se demuestra la dualidad fuerte mediante un certificado para la

condicion de Slater en el problema dual. Se nota que la matriz

S=TAp+ KA, + Y pidy,
i€l
es una matriz diagonal. Se buscan valores apropiados de las variables duales de manera
que la condicion semidefinida del problema (5.15) se cumpla de manera estricta, esto es,
el lado izquierdo de la desigualdad sea una matriz positiva definida y adicionalmente se
cumpla la igualdad vectorial. En pos de esto, se calculan los valores propios de Cgp

notando que un cdlculo simple entrega los mdximos valores propios en valor absoluto

M
+ Q—U\/ZT(nZ —2n+2).
n

Ademds, se acota la norma de las matrices asociadas a la interpolacion convexa suave.

Sea (i,7) € I:

145511 = sup 2" Ajjz
l2ll=1

1
= sup |[(u;,2)(hi — hj,2) + i@z —uj, 2)?
llz|]=1

1
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Luego, fijando los valores

(
-1

iz (i = hyll + 1)
1

=~
—~
~.
Il
.
~—

[ TZ]
)
L4e; (1=4T+9,j=T+1)

Aij ==L ey (i =4T+ 10,5 = 2T +2)

Eij e.o.c.
& )

se cumple la restriccion de igualdad vectorial a by, definido en (5.8). Resta de-
mostrar el cumplimento estricto de la restriccion semidefinida, por lo que se aco-

ta superiormente la norma, utilizando desigualdad triangular y notando los hechos

||Aario.r41l], [|Aarsi02rs2|| < [|hrsa|| se tiene

> XAy = Cop|| < lhrall+ D eillAyll + [ICanl]

(i,5)€Z (4,5)EL,i#]

< ||hria]] + + —\/2T —2n +2)

— 20 + 2
:\/27;2T%+1+ +—\/2T 2—9n +2),
n

B

donde en la desigualdad estricta utiliza el cdlculo del valor propio mdximo de C'y los va-
lores fijados para las variables lambda. Finalmente, se considera B como la cota superior
estricta a la norma, que corresponde a una funcion solo de los pardmetros del problema.
Basta fijar el resto de las variables duales con valor B para concluir la prueba con la

desigualdad estricta

S+ > Nj—Cap = O.

(4,5)€ZT
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COMENTARIO 5.5. Se nota que la prueba anterior puede extenderse fdacilmente a los
casos de tomar una métrica de solo gap de optimalidad o de solo estabilidad. Para el
primero, basta considerar la matriz nula C' = O, por lo que la eleccion de B anterior

para el nuevo caso es vdlida.

En cambio, para la segunda se estd en el caso b = 0. Esto altera la definicion de las
variables duales lambda, pudiendo fijarse en este caso los valores \;; = ¢;; para todo par
de interpolacion (i, j), de manera de cumplirse la igualdad vectorial. Nuevamente, tomar
la eleccion de B para el problema conjunto permite obtener un punto factible estricto,

con una cota superior estricta vdlida que aiin puede ser refinada.

El mismo resultado puede replicarse para los métodos de subgradiente y de punto
proximal, ambos aplicados sobre pérdidas no necesariamente suaves. Se presentan las

garantias respectivas en las Proposiciones 5.3 y 5.4, relegando sus pruebas al Anexo B.2.

Proposicion 5.3. Sea (5.14) bSOLG-representacion del problema de peor caso con-
junto de optimizacion y estabilidad de una ejecucion de 'T' pasos del método de subgra-
diente. Sea (5.15) su dual semidefinido, donde ambos problemas son factibles. Entonces,
ambos poseen un valor optimo idéntico y existe un punto primal-factible que alcanza tal

valor.

Proposicion 5.4. Sea (5.14) bSOLG-representacion del problema de peor caso con-
junto de optimizacion y estabilidad de una ejecucion de 'I' pasos del método de punto
proximal. Sea (5.15) su dual semidefinido, donde ambos problemas son factibles. Enton-
ces, ambos poseen un valor optimo idéntico y existe un punto primal-factible que alcanza

tal valor.

Se concluye que todos los PEP semidefinidos batch de interés, correspondientes a
representaciones de métricas de rendimiento utiles para medir el error de estabilidad y/o
error de optimizacién en el peor caso para alguno de los métodos batch presentados, po-

seen garantias de dualidad fuerte. Més aun, la condicion de Slater en el problema dual nos
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dice que los problemas primales respectivos admiten una solucién Optima, interpretandose

como un la existencia de un certificado 6ptimo para el problema primal.

Sin embargo, no se tiene claridad respecto a la existencia de un certificado de Slater
para el problema primal, lo que indicaria la existencia de un conjunto de variables duales
Optimas, como es el caso de optimizacion convexa de Taylor et al. (2017b, Teorema 6).
Pese a no tener tal garantia, la busqueda de las variables duales 6ptimas (o en su defec-
to, cercanas al Optimo) puede realizarse apoyada en informacion de una implementacion

computacional.

5.2. Implementacion de PEP batch

Siguiendo la metodologia expuesta, se implementan inicialmente los modelos semi-
definidos batch desarrollados utilizando el solver de optimizacion MOSEK. Esto corres-
ponde a la implementacion del problema primal para cada uno de los métodos batch ex-
puestos, analizando el problema dual para algunos casos de mayor interés. Se presentan

los resultados obtenidos para cada método, de manera secuencial.

5.2.1. Método de gradiente

Se analizan los resultados obtenidos de la implementacién del problema primal para
el método de gradiente en el setting suave (Supuesto 1b), tomando los problemas semide-
finidos relacionados con el error de optimizacion, de generalizacion mediante estabilidad
y el error conjunto basado en las descomposiciones del exceso de riesgo presentadas en el

Capitulo 2.

Primero, se considera la representacion de peor caso del error de optimizacion por si
solo. Dado que la respuesta entregada por el Algoritmo 1 es el dltimo iterado, se utiliza el

gap de optimalidad para tal respuesta y su cota respectiva provista por el Lema 2.3:

RQ
FS($T+1) - Fs(xg) < 277_T
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Como se discutié en la Seccién 2.1, una eleccién de learning rate n = O (%ﬁ) ga-

rantiza un exceso de riesgo de orden O (%) para el problema conjunto de optimizacion
n

y estabilidad. Aunque el problema de optimizacion presente una convergencia mds rapida

para largo de paso constante, se consideran 7' = n iteraciones del algoritmo y una eleccién

Optima para la cota superior conjunta 17 = \/lﬁ, segtn lo explicado en el Capitulo 3. Asi, en

la Figura 5.1 se muestra una comparacion entre el peor caso computado por el modelo PEP

batch semidefinido y la cota superior provista por la teoria clasica, dependiendo ambas del

tamano de la muestra tomada.

+ Valores PEP
C. supericr GD

Metrica Opt.
[=]
w

02, |
- & .
-
01 L T
0.0 : : : : : :
2 3 8 10 12 14

Namera de muestras

FIGURA 5.1. Comparacién del peor caso computado del riesgo empirico con la
cota superior tedrica después de 7' = n iteraciones del método de gradiente.

En la Figura 5.1 se aprecia una diferencia notoria entre los valores del gap de optima-
lidad y la mayorante del Lema 2.3. Esta diferencia es de un orden comparable con el valor
del problema y no puede atribuirse a imprecisiones en la optimizacion hecha por compu-
tador. Por lo tanto, existe una diferencia entre la cota tedrica del error de optimizacion y la

respuesta entregada por el PEP.

En segundo lugar, se considera el problema semidefinido que representa el peor caso
del error de estabilidad solamente. Este se representa a través de la relacion entre las

nociones de uniforme estabilidad y uniforme estabilidad de argumentos, la que se puede
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cuantificar de acuerdo a la Afirmacién 2.1 con la desigualdad:

2M?nT
—

M||zry1 — yraa|| <

Utilizando las elecciones de cantidades 1"y 7 previas, la peor eleccion de muestras vecinas
en cuanto a la estabilidad uniforme de argumentos alcanza la cota superior de Hardt et al.,
salvo un error despreciable y atribuible al cdlculo del 6ptimo para el problema semidefini-

do basado en el método de punto interior, seglin segin se expone en la Figura 5.2.

« \Valores PEP
05 4 C. superior GD

0.4

0.3 4

Metrica Stab.

0.2 1

0.1 1

0.0

4 B B 10 12 14
Ndmero de muestras

FIGURA 5.2. Comparacion del peor caso computado de la uniforme estabilidad
con la cota superior tedrica después de I' = n iteraciones del método de gradiente.

El hecho que el problema primal sea ajustado a la cota, junto al resultado de dualidad
fuerte de la Proposicion 5.2 sugieren la existencia de una secuencia puntos dual-factibles
cuyo limite se ajusta a la cota tedrica ya expuesta. Un acercamiento heuristico mediante
la introduccién de restricciones extra al problema dual podria permitir encontrar solucio-
nes simbdlicas arbitrariamente cercanas al optimo u Gptimas (sin tener garantias de la
existencia de las ultimas). Notese que tener una solucion simbdlica 6ptima puede derivar
una demostracion no necesariamente igual a la del resultado de estabilidad de la Afirma-

cion 2.1.
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Por ultimo, se analiza el problema conjunto utilizando la combinacion de las desigual-

dades provenientes del Lema 2.3 y la Afirmacion 2.1:

. R*  2M?*yT
Fs(vry1) — Fs(xs) + M||wry1 — yraa] < 277T+ o

Como se presenta en la Figura 5.3, nuevamente existe una diferencia notoria entre la métri-
ca y la cota superior conjunta, que no puede atribuirse solo a la tolerancia del método de
optimizacion semidefinida. Esto es una consecuencia natural de utilizar la cota superior
como la suma de las mayorantes a ambos fenémenos por separado. Mds atn, una inte-
rrogante derivada de utilizar el problema conjunto es si la eleccion de cada peor caso por
separado es estrictamente peor que la eleccidn de peor caso hecha por el problema con-
junto. Una mirada a los valores obtenidos (presentados en la Tabla 5.1) sugiere que tomar

el supremo sobre la métrica conjunta no altera el valor del problema.

+ \alores PEP
104 C. superior GO
o §
£ 0.8 .
+
£ 06
m
k]
| =1
w04
=
0.z 4
0.0 T T T T T

4 B 8 10 12 14
Numero de muestras

FIGURA 5.3. Comparacién del peor caso computado de la métrica conjunta de
riesgo empirico mas estabilidad algoritmica con la cota superior tedrica después
de T' = n iteraciones del método de gradiente.

5.2.2. Método de subgradiente

Se analizan los resultados obtenidos de la implementacion del problema primal para
el método de subgradiente para el caso de pérdidas no-suaves (Supuesto 1a), tomando los
problemas semidefinidos relacionados con el error de optimizacion, de generalizacién me-

diante estabilidad y el error conjunto basado en las descomposiciones del exceso de riesgo
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TABLA 5.1. Diferencia entre la suma de los problemas de optimizacion y estabi-
lidad por separado, y el problema conjunto (A) para el problema de peor caso del
método de gradiente con distintos tamafios de muestra.

n A

3 1229%x10°°
4 |2,66x107°
5 [3,53x107°
6 | 1,66 x 107°
7 12,94%x10°6
8 4,16 x 1076
9 | 3,45 x 10~
10 | 5,03 x 1076
11 | 4,37 x 1076
12 | 4,38 x 1076
131,87 x 1077
14| 1,12 x107°
15| 1,04 x 107°

presentadas en el Capitulo 2. Debido a limitaciones computacionales y el gran tamafo del
problema que se computa, los resultados presentados abarcan solo valores pequefios del

nimero de muestras n.

En primer lugar, se considera la representacion de peor caso del error de optimizacién
por si solo. Dado que la respuesta entregada por el Algoritmo 2 es el promedio de los
iterados 7, esta vez se utiliza el gap de optimalidad para tal respuesta y la cota respectiva

proveniente del Lema 2.2:

Fg(7) — Fg(xg) < 2}2—; + M;n.

Segiin lo expuesto en la Seccién 2.1, una eleccion de learning rate n = © (77 ga-
rantiza un exceso de riesgo de orden O (\/Lﬁ) para el problema conjunto de optimizacion y
estabilidad después de T' = n? iteraciones. Se fija tal cantidad de iteraciones del algoritmo
y una eleccion de largo de paso n = #, en vista de lo discutido en el Capitulo 2. Asi,
el grafico de la Figura 5.4 muestra una comparacién entre el peor caso computado por
el modelo PEP batch semidefinido y la cota superior de la convergencia del Algoritmo 2

(Lema 2.2) con respecto al nimero de iteraciones, teniéndose solamente el calculo cuando
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# Valores PEP
— C. superior avGD

Metrica Opt.

0.05 1

0.00 T T T T
10 15 0 25 30 35
Numero de iteracienes

FIGURA 5.4. Comparacién del peor caso computado del riesgo empirico con la
cota superior teérica después de T = n? iteraciones del método de subgradiente.

T es un cuadrado perfecto. La figura muestra una diferencia relevante entre el peor caso

real y la cota tedrica.

En segundo lugar, se considera la representacion de peor caso de la estabilidad de
argumentos del algoritmo, manteniendo las elecciones de 1"y 7 anteriores. Por convexidad

sobre los iterados y desigualdad triangular, se tiene que el iterado promedio cumple la

+ Valores PEP
C.Superior aviGD
= . Superior integral avGD

200 1

175 A

150

125 A
100

Metrica Stab.

0.75 A .
050
0.25 A

0.00 T T T T T T
10 15 20 25 30 35
Numero de iteraciones

FIGURA 5.5. Comparacion del peor caso computado de la uniforme estabilidad
con las cotas superiores tedricas después de 7' = n? iteraciones del método de
subgradiente.
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siguiente desigualdad, siendo una consecuencia del Lema 2.4:

2M?n(T + 1 2M?
M|z —g|| < n+l) ”-Z\/T.
n

A la vez, el lado derecho puede aproximarse por una expresion integral, tras hacer el

calculo de la integral definida resulta la cota alternativa

2M?n(T +1) N 4M%n

Mllz —yl|| <
lo—gll < —

(T +1)**—1],

que contiene una expresion mds simple, pero menos ajustada para el lado derecho. Se
grafican ambas cotas superiores y el valor real de peor caso en la Figura 5.5, mostrando
nuevamente una diferencia notoria entre las mayorantes y el resultado del PEP. El hecho
de utilizar como respuesta el iterado promedio introduce una nueva dificultad, la falta de
ajuste real de la cota puede deberse tanto a la cota para el ultimo iterado del Lema 2.4,

como a la derivacion del resultado para el iterado promedio mediante convexidad.

Luego, se analiza el peor caso de los errores de optimizacion y estabilidad en conjunto.
Esta vez se consideran dos cotas para este problema derivadas de combinar el resultado del
Lema 2.2 con ambas expresiones presentadas para el andlisis del problema de estabilidad.
De acuerdo con la Figura 5.6, ambas cotas superiores presentan un desajuste esperado del

analisis para el problema de estabilidad de la Figura 5.5.

Ademas, un andlisis de los valores obtenidos por los distintos problemas PEP relati-
vos a este método muestra la existencia de una diferencia notoria entre los peores casos
separados de optimizacion y estabilidad, y el problema conjunto. En la Tabla 5.2 se re-
sumen tales resultados, mostrando una diferencia pequefia, pero no despreciable. Esto se
puede interpretar como que el peor caso de ambas métricas por separado es notoriamente
peor que el de la métrica conjunta, lo que podria indicar que los certificados de peor caso
representados por los PEP provienen de la construccién de funciones estructuralmente dis-
tintas. Consecuentemente, una funcion construida para ambos fendmenos de optimizacion
y estabilidad no puede alcanzar el valor de los peores casos separados, en términos de su

desempefio en la métrica conjunta.
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Metrica Opt.+5tab

FIGURA 5.6. Comparacién del peor caso computado de la métrica conjunta de
riesgo empirico mds estabilidad algoritmica con la cotas superiores tedricas des-
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pués de T' = n? iteraciones del método de subgradiente.

TABLA 5.2. Diferencia entre la suma de los problemas de optimizacién y estabi-
lidad por separado, y el problema conjunto (A) para el problema de peor caso del

método de subgradiente con distinto nimero de iteraciones T' = n?

Un andlisis de las variables duales en el 6ptimo podria ayudar a identificar la fuente
del desajuste y desarrollar una cota mds ajustada. Sin embargo, encontrar expresiones
simbolicas para las variables duales requiere interpretacion y validacion del crecimiento
de los datos con respecto a los distintos parametros, lo que sumado al tamano del problema
semidefinido ©(7?) incurre en un crecimiento muy rapido de los tiempos de ejecucién

debido a la eleccién T = n?2.

T

A

S U W3

9
16
25
36

0,10860789752275424
0,08232297517611487
0,0648048062750256

0,05217494645806475

5.2.3. Método de punto proximal

En lo que sigue, se presentan los resultados obtenidos de la implementacion de las
distintas métricas de rendimiento para el método de punto proximal para pérdidas Lips-

chitzianas (Supuesto 1a). El Algoritmo 5 entrega por respuesta el dltimo iterado, por lo
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que se considera la misma métrica conjunta para el dltimo iterado, esta vez representa-
da de manera semidefinida por b, y la matriz Cppy;. Ademds, se acota la métrica de
acuerdo al resultado de convergencia para el error de optimizacién del Lema 2.11 y del

resultado de estabilidad del Corolario 3.1:

. R?>  2M*yT
Fo(rr) = Fs(a) + Mllaris —yrall < gt =

n

De acuerdo con lo expuesto en la Seccién 2.3 y el Capitulo 3, se fijan 7" = n iteraciones y
un learning rate de orden © <\/Lﬁ) En particular, se elige n = #ﬁ que minimiza la cota

superior antes mostrada.

0.40 + « Valares PEP

0.35 - —— C. superior PPM

0.30 A
0.25 1

0.20 1

Metrica Opt.

0.05 A

0.00 T T T T T T
4 6 B 10 12 14
Namera de muestras

FIGURA 5.7. Comparacién del peor caso computado del riesgo empirico con la
cota superior tedrica después de 1" = n iteraciones del método de punto proximal.

Primero, se analiza el caso de sélo el error de optimizacién. La Figura 5.7 muestra
un grafico de los valores alcanzados en el peor caso, junto a la cota superior respectiva
para este tipo de error. El PEP alcanza los valores de la cota superior proveniente del
Lema 2.11, lo que indica que tal cota es ajustada, concordando con el resultado basado en

PEP de Taylor et al.

Se estudia el problema dual (5.15), aplicando la metodologia PEP para intentar extraer
una demostracién vélida del caso solo optimizacion. Se nota que la clase de funciones M -

Lipschitz es cerrada con respecto a la suma ponderada de funciones, resultando que este
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mu O0: 1.2470141464479143e-08
mu 1l: 6.146585112577228e-09
mu 2: 5.6877476395556445e-09
mu 3: 5.546030174942963e-09
mu 4: 2.2744169775807385e-08
mu 5: -1.123670426546038e-09
mu 6: —-1.1211742750039691e-09
mu 7: -1.122663580113056e-09
mu 8: 1.4855994199491563e-09

mu 9: 4.57910398372921e-09

mu 10: 2.2847736068735464e-10
mu 11: 2.6578286883719484e-09
mu 12: 2.2744169769058233e-08
mu 13: 1.0491867713448307e-09
mu 14: -7.085093227499633e-10
mu 15: -1.5567902400901077e-09
mu 16: 7.416611088596891e-09
mu 17: 3.662378552493647e-08
mu 18: -1.2346493744883446e-09
mu 19: 5.203725821160701e-09
mu 20: —-2.207289143008543e-09
mu 21: 0.0

tau: [0.40824816]

kappa: [-2.26263795e-09]

FIGURA 5.8. Recorte del output de la implementacion dual del problema PEP de
optimizacién previo a la introduccién de restricciones de umbral, para n = 3.

problema sobre el riesgo empirico es equivalente al problema de minimizar mediante el

PPM el peor caso de una tinica funcién en la clase generalizada.

Siguiendo la implementacion del problema dual, se imponen restricciones a modo de
simplificar el problema. La Figura 5.8 muestra parte del output de la implementacion dual,
explicitando los valores que toman las variables duales! en la respuesta del solver. En esta
figura se aprecian variables duales nulas. También se nota que el solver entrega variables
cercanas a cero que pueden descartarse tras ejecutar el problema nuevamente, agregando
la restriccion de umbral que anule tal variable. Este fenomeno de variables cercanas al
cero se debe a la resolucion de la implementacion del PEP semidefinido con el método de
punto interior.

Una vez se descartan las variables nulas, se puede analizar el crecimiento del resto de
las variables duales con respecto a n, 'y con respecto a los pardmetros no explicitados
del problema 5.1. Se infieren dependencias, que se prueban mediante ejecuciones con
restricciones de umbral adicionales, hasta lograr una representacion simbdlica exacta de

cada variable dual para el problema, en caso de ser posible. En este caso, se infieren los

ISe nota que la enumeracién de las variables duales implementadas parte desde cero, a diferencia de I;.
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siguientes valores para las variables duales:

1

Ait1,i42 n(2n — 1) (Vi € [n—1])
i(n—1 )
Ant2+4in+3+i = n((2n—z)) ,(Vien—1])
2 ,
An 9,1 = 50 Ty B T ) (Vi€ [n])
2(n—1) .
A n n i = . . 5 1
4n+10,n+2+ (27'L — Z)(QTL +1— Z) (Vl € [’I’L]) (5 6)
Xij =0 eoc. (i,j) €L
wi =0 (VZ (S IM)
_ b
T 4nn
k=0

Esto define un punto que debe probarse factible y que bajo tal garantia indica los ponde-
radores respectivos a las restricciones primales necesarios para recuperar una prueba del
PEP. En particular, la Demostracion 5.2.3 provee una prueba alternativa al Lema 2.11 para
el caso especial 7' = n, que compete al caso planteado. La demostracién de factibilidad

dual, en cambio, se relega al Anexo B.3.

Lema 5.1. Sea f(-,§) € Fy(X) para todo & € Z. Luego, el método de punto proxi-

mal (Algoritmo 5) con paso n > 0 garantiza

H9131 — 955”2
F 117n+ — F 117* < R —
S( 1) S( S) - 417n

DEMOSTRACION. Se nota que el conjunto de restricciones primales asociadas a cada

variable corresponden a dos tipos de desigualdades. Estas son desigualdades de interpo-

lacion convexa de la forma
Vi — Y -+ (gj,a:i — LE]') < 0
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y la condicion de cercania inicial al éptimo:

<ZL’1,J]1>2 — R2 S 0.

Ponderando tales restricciones por sus variables duales respectivas se tiene la desigual-

dad:
n—1 ,
0> ; m (Vite — Vi1 + (Git2, Tit1 — Tiv2))
n—1 .
+ — % (Vignts = Vient2 + (Gidnt3s Titnt2 — Tignt3))
My 2

2n—)2n+1—1i) (Vit1 — Vant9 + (Git1, Tanto — Tiy1))

i=1

3 |l

2(n—1)
+ ZZ: (2n — z)(?n 1 @) (Uz’+n+2 — U4n+10 + <gi+n+2, Tan+10 — $i+n+2>)
1
o — R?).
+ 477,” (<$1,$1> )

Ademds, tales sumas pueden reescribirse utilizando la desigualdad vectorial de (5.15) y

la propiedad de monotonicidad ciclica del gradiente:

1 n—1 1

= —\Un41 — U4n n+2 — Udn . ) - R2 .
. (Un41 — Vango) + (Vant2 — Vant10) + I (<ZL’1 1) )

Finalmente, de la no-negatividad de la norma se obtiene:

>1( ) n—l( ) R?
— (Vpt1 — Vinag) + Vant2 — Udn -
= W An+9 2n+2 4n+10 o
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Se nota que v, 1, V19 son los valores de las evaluaciones de la muestra f, mientras que
Vont2, Vint10 S€ interpretan como evaluaciones sobre la funcion de referencia F', que con-
tiene el resto de las muestras asociadas al problema de minimizacion de riesgo empirico.

Luego, por la interpolacion convexa Lipschitziana de (5.2), se tiene:

Fs(ars) — Fs(2%) = (f + F)(@n1) — (f + F)(27) < T

En segundo lugar, se analiza el problema de obtener el peor caso de estabilidad para
el mismo método. La Figura 5.9 muestra que la distancia entre respuestas de muestras
vecinas se ajusta a la cota superior derivada de la uniforme estabilidad de argumentos,
alcanzando los valores de ésta con errores despreciables y que, al igual que el caso anterior,

pueden atribuirse al solver utilizado en la resolucion del problema semidefinido.

040 = alores PEP
C. superior PPM

0.35

0.30

0.25

0.20

Metrica Stab.

0.05

0.00

4 B B 10 12 14
Numero de muestras

FIGURA 5.9. Comparacion del peor caso computado de la uniforme estabilidad
con la cota superior tedrica después de T' = n iteraciones del método de punto
proximal.

Se busca una demostracion para este resultado a través de la metodologia PEP. Nue-
vamente, se afiaden restricciones de umbral al dual de la representacion semidefinida del
PEP batch, con el fin de encontrar una expresion simbdlica para todas las variables duales.

Se postulan los siguientes valores de variables duales, los que mantienen el valor ptimo
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alcanzado por el problema computacional y se obtuvieron a contar de aplicar la meto-
dologia expuesta, agregando restricciones con postulados de expresiones simbdlicas para

cada variable tras analizar su crecimiento respecto a los pardmetros del problema.

Aifnt2,i+3n+4 = n2—2 ! (Vi € [n])
Ait3n4ditnt2 = n2—2 ! (Vi € [n])
Aij =0 e.oc. (i,j) €T
i = % (Vi€ [2,n+1]U[2n+4,3n +3)) (5.17)
w; =0 e.o.c.t € Iy
7=0
k= M?*n

En base a esta eleccion de variables se plantea una conjetura proveniente de la aplica-
cién de la metodologia. Se provee una demostracion parcial en el Anexo B.3, notando que
esta idea se basa en la metodologia de trabajo para los PEP. La Conjetura 5.1 concierne
la factibilidad del punto encontrado, cuya prueba no se logré a cabalidad. Sin embargo,
la evidencia computacional provista por la implementacion del dual y una implementa-
ciéon complementaria para el calculo de los valores propios de la matriz involucrada en la
restriccién semidefinida apuntan a que tal matriz es, en efecto, semidefinida positiva. A
través de ambas implementaciones, se logré obtener expresiones para la mayoria de los
valores propios una matriz que puede comprobarse su condicion de ser semidefinida como
una restriccion equivalente a la desigualdad matricial original, dados los valores duales de

(5.17).

Conjetura 5.1. El punto dado por la asignacion (5.17) es dual factible para el proble-

ma de peor caso de estabilidad luego de T' = n iteraciones del método de punto proximal.

Suponiendo el cumplimiento de la conjetura anterior, una pregunta subsecuente es si

serd posible traducir este certificado dual en una demostraciéon de cota superior para la
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estabilidad. Se nota que las restricciones primales asociadas a cada variable dual no-nula

son de alguna de las siguientes formas:
Vj — Uy + (gjwi — Zlfj) < O,
llgil|* = M* <0,
lyll* =1 <0.

Por lo tanto, la metodologia PEP permite recuperar la siguiente combinacion de restric-

ciones:

n

n—1

0> E % (Uz‘+3n+4 — Vign42 T <gi+3n+47 Lifn42 — $i+3n+4>)
i=1

n

n—1
+ E 2—2 (Uz’+n+2 — Vig3nt+4a T <gi+n+2> Tit3n+4 — $i+n+2>)
i=1

n n

+Z% (Hgi-HHz _MZ) +Z% (Hgi+2n+3|‘2 _M2) +77M2 (HZ/||2 _ 1) ‘
=1

i=1
Reordenando términos, se puede traducir en el contexto de SCO para modelos batch como
la desigualdad

n

n—1
2nM* > — Z 5 (VE(yir1) — F(2ig1), Yis1r — Tig1)
i=1

— 7 ~ 7
+Z%||Vf($i+l>||2+Z%||Vf,(yi+l)||2+nM27
=1 =1

de la que no se deduce facilmente la demostracion de estabilidad esperada. Pese a no
tener una respuesta certera, los problemas fueron planteados para el caso 7' = n, que
concierne a las garantias de exceso de riesgo planteadas en los Capitulos 2 y 3. El estudio
de este PEP podria facilitarse estudiando el crecimiento de 7" y n independientemente.

Preliminarmente, se encontrd que para el caso 7" < n el proceso de recuperar expresiones
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simbolicas para las variables lleva a un candidato a certificado dual

it T42,i+3T+4 = i 2_2 ! (Vi € [T7)
Nit3T+4,i4T+2 = n;@ ! (Vi € [T7)
Aij =0 e.o.c. (i,j) €Z
pi = % (Vi€ [2,T+ 1 U[2T + 4,37 +3)) (5.18)
pi =0 eo.c.1 € Iy
T=0
o M?nT
n

cuya factibilidad debe ser probada de la misma manera que fue planteado para la Conje-

tura 5.1 enelcaso 7l = n.

0.8 « Valores PEP
C. superior PPM
07 P

0.6

0.5 A

0.4

0.3 4

Metrica Opt.+5tab
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0.1 4

0.0 T T T T T T
4 B 8 10 12 14
Namera de muestras

FIGURA 5.10. Comparacion del peor caso computado de la métrica conjunta de
riesgo empirico mds estabilidad algoritmica con la cota superior tedrica después
de T' = n iteraciones del método de punto proximal.

Por ultimo se estudia la implementacion primal del problema conjunto de errores de
estabilidad y optimizaciéon. Como se muestra en la Figura 5.10, los valores alcanzados por
el problema conjunto se ajustan a la cota superior conjunta proveniente del Lema 2.11 y

el Corolario 3.1, alcanzando una diferencia despreciable para la escala del problema y que
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podria explicarse por la tolerancia del método de descenso utilizados sobre el problema

semidefinido.

TABLA 5.3. Diferencia entre la suma de los problemas de optimizacion y estabi-
lidad por separado, y el problema conjunto (A) para el problema de peor caso del
método de gradiente con distintos tamafios de muestra.

n A

3 11,315 x 1077
4 17928 x 1078
5 2,011 x 1077
6 |3,572x10°8
7

8

9

2,331 x 107
2,486 x 107
9,887 x 10~8
10 | 3,739 x 10~ 7
11 | 4,136 x 1077
12 | 3,015 x 1077
13| 3,452 x 10~ 7
14 | 5,974 x 1078
15 | 5,542 x 10~ 7

Ademas, los valores expuestos en la Tabla 5.3 indican que la implementacién alcanza
una diferencia despreciable entre el problema conjunto y los problemas separados, con-
cluyéndose que para este caso el acercamiento a ambos problemas por separado no cons-

tituye un deterioro notorio al valor del peor caso conjunto.
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6. UN MODELO PEP PARA ALGORITMOS INCREMENTALES

En este capitulo se presenta una segunda formulacién semidefinida del problema de
estimacion de rendimiento que modela los errores de optimizacion y estabilidad para el
problema (1.3). Esta formulacién permite la representacion matricial del PEP de ambos
tipos de error para una minimizacién hecha mediante actualizaciones de un método incre-

mental con permutacion fija, como los expuestos en las Secciones 2.2 y 2.4.

El problema finito dimensional (6.1) busca el peor caso, en términos de una métrica
de rendimiento que engloba los fendmenos de optimizacion y estabilidad, de dos trayec-
torias definidas por muestras vecinas S ~ S'. Esta vez, la utilizacion de los datos cambia
en cada actualizacidn, eligiendo un tnico dato secuencialmente. El uso de permutaciones
implica el redso de datos una cantidad K exacta de veces durante toda la minimizacidn.
Consecuentemente, el problema debe modelar la eleccion de cada funcién por separado,
necesitdndose un total de n+ 1 funciones interpoladas. Sin pérdida de generalidad, se con-
sidera nuevamente a S como aquella muestra sobre la cual se minimiza el riesgo empirico
definido por pérdidas fi, ..., f,, y S’ como su perturbaciéon marginal, denotando la pérdida
f1 perturbada por f’. Se nota que salvo el par correspondiente a la perturbacién, todas
estas pérdidas son intercambiables entre si, cobrando importancia solamente cudndo se

actualizan las trayectorias utilizando las pérdidas que difieren.

w = sup P({Ofi}ie[nb Oy, {xi}ier {yi}ier)
{04, }icn) Op Azitier {yitier
S.a fl?"'afﬂ?flefa
1
x, O6ptimo de — Z fis
" em] (6.1)

Tit1, Yir1 generados por M desde x; (Vi € [T)])
M un método incremental con acceso a (’)(.)

x1 satisface la condicion de inicializacion C.
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Se quiere reescribir (6.1) mediante un problema semidefinido, para lo que debe fijarse
el orden de aparicion de f; en las permutaciones realizadas por un método incremental.
De lo contrario, el modelo debe incluir el méximo entre n problemas, cada uno referente
a las posibles posiciones de aparicion de f; en el orden de utilizacién de los datos de S,

para cada pasada realizada sobre los datos.

Considérese la clase de funciones Lipschitz Fj;(RY) que se utilizard durante este
capitulo, notando la relacién ya expuesta entre las nociones de estabilidad algoritmica y
estabilidad algoritmica de argumentos. Sea una pérdida g € JF;(R?) que alcanza una

diferencia en norma

IA(S) — A(S")l|

después de la ejecucion de un algoritmo A de una pasada con permutacion, para trayec-
torias vecinas definidas por las muestras vecinas S, S’ que difieren en la i-ésima actua-
lizacién. Mientras A utilice una respuesta en términos de la ronda completa, es posible
determinar muestras alternativas que entregan la misma respuesta modificando solamen-
te el punto inicial del algoritmo. Esto es, existe un algoritmo A" que inicia desde x; y

muestras S; = (&;,...,&,,0,...,0) y S’; = (&}, ...,&,,0, ..., 0) tales que
IA(S) — A(S)I| = [|A(S;) — A'(S)Il,

donde los algoritmos utilizan los datos de las tuplas en orden de izquierda a derecha, sin
pérdida de generalidad. Sin embargo, la extension a multiples pasadas, incluso con una
Unica permutacion, no es directa por dos razones. Primero, un algoritmo que responda el
ultimo iterado no necesariamente puede extenderse por cero en las ultimas 7 — 1 iteraciones
sin modificar las diferencias entre trayectorias. Segundo, para una respuesta mas general,
manteniendo el requisito de utilizar solo informacion de las rondas completas, no puede

establecerse una relacion clara entre las normas de los iterados que finalizan cada ronda.

Afadir algiin supuesto extra, como la suavidad de las pérdidas, permite utilizar carac-
teristicas como la no-expansividad de actualizaciones de gradiente o de pasos proximales

para garantizar que trasladar la perturbacion hacia el inicio de cada ronda no empeora

88



DocuSign Envelope ID: 432B5448-259A-4D2C-B1F7-8B17177318DC

la diferencia entre normas. Esto sugiere que en el caso no-suave podria encontrarse una
diferencia en norma mds grande cuando se traslada la perturbacién al inicio de la ronda,
mientras no se pueda asegurar la no-expansividad de las actualizaciones. Basado en tales
ideas, se plantea la siguiente conjetura como una base para escribir el PEP a través de un

unico problema semidefinido.

Conjetura 6.1. El problema de peor caso de la estabilidad se alcanza cuando la

perturbacion a las muestras ocurre en la primera actualizacion.

Ademas, en este capitulo se utilizan las versiones de permutacion fija de los algo-
ritmos incrementales expuestos, manteniendo el orden en que se utiliza cada dato de las
muestras. En vista de los resultados introducidos en el marco tedrico, se nota que es-
te supuesto aun lleva a algoritmos que hacen converger a cero la estabilidad y el riesgo

empirico, cuando n — oo.

Suponiendo el cumplimiento de la conjetura anterior, se tiene la equivalencia entre el

modelo finito ya expuesto y el problema de (6.2).

w = sup P({Ofl}ze[n]a Of’a {xi}iela {yl}zGI)
{0y, Yiem) O pr{zitier Ayi bier
s.a firesfu, [ €F
1
. Opti de — i
Z, Gptimo de ;} f

Tit1, Yi+1 generados por M desde z; (Vi € [T]) (6.2)
f1 es la primera muestra utilizada en cada ronda

f es la perturbacién de f;

M un método incremental con acceso a O

x1 satisface la condicion de inicializacion C.
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Sin embargo, por motivos de costo computacional se considera la simplificacion del
modelo 6.2 al caso irrestricto, de la misma manera que para el PEP para métodos batch. Se
nota que la extension al caso proyectado sigue la misma idea del modelo batch, aiadiendo
una funcidn indicatriz extra que debe ser interpolada y restricciones adicionales al proble-
ma, que acotan tanto los iterados como los valores de la funcion que toman. En cuanto a
garantias teoricas, las cotas de estabilidad para métodos incrementales introducidas en el
Capitulo 2 no poseen una dependencia del radio inicial R y pueden acotarse trivialmente
por el radio r que encierra a las trayectorias (del Supuesto 2) en aquellos casos donde la
eleccion de n no asegura una convergencia a cero de tal tipo de error. Sin embargo, es-
ta nueva cota no influye si se puede asegurar dicha convergencia, concluyéndose que la

Conjetura 6.1 es razonable en el caso proyectado inclusive.

6.1. Una formulacion semidefinida para modelos incrementales

Tras formular el problema finito, se plantea un modelo semidefinido equivalente al
ultimo PEP a través de una nocién de Gram-representabilidad lineal especifica para méto-
dos incrementales. En pos de tal objetivo, se presenta para cada método incremental un
resultado que argumenta la equivalencia cuando los elementos que definen un este nuevo
PEP son representables en una forma semidefinida, basdndose en la informacion utilizada

por la actualizacién de los métodos incrementales.

Ademas, debido a que la representacion del riesgo empirico depende de n pérdidas,
debe incluirse la representabilidad de la condicién de optimalidad que es necesaria para
la representacion del iterado 6ptimo. En este caso, a diferencia del Capitulo 5, la depen-
dencia de multiples funciones dificulta la inclusién de esta condicion en la estructura del
problema. Se nota que para lograr esto se deben interpolar los valores y subgradientes,
donde esta vez se plantea una eleccion de puntos, valores y gradientes de interpolacion
que dependerd de cada método. Es decir, ya que los métodos utilizan un conjunto distinto
de subgradientes en la actualizacidn del iterado, en este modelo se elegird la corresponden-
cia entre cada punto y las valuaciones de su valor y subgradientes necesarios de acuerdo

a cada método, permitiendo una reduccién en las dimensiones de la matriz de Gram. Se
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requiere fijar las columnas

P=191-9kngi - Gn Tt - Gn Gy - Ty G1 - G X1 Y] (6.3)

y el vector de valores

= [fio frn £l Frn o T o T fr o 2] (6.4)

junto a una eleccion pertinente de puntos. En particular, para ambos métodos se eligen en
las primeras K'n columnas los puntos que corresponden a los subgradientes empleados en

las K'n iteraciones del método.

Para el método SGD incremental, esto implica una eleccién a contar de =1, dado que
la primera actualizacién utiliza un subgradiente del mismo iterado donde inicia. Extrapo-

lando, para todo i € [n] y k € [K] se formaliza la interpolacion:

;

Je—1nti = fil®-1)n+i),

Ge-1yn+i = Vi@ e-1)n4i),
{ (6.5)

f(k 1)n+i fl(y(k 1 TLJr’L)

\gEk—l)n—i-i = vfi(y(k—l)n-‘ri)'

Por otra parte, el método IncrementalProx utiliza un paso proximal, lo que resulta en una
eleccion implicita del subgradiente involucrado en la actualizacién como uno pertene-
ciente al punto resultante del paso. Luego, la interpolacion debe hacerse a contar de x5 0
Y2, dependiendo de la trayectoria tomada. Formalizando lo anterior, para todo i € [n]y
k e [K]: (

fk: Dn+i — fz( (k— 1n+z+1)

Jk—1)n+i = sz( (k— 1)n+i+1)7 6.6)

f(k 1)n+i fl( Yk— 1n+z+1)

92k—1)n+i = V [i(Y(—1)nti+1)-

\
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Luego, ambas actualizaciones irrestrictas (2.10, 2.13) pueden reescribirse de la forma
1 =2 — gy (V€ [Kn]), (6.7)

siempre que se tenga la representacién semidefinida de iterados Ph(.) adecuada para el
método elegido. Esto descarta la eleccion de subgradiente de la pérdida asociada en el pun-
to que no necesita evaluarse, para cada actualizacion. Por ejemplo, para la regla de actuali-
zacion de gradiente estocdstico (2.10) no se necesita incorporar la eleccién de V fy(x;41),
donde f; es la pérdida elegida en la actualizacién ¢-ésima. Ademas, se considera para

ambos casos la interpolacion de la informacién comutn a ambos métodos:

(

fi=fi(zx) (i €[n]),
9 =V/fi(zx) (i €n]),
fi = filyk) (7 € [n]), 6.8)
9 =Vfi(yx) (i€ [n]),

fz‘* = fz($§),
|9 = Vfi(xg)-

Luego, se debe definir una nociéon de Gram-representabilidad para llevar el problema finito
(6.2) a la forma matricial (6.9), considerandose que se quiere representar el vector de
valores v de (6.4) y la eleccién de columnas de (6.3) a través de la matriz de Gram X =
PTP y cumpliendo la interpolacién adecuada a cada método. Tal propiedad se expresa
como sigue, mediante las Definiciones 6.1-6.5 y se le llama incremental Stability-and-

Optimization Gram-representabilidad lineal (abr. iISOLG-representable).

sup b'v+ Tr(CX)
vERCEK+3)n X c§(2K+3)n+2 6.9)

s.a aij +Tr(M;X)4+¢; <0, (j€J)

Definicion 6.1. Un método de primer orden es iSOLG-representable si 'y solo si el

computo de sus iterados, definidos (posiblemente de manera implicita) por (2.19), puede
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ser expresada utilizando una cantidad finita de restricciones lineales con dependencias

solo de X € SEE3In+2 ) ¢ REK+3)n,

La Definicion 6.1 alude al computo de los iterados de los métodos incrementales. Se
muestra que tanto SGD incremental como IncrementalProx cumplen esta propiedad de

representabilidad, basandose en (6.7).

Afirmacion 6.1. El método de gradiente estocdstico incremental con permutacion

fija (Algoritmo 4) es iSOLG-representable.

DEMOSTRACION. Utilizando el hecho que ambos métodos en su forma irrestricta
pueden representarse por (6.7), resta derivar vectores h(.y y u(.y de manera de tener la
correspondencia entre los iterados utilizados y los gradientes y valores asociados a las
entradas del vector v y a las columnas de P. Consecuentemente, se fijan gy, g de manera
que interpolan a subgradientes en el iterado inicial en base a (6.5) y los valores de las

ultimas columnas de acuerdo a (6.8), buscdndose h(.y de manera que, para x, = y;:

; (i € [Kn]),
ik (i€ [Kn+1,2Kn]),
Phi =<z (i € 2Kn+1,(2K + 1)n]),
7 (i € [2K + 1)n+ 1, (2K + 2)n]),
0 (i € [(2K +2)n + 1, (2K + 3)n)).
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Luego, utilizando (6.7) se definen h; de la forma

i—1

hi = e@r 131 — 772 €j (i € [Kn])
j=1
i—1
hiykn = €@K43)n41 — 1 Z €j+Kn (i € [Kn])
j=1
K n
K+1—-k .
hitokn = €@K+3)nt+1 — 1) Z Z T CleDndy (i € [n])
k=1 j=1
S K41k
hiter+1)n = €@Kr+3)n+1 — 1) Z Z B e s VA (i € [n])
k=1 j=1
hiyriom =0 (i € [n]),

donde sin pérdida de generalidad se asume que x, = 0. Los vectores . se determinan de
la misma manera, tal que calce el iterado con cada gradiente Pu,;, lo que lleva a la elec-
cionu; = e; paratodoi € [(2K+3)n|. Se concluye que el método de gradiente estocdstico
incremental es iISOLG-representable, notando el hecho que Tr(ab" X) = (Pa)" (Pb) per-

mite la representacion de las elecciones de .y y h.y al interior de productos de traza. []

Afirmacion 6.2. El método IncrementalProx con permutacion fija (Algoritmo 7) es

iSOLG-representable.

DEMOSTRACION. Siguiendo la prueba de la afirmacion anterior, se deduce de (6.7)
que es necesario fijar g,, g, como los subgradientes V f1(x5) y V f'(ya) buscados por la
primera actualizacion realizada por el método IncrementalProx. Asimismo, las primeras
2Kn columnas se fijan de manera de representar el iterado calculado implicitamente

por la actualizacion, de acuerdo a la interpolacion de (6.6) y el resto, utilizando (6.8).
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Entonces, se buscan valores h. tales que

it (i € [Kn]),
Yiri—xn (i € [Kn+1,2Kn)),

Phi={z (i € 2Kn+1,(2K + 1)n]),
7 (i € [2K + 1)n + 1, (2K + 2)n]),
0 (i € [(2K + 2)n + 1, (2K + 3)n)).

Luego, se definen h; de la forma

i—1

hi = e@Kr+3n+1 — TIZ €j+1 (i € [Kn])
j=1
i—1
hi+Kn = 6(2K+3)n+1 - TIZ €j+Kn+1 (l € [Kn])
j=1
K n
K+1—-k .
hivokn = €@K+3)nt+1 — 1) Z Z T ClDndit (i € [n])
k=1 j=1
S K+1—k
hiv 2k +1)n = €@K43)nt1 — 1N Z Z Te(K+k—1)n+j+1 (i € [n])
k=1 j=1
hivex42m =0 (i € [n]),

donde sin pérdida de generalidad se asume que x, = 0. Los vectores u(.y se determinan
de la misma manera que el método anterior, tal que correspondan el iterado con cada
gradiente Pu;, lo que lleva a la eleccion u; = e; para todo i € [(2K + 3)n]. Se concluye

que el método Incremental Prox también es iSOLG-representable. U

Luego, se define la representabilidad para una clase de funciones, mostrando que para
ambos métodos se puede encontrar una representacion lineal de las condiciones de inter-
polacién asociada a F); en términos de las nuevas variables, utilizando el producto de

traza para la representacion de iterados y subgradientes. Ambos casos se resumen en la
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Afirmacion 6.3, demostrandolo para el caso de la subclase Fy; 1, que se puede extender

facilmente a F),.

Definicion 6.2. Una clase de funciones es iSOLG-representable si y solo si sus con-
diciones de interpolacion pueden ser reformuladas utilizando una cantidad finita de res-

tricciones lineales dependiendo solo de X € SCKT3In+2 54 ¢ REE+3)n,

Afirmacion 6.3. Sea un método M iSOLG-representable a través de los iterados
Ph; y gradientes Pu; para todo i € [(2K + 3)n|. Entonces, las clases Fy y Far L son
iSOLG-representables.

DEMOSTRACION. Se demuestra que las restricciones de interpolacion de { f;}ici)

pertenecientes a la clase Fyr 1,(R?) son representables de forma lineal en X € SEK+3)n+2

yv € REEI para una eleccion arbitraria de d. Primero, se introducen los conjuntos de
indices asociados a la interpolacion de las n+ 1 pérdidas. El conjunto de indices relativos

al primer dato estd dado por
Iy, ={(k—1)n+1:ke[K|}U{2Kn+1,(2K + 2)n + 1}.
Ademds, se definen los indices correspondientes a la pérdida perturbada por
Ip ={(K+k—-1n+1:ke[K]}U{2K+1)n+1}.

Luego, se tiene que los indices relacionados con las pérdidas f;, para i > 1, estdn rela-

cionados por congruencia en modulo n.:
Iy, ={(k=1)n+i:k € 2K + 3]}.
Consecuentemente, se puede definir el conjunto de pares de interpolacion convexa por

= JUpx I ulp x Iy
i€[n]
y el conjunto de restricciones Lipschitz por Iy = [(2K + 3)n|. Entonces, por las repre-

sentaciones de iterados Ph; y subgradientes Pu; de las Afirmaciones 6.1y 6.2, se tiene el
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siguiente conjunto de restricciones de interpolacion en funcion de la matriz de columnas
P:
V; — Uj — <PUJ,PhZ — Phj> Z %HPUZ — PUjH2 (V(Z,]) € I)

||Pus|| < M (Vi € Iy).

Luego, por la definicion de X como una matriz de Gram, se puede representar la primera
desigualdad por un producto de traza. Ademads, la segunda desigualdad puede reescribirse
de manera equivalente por una restriccion para el cuadrado de la norma, la que a la vez

puede ser reescrita mediante un producto de traza. Luego, definiendo las matrices

1 1 1
Suj(hi = hy)" + 5 (i = hj)uj + o (ui = ug) (i —uy)

Ay =
72 7 2L

T
Ay, = uiu,
se tiene la equivalencia con el conjunto de restriccciones lineales en X y v

V; — + Tr (AZ]X) S 0 (V(Z,]) c I)

terminando la demostracion para funciones suaves, por la arbitrariedad de la eleccion de
d. Para el caso no-suave, se considera la condicion de interpolacion convexa con el caso
limite L = 400 para todos los pares. Esto presenta una simplificacion de la matriz A;;
anterior, donde el término de normas de gradiente se anula. Por lo tanto, basta tomar la

misma representacion lineal, redefiniendo las matrices
O

Luego, la pertenencia a la subclase de pérdidas Lipschitz continuas puede represen-
tarse mediante un conjunto de restricciones lineales en X y v cuando se utiliza alguno

de los métodos incrementales ya presentados. A continuacion, se expresa la definicién de
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1SOLG-representabilidad para una métrica de rendimiento, considerando el gap de opti-
malidad y la diferencia entre respuestas de trayectorias generadas por muestras vecinas
como medidas del error de optimizacion y estabilidad, respectivamente. Se nota que am-
bos algoritmos entregan por respuesta el promedio de los iterados finales de las rondas 7 g

e Yk, cantidades en base a las que se definen ambas métricas.

Definicion 6.3. Una métrica de rendimiento es iSOLG-representable si y solo si puede

ser expresada como una funcion lineal de X € SCEF3In+2 54 ¢ REE+3)n,

Afirmacion 6.4. El gap de optimalidad para el iterado promedio de las rondas

Fs(Zg) — Fs(x.) es iSOLG-representable.

Esta métrica solamente depende de valores de las pérdidas y por lo tanto puede re-
presentarse linealmente mediante un producto entre las variables v y un vector b. Se nota
que tal vector debe combinar linealmente las entradas de v a modo de obtener la siguiente

suma de valores ponderados de las pérdidas,
1 _
i€[n]
Entonces, se considera el vector (2K + 3)n dimensional

1
b= ﬁ Z [€2Kn+i - €(2K+2)n+i:| . (6.10)

i€[n]

Por otra parte, la métrica de estabilidad se representa mediante un producto de traza,

como se muestra en la Afirmacion 6.5.

Afirmacién 6.5. La distancia entre iltimos iterados M||Tx — yk|| generada por
una respuesta del Algoritmo 4 o del Algoritmo 7 es una métrica de rendimiento iSOLG-

representable.

DEMOSTRACION. Se utiliza la variable auxiliar y para representar la norma como

un supremo de producto interno. Se nota que es posible reescribir la norma como sigue
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para ambos algoritmos, en funcion de h(.y y u(.), utilizando el supuesto ||y|| < 1:

sup |Zx — Yl = sup sup (Zx — Ur, Y)-
Oy, 01 {aiticr yitier Oy,,.0p {ziticr {yitier [lylI<1

Luego, se puede descomponer el promedio de iterados como

K n
_ _ K+1-k
(Tr — Uk, y) =1 <Z Z T[Q(K+k—1)n+i — Gk—1)ntil; y> :

k=1 =1

Debido a ser una suma ponderada de productos internos entre columnas de P, se puede
expresar como un producto de traza entre X y una matriz de ponderadores C' especifica

para la forma de actualizacion (6.7) y la respuesta T .
=Tr(CX).

Explicitamente, C' = (C;); je[(2k+3)n+2) toma valores

SMIEHTE) (= (2K + 3)n + 2, € [Kn))
_MIHETD (G = (2K + 3)n + 2,4 € [Kn))
Ciy = Q MU TER) (2K +3)n+2,j € [Kn+1,2Kn]) (611
MiKATSED (= (2K +3)n + 2,1 € [Kn +1,2Kn))
0 e.o.c

O

Entonces, de las Afirmaciones 6.4 y 6.5 se comprueba la representabilidad de ambas

métricas y subsecuentemente, la representabilidad de la suma de ambas por la expresion
b'v+ Tr(CX).

Resta introducir una nocién de iSOLG-representabilidad para dos tipos de restricciones

del problema (6.2). Primero, se introduce esta idea para las condiciones de inicializacion.
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Se consideran tanto la condicion inicial, como la restriccién que permite representar la
norma como un producto interno mediante el uso de la variable auxiliar y, garantizando
que ambas pueden reescribirse como restricciones lineales de las variables semidefinidas

en la Afirmacion 6.6.

Definicion 6.4. Un conjunto de condiciones de inicializacion es iSOLG-representable

si y solo si puede ser reformulado utilizando una cantidad finita de restricciones lineales

dependiendo solo de X € SPK+3n+2 y 4 ¢ REK+3)n,

Afirmacion 6.6. El conjunto de condiciones iniciales

1yl <1

oy =] <R

es iISOLG-representable.

DEMOSTRACION. Por la eleccion de columnas de P, se tiene v, = Peor a1 ¥
y = Pepki3nt2. Dado que ambas restricciones pueden ser reescritas como una raiz
cuadrada de un producto interno, se hace la representacion semidefinida en base a los

cuadrados de las restricciones, utilizando productos de traza y notando que x. = 0. Para
las matrices Ap = 6(2K+3)n+1€(T2K+3)n+1 yA, = 6(2K+3)n+2€?2K+3)n+2, se tiene:
Tr(A,X)—1 <0
Tr(ARX) — R* <0.

O

Por ultimo, se considera la condicidn de optimalidad, necesaria debido a la utilizacion

del 6ptimo z%.

Definicion 6.5. Una condicion de optimalidad es iSOLG-representable si y solo si
puede ser reformulada utilizando una cantidad finita de restricciones lineales dependien-

do solo de X € SCE+3)n+2 54 ¢ REK+3)n,
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Afirmacién 6.7. La condicion inicial V Fs(x%) = 0 es iSOLG-representable.

DEMOSTRACION. Esta condicion se cumple si'y solo si

Por la interpolacion (6.8), se tiene la equivalencia entre elecciones de subgradientes de
las pérdidas en el dptimo y los vectores gF, para i € |n|. Luego, se puede reescribir el

producto como

(VFs(x%), VFs(zk)) <ZgZ,ZgZ> r(AX),

para la matriz
-

A= D eeriame | | D eerszms

i€[n] i€[n]

O

Reuniendo todas las definiciones anteriores, se reescriben todas las componentes del
problema (6.2), llevandolas a la forma definida (6.12). Esto se resume en la Proposi-
cién 6.1, que garantiza que tal problema permite representar el peor caso del problema
convexo subyacente por una forma semidefinida equivalente, para dimension suficiente-

mente alta.

Proposicion 6.1. Sea un método de primer orden M, una clase de funciones F, una
métrica de rendimiento Py un conjunto de condiciones de inicializacion C y una con-
dicion de optimalidad J iSOLG-representables. Luego, el problema (6.2) de representar
de manera exacta el peor caso de P alcanzado por ejecuciones de M sobre una pérdida
perteneciente a la clase F, con condiciones de inicializacion C puede ser reformulado

como un problema semidefinido de la forma (6.12) para dimensiones d > (2K + 3)n + 2.

DEMOSTRACION. La iSOLG-representabilidad de las partes del problema estd dada
por las Definiciones 6.1-6.5 y por definicion pueden ser reformuladas como expresiones

lineales de X y v, uinicas variables del problema semidefinido (6.9).
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Para mostrar que la equivalencia se cumple solo para dimensiones altas, se nota que
la matriz de Gram X admite una descomposicion que utiliza la matriz P de dimensiones
d x (2K + 3)n + 2. Sea una dimension d < (2K + 3)n + 2, una eleccion arbitraria sobre
el cono semidefinido de tamario (2K + 3)n + 2 puede incurrir en respuestas factibles de
X cuya descomposicion P" P contenga una matriz P con rango mayor a d, lo que se
contrapone la eleccion inicial de una matriz P de dimensiones d x (2K + 3)n + 2. Luego,
se debe limitar el problema a una eleccion en dimension alta, restringiendo la clase F a

una dimension d > (2K + 3)n + 2.

COMENTARIO 6.1. En particular, para las métricas y restricciones del problema de
peor caso de optimizacion y/o estabilidad, se toma la clase generalizada Fy; a contar de

la dimension dy > (2K + 3)n + 2, resultando el problema semidefinido (6.12).

sup b'v 4+ Tr(CX)

vERCE+3)n X c§(2K+3)n+2
s.a Tr(A;; X) +vj—v; <0 (Vi,j €I)
Tr(Av, X)—M*<0  (Viel
(A, X) < ( M) 6.12)
Tr(ApX) — R* <0
Tr(A,X)—1<0
Tr(A.X) = 0.

Se nota que la estructura del problema primal es similar a la presentada en el Capitu-
lo 5, agregandose una restriccion de igualdad y teniéndose una eleccion distinta de parame-
tros que, sin embargo, representan los mismos tipos de restriccion anteriores. El cdlculo del
problema dual es similar a aquel realizado para modelos batch y permite llegar al problema

semidefinido (6.13). La prueba del nuevo par primal-dual se expone en el Anexo C.1.
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inf TR*+ Z wiMl? + K

i ol s T5 P icly

5. > NjAy+ Y il + TAR + KA, + @A, —C = O
(4,5)€T i€lyy
Z Aij(ej —ei) = b (6.13)
(4,9)€ZT

T,k >0

v eR.

Este nuevo problema se utiliza para obtener un resultado de dualidad fuerte, basandose
en un certificado para el cumplimento de la condicion de Slater en el dual. Esto permite
garantizar que ambos problemas alcanzan el mismo valor optimo y que este se alcanza
en alguna valuacién de X y v primal-factible. Esto se presenta en la Proposicién 6.2,
siguiendo la linea de las demostraciones para modelos batch antes mostradas, por lo que

se relega su prueba al Anexo C.2.

Proposicion 6.2. Sea (5.14) iSOLG-representacion del problema de peor caso con-
junto de optimizacion y estabilidad de una ejecucion de K rondas del método de gradiente
estocdstico incremental o el método IncrementalProx con pérdidas cumpliendo el Supues-
to la. Sea (5.15) su dual semidefinido, donde ambos son problemas factibles. Entonces,
ambos poseen un valor éptimo idéntico y existe un punto primal-factible que alcanza tal

valor.

Sin embargo, el resultado ideal y del cual no se tiene claridad, es la existencia de un
certificado de Slater primal. La dualidad fuerte para SDP indica que una consecuencia de
tal certificado es que el valor dual se alcanza. Una eventual demostracion de cota superior
ajustada para cualquiera de los problemas que se plantean por este modelo PEP incremen-
tal depende de la existencia de un punto exacto donde las variables duales alcancen su

optimo, de acuerdo al trabajo que se realiza al emplear la metodologia PEP.
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6.2. Implementacion

A continuacion, se presentan los resultados derivados de implementar el PEP para
métodos incrementales (6.12). Se utiliza el solver de optimizacién MOSEK, ejecutando la
implementacién de cada modelo primal resultante. Se analizan las métricas de solo optimi-
zacion, solo estabilidad y la métrica conjunta para ambos métodos expuestos, realizando
una comparacion entre el andlisis de la representacion del peor caso por separado y en
conjunto. Ademas, para cada algoritmo se expone un resultado de una implementacion

con distintos nimeros de pasadas.

6.2.1. El método SGD incremental

Se analizan los resultados obtenidos para el método de gradiente estocdstico, fijando
una eleccion de K = n pasadas por cada dato y un learning rate n = #ﬁ, que permiten

garantizar los 6rdenes de complejidad discutidos en la Seccién 2.2.

Primero, se presenta el resultado para el caso del error de optimizacion. Se recuerda
que para este método se hace uso de la métrica de rendimiento del gap de optimalidad,
notando que la respuesta entregada es el iterado promedio después de K rondas, Tx. La

comparacion se realiza con su cota superior provista por el Lema 2.5:

R*  M?*p(n+2)
IFs(Zr) — Fs(zs) < .
s(Ti) — Fs(zg) < 20T + 5

En la Figura 6.1 se aprecia un claro desajuste entre el peor caso real emulado por el
PEP y la cota superior tedrica del método de gradiente estocdstico, que no puede explicarse

por la tolerancia del método de optimizacién semidefinida.

En segundo lugar, se considera el caso del error de estabilidad. Este se mide usando
la métrica de UAS para el iterado promedio entre las rondas, manteniendo las mismas
cantidades que para el caso de optimizacion. Esta vez, se presenta en la Figura 6.2 una

comparacion entre la estabilidad de argumentos derivada del Lema 2.6 y el promedio de
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07 4 C. superior 5GD
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FIGURA 6.1. Comparacién del peor caso computado del riesgo empirico con la
cota superior tedrica después de K = n pasadas del método de SGD incremental.

las distancias entre iterados al final de cada ronda,

K

M|z — ykl| < 2]\/[27)(K+ 1

K

1Y Vi

k=1

-

C. supericr SGO
Valores PEP

125 A

100

0354 *

Metrica Stab.

0.50 4 . .

0.25 1

0.00 T T T T T T
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Numero de iteracienes

FIGURA 6.2. Comparacién del peor caso computado de la métrica de estabilidad
con la cota superior tedrica después de K = n pasadas del método de gradiente
estocdstico incremental.

La figura muestra que el error de estabilidad real no se ajusta a la cota tedrica, produ-
ciendo una situacién similar a la expuesta para el caso de optimizacion. Nuevamente, esta

diferencia es suficientemente notoria para asegurar que existe un gap entre una respuesta

exacta del PEP y la cota tedrica.
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FIGURA 6.3. Comparacién del peor caso computado de la métrica conjunta de
optimizacion y estabilidad con la cota superior tedrica después de K = n pasadas
del método de gradiente estocéstico incremental.

Luego, se analiza en conjunto ambos tipos de error, medidos por la suma de ambas

métricas anteriores y mayorados por la cota conjunta

_ _ _ R M?p(n+2)
Fg(zk) — Fs(zg) + M|k — yk|| < o T 5

+2M%(K+1)+2M27’§:\/%

K= .
La Figura 6.3 muestra una diferencia esperable, considerando que la eleccidén de un unico
supremo para el problema conjunto no puede ser estrictamente mayor a la suma de ambos
problemas por separado. Mds adn, tomar el problema de los errores conjuntos produce

un resultado notoriamente mejor que sumar ambos problemas previos, como se puede

apreciar en los valores de la Tabla 6.1.

TABLA 6.1. Diferencia entre la suma de los problemas de optimizacién y estabi-
lidad por separado, y el problema conjunto (A) para el problema de peor caso del
método de gradiente estocdstico con permutacién fija después de K = n pasadas,
para distintos tamaifios de muestra.

T A

9 | 0,11348985
16 | 0,10978327
25 1 0,09516638
36 | 0,08403393
49 | 0,07334893
64 | 0,06530311

(CIEN I NI IO
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Por dltimo, se introduce una comparaciéon de problemas de peor caso para distintos
nimeros de pasadas, entre 1 y n. Se analiza la métrica conjunta de optimizacién y ge-
neralizacion, tomando en cuentra cuatro casos. Se toman ambos casos limite, donde para
una sola pasada no es posible garantizar convergencia del error de optimizacién y para n
rondas se tiene la convergencia discutida en la Seccion 2.2. Se afiaden otros dos casos que

cumplen las garantias de convergencia, de [ % | y [ %] rondas. Todos los casos mencionados
1

/EKn(K+n)

utilizan la eleccion de learning rate n =

35
S % K=1
-
104 aee x  K=IL
N e
Sean S Tmm—nl x  K=[2
8259 ~o_ Tvell N TTme——l
= ~ -, S==--. % K=n
el e M T m——e .
T o201 M S T
a ~—— e e
x T T Tm—e .
o 15 A Tl ———
“ox T .
U ¥ X y
= 1 x x
B AR T T S S
05 -
00— : ; . ; . :
3 4 5 & 7 B 9

Tamano de la muestra

FIGURA 6.4. Peor caso computado de la métrica conjunta de optimizacion y es-
tabilidad (cruces) con la cota superior tedrica (lineas discontinuas) para SGD in-
cremental con distintos nimeros de pasadas K.

Si bien se quiso incorporar algtin régimen intermedio, por ejemplo /1 pasadas, en la
practica esto no fue viable. El tamafio maximo de los problemas introducidos y el nimero
de datos resultantes para cada K elegido son muy bajos para realizar una buena compa-
racion, pudiendo implementarse tales problemas solo para PEP de tamafos pequefios. Sin
embargo, en la Figura 6.4 se nota diferencias pequefias a medida que se ejecuta una can-
tidad mayor de pasadas. Esto sugiere que la mejora obtenida de reutilizar los datos, en

términos de la métrica conjunta, es cada vez mas pequeiia.

6.2.2. El método IncrementalProx

A continuacién, se muestran los resultados obtenidos para el método proximal Incre-

mental Prox, manteniendo la eleccién de n pasadas por cada dato y la eleccion de learning
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rate 1 = —— del método anterior. Esta eleccién es congruente con lo discutido en la
nv2n
Seccién 2.4, entregando una complejidad muestral O (E%), al igual que los resultados pre-

sentados para métodos anteriores.

En primer lugar, se hace el anélisis de la implementacion para el error de optimizacion.
Se hace uso de la métrica de rendimiento del gap de optimalidad, notando que la respuesta
del algoritmo es idéntica al otro método incremental mostrado. Esta vez, la cota superior
comparable viene dada por el resultado de la Proposicion 2.1, que es la desigualdad

R*  M?mn
Fs(ix) — Fs(rh) < ——
s(Tr) — Fs(xg) < 20T +—

C.5. incrementalProx

= alores PEP

0.5 A

0.4 4

0.3 A

Metrica Opt.
-

0.2

0.1 4

0.0

10 20 30 40 50 B0
Nuamero de ikeracienes

FIGURA 6.5. Comparacién del peor caso computado del riesgo empirico con la
cota superior tedrica después de K = n pasadas del método IncrementalProx.

La Figura 6.5 muestra la comparacién del peor caso devuelto por la implementacién
computacional y la cota superior de la Proposicion 2.1. Se puede ver una diferencia notoria

entre ambos valores, concluyendo que esta cota no es ajustada.

Luego, se considera la métrica de estabilidad. De igual manera que casos anteriores,
ésta utiliza la forma de la variable aleatoria proveniente de la estabilidad de argumentos.
Esta vez se presenta en la Figura 6.2 una comparacion entre la estabilidad de argumentos

derivada de la Proposicion 2.2 y el peor caso real de la estabilidad,
Mllzk — gkl < MPn(K +1).
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FIGURA 6.6. Comparacién del peor caso computado de la métrica de estabilidad
con la cota superior tedrica después de K = n pasadas del método Incremental-
Prox.

Esta figura muestra que el peor caso se ajusta a la cota superior de manera similar
al método proximal batch, como se mostr6 en el Capitulo 5. Las diferencias del grafico
presentado son de tamafio menor a 10~7, lo que es atribuible a la tolerancia del método de

punto interior que resuelve el programa semidefinido.

C.5_ incrementalProx
12 A = alores PEP

1049 =

0.8 4

0.6 4

Metrica Opt +5tab

0.4 1

0.2

00 T T T T T T
10 20 30 40 50 B0
Namero de iteraciones

FIGURA 6.7. Comparacién del peor caso computado de la métrica conjunta de
optimizacion y estabilidad con la cota superior teérica después de K = n pasadas
del método IncrementalProx.
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A continuacidn se expone el caso de los errores de optimizacion y estabilidad conjun-

tos, considerando la cota superior resultante de las dos proposiciones anteriores:

. B _ R? M32nn
Fs(Zx) — Fs(2§) + M||Zx — || < o + —— "

M?*n(K +1).
2T 5~ T MK +1)

La Figura 6.7 muestra una diferencia esperada por el desajuste de la cota de optimizacion,

pero existe una disminucion relevante en los valores del problema conjunto con respecto
a la suma de los problemas de peor caso real separados, como se puede ver en los valores
de la Tabla 6.2.

TABLA 6.2. Diferencia entre la suma de los problemas de optimizacion y estabi-
lidad por separado, y el problema conjunto (A) para el problema de peor caso del
método IncrementalProx con permutacion fija después de K = n pasadas, para
distintos tamafios de muestra.

T A

9 | 0,04391967
16 | 0,03134486
25 1 0,02471281
36 | 0,02020384
49 | 0,01641539
64 | 0,01420947

O N O ULk W3

Finalmente, se introduce la comparacién de problemas de peor caso para distintos
ndmeros de pasadas. Se analiza la métrica conjunta de optimizacién y generalizacion,

tomando en cuenta la misma eleccion de parametros de la seccion anterior. Se recuerda que

n

estos corresponden a una, [§],[5] y n pasadas respectivamente, ademds de la eleccién

1

\/ Kn(K+n)

concluir convergencia solo para las elecciones de multiples pasadas.

de largo de paso n = en cada caso. El andlisis de las cotas superiores permite

Sin embargo, existen elecciones distintas de /K con garantias de convergencia, que de
la misma manera que en el simil de este experimento para el método SGD incremental, no
pudieron implementarse por las razones practicas ya expuestas. La Figura 6.4 nuevamente
indica diferencias pequefas entre los valores de peor caso a medida que se ejecuta una

cantidad mayor de pasadas, reafirmdndose la hipétesis para este método también.
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FIGURA 6.8. Peor caso computado de la métrica conjunta de optimizacion y es-

tabilidad (cruces) con la cota superior tedrica (lineas discontinuas) para distintos
nimeros de pasadas K del método IncrementalProx.
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7. DISCUSION

En esta seccion se presenta una breve discusion de los resultados obtenidos, se-

parandolos en tres dreas:

7.1. Analisis de SCO mediante modelos PEP

El modelo desarrollado para algoritmos batch permite la representacion de peor caso
real de convergencia del funcional de riesgo empirico y de la estabilidad de los métodos
utilizados a través de un problema semidefinido, considerando distintos algoritmos con
actualizaciones de gradiente o paso proximal. Para el modelo incremental, en cambio, se
trabaja bajo la conjetura que el peor caso se obtiene con una discrepancia en la primera
actualizacion, representando la diferencia entre el peor caso y las cotas superiores (citadas
o desarrolladas, segtin corresponda) bajo esta restriccion. La implementacion de tales pro-
blemas permite diferenciar de manera clara entre casos donde la teoria entrega una cota
superior ajustada o no. A continuacién, se discuten los resultados tedricos desarrollados,
datos obtenidos de la implementacion y se introducen ciertas interrogantes que se despren-
den de la aplicacion de la metodologia PEP al problema dual, para aquellos casos donde

se realizo.

Primero, se cuestiona si serd posible recuperar demostraciones de aquellos métodos
batch donde la cota no es ajustada y si, en caso de ser cierto, serd posible obtener una cota
mas ajustada. De acuerdo a lo expuesto, resta aplicar la metodologia PEP completa a los
métodos de gradiente y de subgradiente, los que muestran una diferencia significativa entre
la cota superior provista por la teoria y el resultado de peor caso computado. En caso de no
poder obtenerse cotas ajustadas por este medio, se debe notar que no existen garantias de
que una eleccion 6ptima del learning rate de la cota superior sea también el Optimo para la
eleccion de paso en el peor caso real. Esto es, dado que existe una diferencia entre la cota
superior y la representacion del peor caso del PEP utilizado, puede que la cota superior
tenga distinto ajuste para elecciones distintas de parametros, provocando una discrepancia

entre elecciones de pardmetros 6ptimos de la cota superior y del peor caso efectivo.
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En cambio, para el caso del PPM se analizaron los problemas de optimizacién y esta-
bilidad separados a través de la metodologia PEP. En el primer caso, la aplicacién de este
proceso permitié recuperar la cota 6ptima en de la Demostracion 5.2.3. Para la estabilidad,
sin embargo, se llegd a un resultado parcial en base al que se plantea la Conjetura 5.1. La
aplicacion de la metodologia completa se vio limitada por dos factores: La demostracion
de la factibilidad dual, donde el cumplimiento de la restriccion semidefinida no es claro
(pese a la evidencia computacional que la soporta) y por el proceso de reinterpretar la
combinacién de desigualdades, donde la utilizacion de la variable auxiliar y en relacion a

las variables y desigualdades recuperadas no es clara.

Se propone un acercamiento alternativo a este problema, que descarta el uso de la
variable y, perdiendo la posibilidad de representar el problema conjunto. Esta alternativa

utilizaria la métrica de estabilidad de argumentos al cuadrado,
MP|JA(S) — A(S"I%,

cuya representacion semidefinida se logra como una combinacién solamente de subgra-

dientes representados en X.

Ademas, se nota el experimento de las Figuras 6.4 y 6.8, que muestran diferencias
mas pequenas en el peor caso a medida que aumenta el nimero de pasadas realizadas por
los distintos métodos incrementales. No obstante, este andlisis se realiza solo para tamafios
de muestra pequenos debido a las limitaciones de la implementacién de los modelos PEP
desarrollados, no pudiendo realizarse un estudio mas completo del crecimiento de dis-
tintos regimenes de K entre 1 y n. Queda la interrogante de si en la practica es posible
obtener garantias de convergencia de los errores de estabilidad, de optimizacion y, conse-
cuentemente, del exceso de riesgo para una cantidad menor de pasadas a las n fijadas para

el resto de los experimentos de métodos incrementales.

Finalmente, se reitera que todos los resultados fueron obtenidos simplificando al caso
irrestricto, por motivos de tiempo de inicializacién y de computo de la implementacion.

Sin embargo, en ambos casos la extension al caso proyectado necesita representar una
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funcién indicatriz adicional en el problema semidefinido, introduciendo una cantidad de
columnas ©(7') extra a la matriz de Gram, ademds de restricciones de radio para cada
iterado y de interpolacion adecuadas a la nueva funcidn, siguiendo el trabajo de Taylor et

al. (2017a).

7.2. Generalizacion de FOM proximales con minibatch

Respecto a los algoritmos proximales utilizados, se nota una diferencia en la conver-
gencia del método de punto proximal y su variante incremental de acuerdo a la teoria de
cotas asintdticas, como se aprecia en la Tabla 3.2. Estos métodos tienen, sin embargo,
garantias de estabilidad del mismo orden de acuerdo al Corolario 3.1, siendo ambos ca-
sos limite de un algoritmo minibatch-prox (con b minibatchs fijos en cada ronda) cuyos
peores casos reales se ajustan a cada cota superior respectiva. Una pregunta derivada es si
los resultados pueden mejorarse utilizando una eleccion de minibatch distinta de los casos
limite, especialmente en términos del peor caso real, ya que los métodos implementados
no revelan informacion sobre los casos intermedios. Esta interrogante podria resolverse

mediante la implementacion de un modelo PEP adecuado para métodos minibatch.

(Coémo podria representarse este modelo? La representabilidad de una suma de fun-
ciones se desprende de lo realizado para el método batch, mientras que la eleccién de los
minibatchs puede realizarse siguiendo el modelo incremental, pudiendo representarse el
peor caso mediante el maximo de n/b problemas que representan el peor caso de trayec-
torias con separacion en alguna actualizacion especifica. De acuerdo con esto, se podria
plantear tal modelo como una extension natural de los dos modelos desarrollados en este

trabajo.

Sin embargo, la implementacion de n + 1 funciones que comparten multiples puntos
necesita una gran cantidad de recursos computacionales, tanto en memoria como tiempo
de cémputo, considerando ademds la representacion de n /b problemas distintos o necesi-

tando probarse algtn simil a la Conjetura 6.1. Lo primero implica que la representaciéon
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de un modelo minibatch generalizado sin el resultado es mucho mas costosa que la re-
presentacion de los casos limite, generando un problema préctico en la aplicacién de tal

metodologia.

7.3. Gradiente estocastico con varianza reducida

Para el método SVRG, se introdujo un resultado de estabilidad que, dependiendo
del condicionamiento del problema, puede determinar si se alcanza una estabilidad mejor
o peor que SGD. Sin embargo, se discutié en el Capitulo 4 que esta dependencia del
condicionamiento no permite su aplicacion a la descomposicion de riesgo para pérdidas
suaves regularizadas. Luego, afiadiendo la reduccién de varianza y regularizacion dummy

no se garantiza una mejoria con respecto a SGD en la aproximacion a este caso de SCO.

Sin embargo, en este trabajo se realiza un andlisis solo para las versiones originales
del algoritmo de Johnson y Zhang. En la literatura existen modificaciones del método con
promedio al interior de cada ronda, actualizaciones proximales y/o esquemas de acele-
racion mediante momento negativo (véase Allen-Zhu y Yuan (2016),Allen-Zhu (2017));

posiblemente mejorando la estabilidad alcanzada.

7.4. Trabajo futuro

Considerando las preguntas adicionales planteadas en la discusién anterior y derivadas

de las preguntas de investigacion, se proponen las siguientes lineas de trabajo futuro.

Primero, si serd posible una representacion semidefinida unificada del modelo incre-
mental equivalente al problema de peor caso. Para esto se requiere demostrar la Conjetu-
ra 6.1 propuesta o desarrollar un modelo semidefinido manejable que permita la represen-
tacion del peor caso sin la restriccion de separar trayectorias en la primera iteracion. Para
ser aplicable en la préctica, este nuevo modelo debe ser distinto a la representacion de los
n pares de trayectorias de peor caso a través del méximo de n problemas semidefinidos

distintos, debido a la dificultad de escalar el problema con el nimero de muestras.
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En segundo lugar, la extension natural de ambos modelos al setting proyectado. En
particular, se destaca el interés por el caso donde X es un compacto de radio R, lo que
permite trivializar el Supuesto 2 y obtener garantias de aproximacién y generalizaciéon
en términos de esta cantidad. Como se mencioné con anterioridad, incorporar la indica-
triz de X incrementa notoriamente el tamafio del problema, complejizando su aplicacion
practica y restringiéndola a rangos de parametros mas acotados, asumiendo los mismos
recursos computacionales. Esto, a su vez, complica la aplicacion de la metodologia PEP,

que depende de multiples ejecuciones del problema semidefinido.

Por dltimo, notando la diferencia encontrada en la practica para los métodos incre-
mentales se puede plantear la siguiente pregunta que escapa de las cotas asintéticas de
convergencia conocidas. ;Serd necesario en la practica ©(n) utilizaciones de cada dato
para lograr la tasa Optima de convergencia del riesgo empirico? Segun lo discutido en la
Seccion 7.2, debe realizarse un estudio detenido de la influencia del nimero de pasadas
con la capacidad de computar PEP de dimensiones mds altas para probar distintos regime-

nes de crecimiento de KX en funcion de la cantidad de datos.
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8. CONCLUSIONES

En este trabajo se estudio el problema de optimizacién convexa estocdstica (1.1) a
través del problema de estimacion de rendimiento, plantedndose la hipétesis que el uso de
esta representacion de peor caso permite recuperar cotas superiores no asintéticas para los

errores de optimizacion y estabilidad asociados a (1.1).

De acuerdo con el primer objetivo planteado para el estudio de esta, se crearon dos
modelos semidefinidos diferentes, aprovechando las caracteristicas de las actualizaciones
de los distintos métodos. Se concluy6 la equivalencia del problema semidefinido para
algoritmos batch al peor caso real, lograda introduciendo una nocion alternativa de Gram-
representabilidad que incluye el fendmeno de estabilidad emulando dos trayectorias ve-
cinas y estd especializada para este tipo de algoritmos. Para el modelo incremental, en
cambio, se logré demostrar la equivalencia de la misma forma, restringida bajo un supues-
to sobre el peor caso que se conjetura es cierto. Habiendo desarrollado ambos métodos,
se estudid su dualidad Lagrangiana en correspondencia con el segundo objetivo, alcan-
zando resultados de dualidad fuerte para ambos problemas y obteniendo representaciones

explicitas para los duales asociados a ambos programas matriciales.

Después, se implementaron los problemas utilizando el solver de optimizacién MO-
SEK. Los resultados permitieron validar el modelo desarrollado, obteniendo diferencias
entre el peor caso real del problema y las cotas superiores provenientes de la teoria. Se
pudo diferenciar claramente en cada caso si el peor caso real es ajustado al resultado de la
teoria o no, y si existe una diferencia entre el peor caso de las métricas de optimizacion y

estabilidad por separado o en conjunto.

Luego, se utiliz6 la metodologia PEP sobre los problemas separados de optimizacion
y estabilidad para el método de punto proximal. Esto permitié evidenciar un caso donde
la metodologia funciona correctamente y un caso donde falla, pudiendo explorarse las
limitaciones practicas que ésta tiene. En particular, se concluye que la metodologia se ve

limitada por no siempre existir una relacion facil de establecer entre las distintas variables
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del problema y por el proceso de demostrar la factibilidad del punto 6ptimo recuperado

heuristicamente de los resultados computacionales restringidos.

Ademais, se complementa la teoria con una cota de estabilidad para métodos proxima-
les generalizados al caso minibatch con permutacion fija, idéntica para cualquier eleccién
de tamaiio batch y aplicable al calculo de la estabilidad del PPM. También, se mostré una
cota de estabilidad para la aplicacion de SVRG al caso fuertemente convexo dependiente
del condicionamiento propio del problema, concluyendo que no tiene utilidad en mejorar

la convergencia del exceso de riesgo mediante el uso de un regularizador dummy.

En general, se concluye que la metodologia puede ser aplicada al problema de con-
vergencia del exceso de riesgo, pudiendo desarrollarse modelos para este setfting mas es-
tructurado que el original de optimizacién convexa, pero posee limitantes practicas que
dificultan recuperar una demostracion vélida. Estas dificultades, sin embargo, podrian so-
brellevarse mediante algtin planteamiento alternativo como el que se discute para el caso
de sdlo estabilidad, generando un trade-off entre la aplicacion del problema ideal (como
resolver el PEP para los errores conjuntos) y una aplicacion que sea efectiva en la prictica
de los errores separados de optimizacion y estabilidad. De cualquier manera, este acerca-
miento alternativo constituye un apoyo para el desarrollo de garantias sobre los tipos de
errores de aprendizaje y que se enfoca en casos mds pequeiios de los pardmetros de cada
algoritmo, complementando el tratamiento asintético de los problemas que se enfoca en el

comportamiento del niimero de muestras e iteraciones al limite.
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ANEXO A. RESULTADOS COMPLEMENTARIOS PARA SVRG

En este anexo se presentan resultados complementarios a los expuesto en la Sec-
ciéon 2.5 y el Capitulo 4, sobre el método con varianza reducida. Las Proposicio-
nes A.1 y A.2 presentan una cuantificacion de la estabilidad de argumentos para el método
SVRG con pérdidas suaves, basado en las dos versiones originales planteadas por Johnson
y Zhang (2013) en el trabajo seminal sobre este método (Estas son los Algoritmos 8 y 9).
Si bien el caso suave no tiene garantias de convergencia directa, estos andlisis proveen
una intuicién de cdmo se altera la estabilidad del método de gradiente estocdstico por la

introduccidon de una reduccion de varianza.

Ademais, se presenta un anélisis de la estabilidad de argumentos para el caso de pérdi-
das fuertemente convexas, utilizando la version alternativa de SVRG con eleccidon determi-
nista al final de cada ronda (Johnson y Zhang, 2013). Esta se formaliza en el Algoritmo 9.
Igualmente, pese a que los autores no plantean una garantia para la convergencia del error
de optimizacion, el andlisis de este nuevo método corresponde a una simplificacion del
andlisis para el Algoritmo 8, mostrando como afecta la estabilidad de argumentos la intro-
duccion de la eleccion estocastica al final de cada ronda. También la eleccion deterministi-
ca es interesante debido a su uso en algoritmos proximales desarrollados posteriormente,
basados en esta version original de Johnson y Zhang. En particular, SVRG++ (Allen-Zhu
y Yuan, 2016) y Katyusha (Allen-Zhu, 2017) fijan la evaluacion del gradiente completo

sobre iterados promedio de cada ronda, para distintas elecciones de ponderadores.

En primer lugar, se presenta el resultado restante para la version ya presentada de

SVRG:

Proposicién A.1. Sea una pérdida f(-,§) € Fu(R?) para todo & € Z (Supues-

to 1b). Luego, para n < % el Algoritmo 8 tiene uniforme estabilidad de argumentos

0 (22 . )
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DEMOSTRACION. Se analiza una actualizacion de SVRG. Separando conveniente-

mente la norma por desigualdad triangular:

2 = yeall < |28 — vt =0 (Vi(@h) = V£, )]
+0 || (Vi (@) = Vi (Gk) = (VEs(@x) — Vs (1) ] -

Mas atin, sumando cero para después separar las diferencias de gradientes en el segundo

término:

< ||zt =yt —n (V@) = Vi, (0)]]
+ [|Zk = 96 — n (Vi (@r) = VL () ||
+ |Zk — g — n (VFs(Zy) — VEs (G1))]] -
Se nota que todos los términos corresponden a actualizaciones del tipo (2.10) para el
método SGD con muestreo con reemplazo o actualizaciones del método de gradiente (2.9).
Luego, paran < % se tiene la no-expansividad de las actualizaciones de tipo gradiente,

aplicable a ambos casos anteriores. Utilizando también la M -Lipschitz continuidad, se

concluye la desigualdad

2nM
Oy <0 +2nMrg, , + 0 + 2nMr;, , + 0F + it/

Donde r;, , ~ Bern(%), debido a la muestra elegida por el algoritmo en la iteracion t.

Tomando valor esperado sobre la aleatoriedad de Asy rg,

6nM
Eok, | < Es* + 2Eo* + 21—

Ademds, se puede observar que la primera iteracion al iniciar cada ronda corresponde a

un paso de GD. Por lo tanto se cumple

oM
ok < gk 4 212
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Sumando desigualdades sobre el ciclo interior del algoritmo, se obtiene la desigualdad
2nM 6nM
Edf,, < ES + 7771{@1} + (1) {21@5? + 777] 1(isa).

Luego, el iterado inicial de la ronda siguiente es tal que

1 m
Eoi*t = — 3 B
=1

oM (m — 1 6NM| =i —2
SE(S?—!—M—I—{QE&?—{—H—}-ZZ
n

_ [(m—l)(m—Z) +1] E(S,f%_77]\/[(771—1)(6m—4)‘

Finalmente, sumando para el ciclo exterior del algoritmo se cumple

K—1 i
s LT} o (LR Y
mn — m
alcanzando el orden de estabilidad enunciado. ]

Se puede apreciar que la garantia de estabilidad uniforme empeora notoriamente, te-
niéndose una dependencia del niimero de pasos por ronda m en el factor exponencial en
K. Como se discuti6 para el caso bajo el Supuesto lc, una buena eleccion de m (y la
mas usada en la préictica) es de orden O(n). A su vez, esta elecciéon permite comparar el
resultado de la Proposicion 4.1 con esta nueva garantia. Se nota que a diferencia del nuevo
resultado, la garantia del Capitulo 4 puede controlar el crecimiento de la cota de estabi-
lidad con una eleccion de learning rate apropiada e incluso demostrar convergencia en
algunos casos. Esto se debe a que en el setting fuertemente convexo se puede asegurar la
contractividad de una actualizacién de (sub)gradiente, pudiendo deducirse aun en algunos

casos la contractividad de la ronda completa.

A continuacidn, se presenta la version alternativa al método SVRG descrito en el

Capitulo 4. Esta corresponde a la eleccién alternativa expuesta en la Seccién 2.5, donde
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al final de cada ronda se guarda la informacién del dltimo iterado para su utilizacion en el

calculo del gradiente de la ronda siguiente. Este método se formaliza en el Algoritmo 9.

Algoritmo 9: Agyrg: Método SVRG con eleccion determinista de dltimo iterado.

Input: Muestra S = ({1, ...,&,) € Z™, nimero de rondas K, pasos del ciclo interno m,
Learning rate n, iterado inicial 7, € X;

1 fork=1.Kdo

2 Define M = VFs(fk);

3 | Define 2% := 7y;

4 for j =1..mdo

5

6

7

Muestrea i, ; ~ Unif[n];
Define {L‘§+1 = ZE? - va(ﬂﬁfa gik,j) + nvf(:ikv gik,j) — Nk
end
8 | Define Zj41 := 2% _;
9 end
10 return Ty

Se presentan dos resultados de uniforme estabilidad de argumentos para los casos sua-
ve y fuertemente convexo, respectivamente. Por simplicidad, se consideran las funciones
fi'y f! correspondientes a las instanciaciones de la pérdida para las muestras S ~ S’ que
difieren, sin pérdida de generalidad, en el primer dato. Ademds, se consideran los iterados

x¥y y¥; 71, y § respectivos.

Proposicion A.2. Sea una pérdida f(-,€) € Far(R?) para todo & € Z (Supues-

to 1b). Luego, para n < 2 el Algoritmo 9 tiene uniforme estabilidad de argumentos

i
O (M ~mK).

DEMOSTRACION. Se analiza una actualizacion de SVRG. Separando conveniente-

mente la norma de la manera mostrada para el Algoritmo 8 en la proposicion anterior, se
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llega a la expresion:

et = venll < [|of — v =0 (Vfi(ar) = VL 1) ||
+0||(V fie (@) = VI (G) — (VEs(Zx) — VEs (1))||
< ||zt =y = n (Vfilt) = Vi, (0)|]
+ |@k — Tk — 0 (V fir (@) — VI () ||
+ |2k — Gk — 0 (VFs(Zx) — VFs (G1))]] -
Se nota que nuevamente los términos presentan normas asociadas a actualizaciones de
(2.10) con muestreo con reemplazo o actualizaciones del método de gradiente. Luego,

paran < % se tiene la no-expansividad de cada paso de gradiente. Ademds, por la M-

Lipschitz continuidad, se concluye:

2nM
Oy < O +2nMr;,, + 6% + 2nMr;, , + 0f + 77—,

donde r;,, ~ Bern( L) debido a la muestra elegida por el algoritmo. Tomando valor

n

esperado sobre la aleatoriedad de Asy rao, se tiene para los pasos posteriores al primero:

6nM

Eéy,, < E6; + 2E5} +

Sumando desigualdades sobre el ciclo interior del algoritmo, se obtiene

(6m — 4)ynM

Esit = K6k, < (2m — DESY + -

Finalmente, sumando en el ciclo exterior del algoritmo:

K—-1
— M ) M
s maft < OIS 6 e (m . KmK) |

n - n
=0
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Por lo tanto, el Algoritmo 9 alcanza uniforme estabilidad O <¢ -mH > después de
T = Km iteraciones idéntica al setting suave para la eleccion del Algoritmo 8. Finalmen-
te, se presenta el simil de la Proposicion 4.1 para la version alternativa del método, que

alude al caso suave y fuertemente convexo.

Proposicion A.3. Sea una pérdida f(-,§) € Sy, . (RY) para todo & € Z (Supuesto
Ic)ym € O(n). Luego:

= Paran € [%, %] el Algoritmo 9 tiene uniforme estabilidad de argumentos
O (%5)-
m Para n < %, el Algoritmo 9 tiene uniforme estabilidad de argumentos

o))

DEMOSTRACION. Se foma la desigualdad obtenida en la demostracion de la Propo-
sicion A.2:
leter = viall < [Jaf — vt =0 (Vi (at) = V)]
+ ij — Gk — 0 (Vfi,(Zx) = V£, (1) H
+ 1@k — 9k — 0 (VFs(Z) — Vs (i) ] -
Por la fuerte convexidad de las pérdidas, para n < % se cumple la (1 — np)-expansividad

de una actualizacion de tipo gradiente. Aplicando esta propiedad a los términos anterio-

res, se tiene

oM
5y < (1 =nu)dy + 2nMr;, , +2(1 — nu)dy + 2nMr;, , + nT

Luego, en valor esperado sobre la aleatoriedad del algoritmo se obtiene

6nM

oty < (1= np)ES} +2(1 — nu)Boy + ——.
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Sumar las desigualdades sobre todo el ciclo interior del algoritmo entrega, para m > 1,

. 2nM
Eé,’;H <(1- nu)mE5f + (1 —nu)™ 140

nu n
m—2
6nM
bl ke 1 — nup)
+ = ;( )

Como m = ©O(n), para valores crecientes de n el factor que acompariia a la esperanza
del lado derecho converge mondtonamente creciente a la cantidad 2(1 — nu)/(nu). Se

separan dos casos:

2

1) Sean > 3 luego el factor anterior es menor a uno. Con esta nueva restriccion, se

calcula la estabilidad de la ejecucion completa:

m—1

21 —np)  2—nu m 6nM i
B < | = - o (L) | Bop = > (=)’
=0

Notando que la sumatoria del lado derecho converge, se acota por el valor al limite. Final-
mente, sumando en el ciclo exterior se obtiene una cota superior para el valor esperado

de las distancias:

61

{2(1 —np) 2 e
< p”

< 1-— n,u)m] ES} +
Nk N

K-1 7
_ gt < M 3 {2(1 —np)  2- ey W)m}
= | g Ny

6.M np
T onp 3np— 2+ (2= nu)(1— )™’
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deduciéndose una uniforme estabilidad de argumentos O (%) debido al supuesto sobre

n.

1) Alternativamente, sea n < % Por lo tanto, el factor que acomparia a la esperanza es
mayor a uno, un cdlculo directo muestra que esto implica crecimiento exponencial de la

estabilidad. Se calcula la distancia de las trayectorias para la ejecucion completa

2(1 — 2 — 6M
i i ny
K-1 k
1 — I
np = | i

K
obteniéndose una cota de orden O (fy—n . (#) ) para la estabilidad de argumentos. [J

Dado que los 6rdenes de estabilidad son iguales a los planteados en la Proposicion 4.1,
se concluye que el efecto de la eleccidn estocdstica no es una mejora significativa en el
andlisis de estabilidad. En este caso se obtuvieron resultados del mismo orden de estabili-
dad para valores pequeiios del learning rate, empeorandose el andlisis en los casos donde
se toma un paso mas grande. Se obtiene una division similar al caso estocastico debido a
la existencia de dos regimenes distintos, donde tomar un 7 mayor mejora el andlisis, pero
la eleccién deterministica se comporta mejor en el caso limite. Sin embargo, la eleccién
estocdstica es necesaria para obtener convergencia del error de optimizacidn, por lo que se

limita el andlisis del exceso de riesgo al uso del Algoritmo 8.
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ANEXO B. RESULTADOS COMPLEMENTARIOS PARA PEP BATCH

B.1. Calculo del dual SDP baitch

En esta seccion, se calcula el problema dual a la version semidefinida del problema
(5.14) presentado en la Seccién 5.1. El problema (5.14) modela el peor caso de una métrica
P bSOLG-representable por la expresién b v+Tr(C X ), que actda sobre pérdidas pertene-
cientes a las clases generalizadas F); 1, 0 F )y, realizando actualizaciones de algiin método
batch M expuesto en el Capitulo 2 y es aplicado al problema de minimizacién de riesgo

empirico (1.3) de acuerdo a la reformulacion semidefinida expuesta en el Capitulo 5.

Proposicion B.1. El dual al problema (5.14) es el problema semidefinido

inf TR*+ Z wiMl* + K

Aol sT5H icly

s.a Z )\iinj + Z NiAJ\/[i + TAR + I{Ay - C t O

(i,j)EI i€lns
D Ajlej—e)=b
(4,5)EZ

Nijs i >0 ((4,7) € Z)
T,k > 0.

DEMOSTRACION. En primer lugar, se reescribe el problema (5.14) mediante el uso

de variables de holgura y se lleva a una forma estandar para optimizacion semidefinida,

UER4T+1s0b,t)I?es4T+anv + Tr(CX)
s.a Tr(A;; X)+v;—vi+s; =0 (Vi,j € 1)
Tr(Apn, X) + s; = M? (Vi € Iy) (B.1)
Tr(ArX) + sgr = R?
Tr(A,X) + s, =1.
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Se utilzan las partes positiva y negativa de v separadamente, de la forma v = vt + v™.

Ademds, se considera la matriz diagonal por bloques de variables

diag(s) 0] 0] O

X — < O  diag(vt) o O)
o (0] diag(v™) O
o o} o} X

y el vector de holguras s = {s,} .7, IuU{Ry} Luego, se pueden definir las matrices

paramétricas diagonales por bloques

diag(e;;) (0] (0] (0]

A‘ ) < o diag(ej—e;) (0] o
) (0] o
(0]

) V(i) € I)

(@] diag(e;—e;)
o} Ajj
diag(e;) O O O
B O 00 O ;
Ay, = O 00 O (Vi € L)
O OO0 Ay,
N diag(er) O O O
— O 00 O
Ap = ( O 00 O )
O OO0 Ag
diag(ey) O O O
A = O 00 0
Y O 00 O
O OO0 Ay
0}
o

o O o}

C’ [ O diag(b) (0]
— \ O O diag(-b) O

o O o C

quedando una version del modelo primal anterior expresada solo mediante restricciones

de igualdad:
sup Tr(CX)
s,ut 0= >0; X eS4T+11
sa  T(A;X) =0 (VijeI)
Tr(Aw,X) =M? (Vi€ ly) (B.2)

T}"(/[RX) = R2
Tr(A,X) =1
Esto permite plantear el modelo dual; considerando las variables duales r, T, p; y \;j

asociadas respectivamente a las matrices por bloques fiy, Ap, A;wi y ANZ-]- :
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inf TR* + Z,uiMQ—i-/ﬁ
Xijtaperdpitiery mr icly
i ) i o (B.3)
s.a > XA+ A + kA, + AR - C = O.
(i,)eT i€y

Finalmente, se nota que la restriccion semidefinida presenta sumas ponderadas de matri-
ces diagonales por bloques, donde los tres primeros bloques diagonales corresponden a
matrices diagonales, lo que equivale a tres restricciones separadas. La primera corres-

ponde a la condicion

Z NijSij + Z WiS; + ksy + Tsp > O,

(i.j)€T i€y

que dada la no-negatividad de las holguras, es equivalente a que las variables duales to-
men valores no-negativos. La segunda y tercera son equivalentes al par de desigualdades
vectoriales

> jerNijleg —e) —b =0

> ijyez Nijlei =€) + 0= 0,
por lo que se concluye la igualdad a cero. Por lo tanto, el problema dual puede reescribirse
de la forma expresada en (5.15):

inf TR®+ Z wiMl* + K

NijolisT5H icly

s.a > XA+ Y pwiAm, + TAg + kA, — C = O

(4,J)EZT i€lyy
D Ajlej—e)=b
(4,9)ET

Nijs i 20 ((4,5) € I)
T,k > 0,

llegando al resultado enunciado. 0
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Se concluye que el dual a la version semidefinida del PEP para métodos Batch es el
problema obtenido, lo que permite su utilizacion para el estudio de la dualidad Lagran-
giana. Ademds, el problema dual recién derivado se implementard computacionalmente,
obteniéndose informacién complementaria a la obtenida de la implementacién compu-

tacional del modelo primal, como se presenta en la Seccién 5.2 para el método proximal.

B.2. Dualidad fuerte para SDP batch

En esta seccién se muestran las pruebas de las garantias de dualidad fuerte para pro-
blemas Batch que no fueron expuestas en el Capitulo 5. Estas demostraciones garantizan
dualidad fuerte para los métodos de subgradiente y de punto proximal cuando se desea
maximizar una métrica de rendimiento que comprende los fendmenos de optimizacion
(mediante el gap de optimalidad) y de estabilidad (mediante la diferencia en norma de
las trayectorias) conjuntos. Se plantean nuevamente las Proposiciones 5.3 y 5.4 junto a
sus pruebas respectivas y a una descripcidon de como extender los resultados al andlisis de

errores de estabilidad y optimizacién por separado.

Proposicion B.2. Sea (5.14) bSOLG-representacion del problema de peor caso con-
junto de optimizacion y estabilidad de una ejecucion de 'T' pasos del método de subgra-
diente. Sea (5.15) su dual semidefinido, donde ambos problemas son factibles. Entonces,
ambos poseen un valor dptimo idéntico y existe un punto primal-factible que alcanza tal

valor.

DEMOSTRACION. Similar al caso expuesto para el método de gradiente en la de-
mostracion de la Proposicion 5.2, se demuestra la dualidad fuerte mediante un certificado

para la condicion de Slater en el problema dual. Se nota que la matriz

S=TAp+ kA + > iy,

i€l
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es una matriz diagonal cuyas columnas son la base candnica en R*T 19, Se buscan valores
apropiados de las variables duales de manera que la condicion semidefinida del problema
(5.15) se cumpla de manera estricta y también se cumpla la igualdad vectorial. En pos de
esto, se calculan los valores propios de C,,cp (5.12), notando que los mdximos valores

propios en valor absoluto son

+

Mn\/(T +1)(2T +1)(n? — 2n +2)
2n 3T

Ademds, se acota la norma de las matrices asociadas a la interpolacion convexa para el
caso no-suave. Para (i,j) € I:

|A;j|| = sup 2" Ajz
[|z]|=1

= sup [(u;,2)(h; — hj, 2)]

llz[l=1

<|lh; = h

ill-

Luego, fijando los valores

(
mllhs = hgl[7t (i # 5)
ﬁ (=),
)
Lt+e;  (1=4T+9,j=4T +5)

Aij =92t ey (i =4T 4 10,5 = 4T + 6)

€ii e.o.c.
\"Y
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se cumple la restriccion de igualdad vectorial a b,, (5.9). Resta demostrar el
cumplimento estricto de la restriccion semidefinida, por lo que se acota supe-

riormente la norma, utilizando desigualdad triangular y notando las desigualdades

[ Asryo.ar1sll; || Asrir0arsell < |[haris|| se tiene

> XjAiy = Cacnl|| < Mharssll + D el Agll + || Caven|

(if)eT (i) ET i
Mn\/(T+1)(2T+1)(n2—2n+2)
1
<||h4T+5||+ + m 3T
202(T + 1)(2T + 1)(n? — 2n + 2
:\/77( DT+ D =20 +2)
3Tn?
+M7}\/(T—|—1)(2T—|—1)(n2—2n+2)
on 3T ’

donde en la desigualdad estricta se utiliza el cdlculo del valor propio mdximo de Cy,cp
y los valores fijados para las variables lambda. Finalmente, se considera B como la cota
superior estricta antes calculada, que corresponde a una funcion solo de los pardmetros
del problema. Basta fijar el resto de las variables duales con valor B para concluir la

prueba con la desigualdad estricta

S+ > NjAij — Cucp = O.

(4,9)€T

Proposicion B.3. Sea (5.14) bSOLG-representacion del problema de peor caso con-
junto de optimizacion y estabilidad de una ejecucion de T' pasos del método de punto
proximal. Sea (5.15) su dual semidefinido, donde ambos son problemas factibles. Enton-
ces, ambos poseen un valor optimo idéntico y existe un punto primal-factible que alcanza

tal valor.
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DEMOSTRACION. Similar a ambos casos anteriores, se demuestra la dualidad fuerte
para el método proximal mediante un certificado para la condicion de Slater en el proble-

ma dual. Se nota que la matriz

S=TAr+ KA, + Z i A,
i€lpys
es una matriz diagonal, igual que para las representaciones previas. Se buscan valores
apropiados de las variables duales de manera que la condicion semidefinida del problema
(5.15) se cumpla de manera estricta y adicionalmente se cumpla la igualdad vectorial. En
pos de esto, se obtienen los valores propios de Cppy (5.13), notando que un cdlculo

rutinario entrega los mdximos valores propios (en valor absoluto)

M
+ 2—”\/2T(n2 —2n+2).
n

Ademds, se acota la norma de las matrices asociadas a la interpolacion convexa. Sea

(1,7) € L:

1Al = sup [(uy, 2)hi = hy, 2)] < s = Ryl

llz[|=1

Luego, fijando los valores

) mllhe = hslI7Y (i # J)
E (i =),
lie; (i=4T+9.j=T+1)

Aj =421 4e (i=4T +10,5 = 2T +2)

E€ij e.o.c.
N t
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se cumple la restriccion de igualdad vectorial a by, definido en (5.8). Resta mos-
trar el cumplimento estricto de la restriccion semidefinida, por lo que se acota supe-

riormente la norma siguiente, utilizando desigualdad triangular y notando los hechos

|| Asrro i1l || Asrsr02r42l] < [|hria| se tiene

D NjAis = Crpu|| < llhrall+ Y eillAgll +1|Crpul]
(i,5)€Z (4,5) €L i#]

M
< ||hraal| + 1+ 2—:\/2T(n2 —2n+2)

22 2 M
n n

N

b
donde en la desigualdad estricta utiliza el cdlculo del valor propio mdximo de Cppy; y
los valores fijados para las variables lambda. Finalmente, se considera B como la cota
superior estricta a la norma, que corresponde a una funcion solo de los pardmetros del

problema. Basta fijar el resto de las variables duales con valor B para concluir la prueba

con la desigualdad estricta

S+ Z /\ij—CPpMFO.

(4,9)€T

OJ

COMENTARIO B.1. Las Proposiciones 5.3 y 5.4 también pueden extenderse fdcil-
mente a los casos de tomar una métrica de solo gap de optimalidad o de solo estabilidad,
siguiendo la idea original. Se considera la matriz de pardmetros C' = O en la funcion ob-
Jjetivo para el caso solo optimizacion y b = 0 para solo estabilidad. Ambos casos implican
que B es una cota estricta vdlida, pero menos ajustada, al igual que en el caso del método

de gradiente.

Por lo tanto, las representaciones semidefinidas para los métodos de subgradiente y

de punto proximal, ambos con su respectiva seleccién de gradientes de X y parametros
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de interpolacion, cumplen la dualidad fuerte para el caso no-suave. Ademas, el Comenta-
rio B.1 entrega las extensiones a los problemas aislados de estabilidad y de optimizacion,
mediante el uso de solo uno de los términos de la métrica compuesta, de la misma manera

que fue expuesto en la Seccién 5.1.

B.3. Resultados complementarios a la aplicacion de la metodologia PEP

Se presenta un resultado que complementa lo expuesto en la Subseccion 5.2.3 para los
problemas de maximizar el error de optimizacion y el error de estabilidad de una ejecucién

del método de punto proximal después de 7' = n iteraciones, por si mismos.

Para el primero, se comprueba la factibilidad dual de una asignacién obtenida utilizan-
do la metodologia PEP para el modelo semidefinido asociado al problema de minimizacién

ya mencionado. Esto se formaliza en la Proposicion B.4, demostrada posteriormente.

Proposicion B.4. El punto dado por las asignaciones de variables (5.16) es factible

para el problema (5.15) de maximizar el gap de optimalidad para el PPM.

DEMOSTRACION. Se demuestra el cumplimiento de ambas restricciones duales,
basdndose en la demostracion de Taylor et al. (2017a) para el Lema 2.11. Primero, se
nota que la igualdad vectorial se cumple, teniéndose luego de un cdlculo rutinario el

cumplimiento de la igualdad para toda coordenada no trivial:

Mnt92 — A3 =0

)\4n+10,n+3 - >\n+3,n+4 =0

Mpt9,i41 + Xiit1 — Aigi42 =0 (Vi € [2,n —1])

)\4n+10,n+2+i + )\n+i+1,n+2+i - )\n+2+i,n+3+i =0 (VZ € [27 n— 1])
1

)\4n+9,n+1 + )\n,nJrl == E
n—1

Adn+10.2n42 + Aont1,2n+2 =
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Luego, resta mostrar el cumplimiento de la restriccion semidefinida. Expresar las matrices
asociadas a la interpolacion convexa no-suave en términos de vectores canonicos entrega

las igualdades

1
Ai+1,i+2 = §ui+2(hi+1 - hi+2)T + §(hi+1 - hi+2)U,~T+2
n n(n —1) n(n—1)
- ﬁeiHeLz + T€i+2€rTL+3+i + Ten+3+ieiT+2

1 1
Apiotintsti = §un+3+i(hi+1 - hi+2>T + §(hi+1 - hz’+2)“2+3+i

n(n—1) U n
- " Cnt3+iCnyaai T on Cit2Cpygii T %6%3“6112
1 1
Asproit1 = §ui+1(_hi+1)T + 5(_hi+1)uiT+1
1 i !
=5 €1 (7 Z(ej—l-l + (n—1entjt2)
j=1
1 ! -1 1 .
+ om n Z(6j+1 + (n—Dentjra) | €41 — 9 Cit1Cant10 — 5 C4n+10Ci 4
j=1
Atnt10ntite = §un+i+2(_hi+1) + 5(_hi+1)un+i+2
1 d ! 1
n —
= g entitz | 11 D (et (n=1enyjia) | — T€n+z‘+2ezn+1o
j=1
1 ‘ n—1
+ on \ " Z(ejH +(n = D)entjra) | €ppive — T€4n+10€7:+i+2-

j=1

Utilizando la notacion simplificada \; := \; i1, Vi := Aant10,4 Y hotando que las asigna-
ciones a las variables duales referentes a restricciones de F' son miiltiplos de las asigna-

ciones relativas a f, se puede reescribir la restriccion semidefinida por bloques. Primero,
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se define la matriz

29 Vs Vs o Unt1
V3 2V3 + 2)\2 Vy ce Vpt1
Ui
S - = Uy Vy 21/4 + 2)\3 . Vn+1 y
2n
Vnt1 Un+1 Un+1 coe 241 120,

que puede reescribirse como sigue, de acuerdo con las igualdades vo = o, v;+Nj 1 = \;

paratodoi € [3,n|y vyi1 + Ny = %

2/\2 Vs Vg e Unta
V3 2/\3 V4 oo Unti

Ui
- = Uy Vy 2)\4 N |
2n mt
Vnil Vnil Vns1 --- 2/n

En segundo lugar, se define el vector

1
vV = —5 (Vi—i-l)ie[n]-

Luego, eliminando las filas nulas de la restriccion semidefinida, se tiene la restriccion

equivalente en términos de S, vy T:

S (n—1)S \%
n—1S (n—1328 (n—1)v | =0.

v (n—1)v" T

Utilizando el complemento de Schur, se obtiene la equivalencia con la restriccion:

-
S (n—1)S 1 v v

(n—1)8 (n—1)3S T\ (n—1)v (n—1)v
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que un cdlculo sencillo muestra es equivalente a la restriccion semidefinida

1
S—Zvv' = 0.
T

Se demuestra que la resta del lado izquierdo es una matriz diagonal dominante y cuya dia-
gonal es positiva, condiciones suficientes para concluir lo enunciado. Primero, se muestra

que los términos fuera de la diagonal son no-positivos. Sean 1 < j < i < n:

i1 1 NVit1 2 NVit1 2n 2n
— Vi Viy = 1 —2nv;) = 1— , - | <0.
2n 47'V+1VJle n ( " V]H) 2n ( 2Zn—732n+1—

Luego, se muestra que la matriz es diagonal dominante, pudiendo utilizarse la suma di-

recta de una fila. Para esto, se separan dos casos exhaustivos, En primer lugar, sea i = n:

n—1 n—1
1 i 1
E S — —VVT) =5 Un+1 — 7 Vn+1 g Vit
( T i 2n = 4t

j#i i=1

n—1
1 NVp41
™ (n = D)ntnt1 — 2: Z Vi+1
j=1

Utilizando la igualdad )\, + v, 1 = % y la consecuencia directa de la restriccion vectorial

n
j=2

n 2T
1 Vn41

= 5= (0 = Vs = 221 = i)
Vr2z+1 + (n — 1)77Vn+1 . Vn+1

4T 2n dnt

Finalmente, reemplazando v, 1y T:

2
va M

A1 n?’
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que corresponde al inverso aditivo de la ultima entrada diagonal. Luego, para el caso

contrario, © < n, la suma de los términos no diagonales es

Z (S - %VV ) Z Vi1 + - Z Viy1 — _TVH_l Z Vi1

JE[n],i#s ] =i+1 G
=5 Z Vit1 + o Z Vit+1 — Vz-i—l (Z Vit1 + Z V]+1> .
] =i+1 j=i+1
K3
Utilizando las siguientes igualdades derivadas de la igualdad vectorial: ) v; = A,

=2

n

1
DV =L =AY AN— A =
j=i

. n (1 1 1
- QTL(Z 1)1/1—‘,-1 + 277, (n )\H-l) 47_Vz+1 (n Vz+1>

L, n(i —1) 1 n (1
Sy - (== )
g7 Vi Vi ( o dnr) T om “

Finalmente, por las definiciones de \;, v; y T se cumplen las igualdades

1, N —2nn 2n(n — 1)
= —.
47T on2(2n —4)  2n2(2n — i)

1, n i
= —. _——_——_—
477 non(2n — 1)
——
Air1

Se concluye que en ambos casos la suma de los valores de cada fila es igual a cero, donde
es posible descartar los valores absolutos para la condicion de diagonal-dominancia por
la negatividad de los valores que no pertenecen a la diagonal y positividad de la diagonal.
Por ende, la matriz es semidefinida positiva y el punto generado por las restricciones de

(5.16) es dual factible. 0

En cambio, para el problema de estabilidad se conjetura un resultado obtenible a través

de la metodologia PEP, mostrando una demostracion parcial de tal hipétesis junto a una

143



DocuSign Envelope ID: 432B5448-259A-4D2C-B1F7-8B17177318DC

discusion de la evidencia que apoya esta afirmacion. Se plantea nuevamente la conjetura

expuesta en el Capitulo 5:

Conjetura B.1. El punto dado por las restricciones (5.17) es dual factible para el
problema de peor caso de estabilidad luego de T' = n iteraciones del método de punto

proximal.

COMENTARIO B.2. Siguiendo lo expuesto en la Proposicion anterior para el caso
de optimizacion, se quiere demostrar que la eleccion de valores para las variables cum-
plen con ambas restricciones del problema dual. Primero, se nota que la eleccion de las

variables lambda es simétrica, concluyéndose que se cumple la igualdad
Z )\ji — )\ij - O
J:(6,5)€T
para toda eleccion de i € Iy.
Luego, resta la prueba para la restriccion semidefinida. Nuevamente, se quiere ex-
plotar la estructura de la matriz que se quiere probar semidefinida positiva. Se buscan

expresiones para las matrices asociadas a cada variable activa lambda en términos de

vectores candnicos.:

1 1
_ T T
Ai+n+2,i+3n+4 = §ui+3n+4(hi+n+2 - hi+3n+4> + §(hi+n+2 - hi+3n+4)ui+3n+4
1 h h T h h N
= 5U1+3n+4( i+1 — i+2n+3) + 5( i+1 — i+2n+2+3)ui+3n+4
1 + 1 T
Ai+3n+4,i+n+2 = §ui+n+2(hi+2n+3 - hi+1) + §(h¢+1 - hi+2n+3>ui+n+2
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= Aitnt2,i+3n+4 T Aitsntd itny2

1

= _§(Ui+n+2 - ui+3n+4)(hi+2n+3 - hi+1)—r - (hz’+1 - hi+2n+3)(ui+n+2 - Ui+3n+4)T

DN =

7
— % (€itn+2 — €it3n+ta) Zej+1 +(n—-1) Zej+n+2 — Z ejronts — (n—1) Zei+3”+4
j=1

j=1 j=1 j=1

n T
+3, d ejit (=1 ejnr2— 3 €ijants— (=1 ejiania | (Cipni2 — Civania)
=1 =1 =1 =1

La restriccion semidefinida puede reescribirse como una matriz por bloques, reduciendo
la dimension de ésta tras eliminar filas nulas. Se define la matriz L de n X n para mos-
trar esta representacion equivalente, utilizando la simplificacion de la notacion para las

variables lambda de la forma \; == \iyn12i+3n+4,

A1 0 0 ... 0
A2 A2 0 ... O

L — A3 A3 A3 ... O
Ao An Xn e X

Luego, la restriccion semidefinida puede reescribirse como

I LT O LT —M1
L (m-1)(L+L"Y —-L (1-n)(L+L") (1-n)M1
o LT I LT M1 | =o
—L (A-n)(L+L") L (n—=1)(L+LT) (n—1)M1
-M1" (1-n)M1T  M1T  (n—1)M1T 2nM?

La evidencia computacional sugiere que la restriccion se cumple y que los valores
propios de esta matriz son positivos, pudiendo obtenerse expresiones simbdlicas para la
mayoria de los valores propios de la matriz. Sin embargo, no se logré una prueba cer-
tera encontrando el total de valores propios o utilizando algiin método alternativo para

verificar el cumplimiento de la restriccion.
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A continuacion se proveen los vectores propios encontrados, partiendo por aquellos

que son nulos. El niicleo de la matriz contiene al subespacio generado por el vector
T BT T BT T
(O{]_ 7/6 7_0'/1 aﬂ ,Oé/M) 9

para variables o € Ry € R"™. Esto se comprueba mediante el producto matriz-vector

I LT o -LT -M1 al
L (n-1)(I+LT) —L (1-n)(L+LT) (1-n)M1 I
o —LT I LT M1 —al | = Ogpy1,
—L (-n)L+LT) L (n—1)(L+LT) (n—1)M1 an

-M1T (1-n)M1T M1T (n—-1)M1T  2nM?
utilizando la igualdad L1 = ”T’ll en el cdlculo. Luego, se tienen al menos n + 1 valores
propios nulos. Ademads, las implementaciones computacionales indican que hay solo esa
cantidad de valores propios cero. Resta, sin embargo, comprobar esta afirmacion tedrica-

mente.

Por iiltimo, para cualquier eleccion arbitraria de v € R" se tiene la igualdad

I LT ] -LT -M1
n L (n—1)(L+LT) —L (1—n)(L+LT) (1-n)M1 o n o
—— o) LT I LT M1 yol==1 7],
2n —L (1-n)(L+LT) L (n=1)(L+LT) (n—1)M1 On 2n On

-M1T (1-n)M1T M1T (n—1)M1T  2nM?
deduciéndose que existe un valor propio 5= con multiplicidad n. Igualmente, puede dedu-
n
cirse de los resultados computacionales que ésta es la mdxima multiplicidad para tal valor
propio. Sin embargo, debido a no tener conocimiento de los 2n valores propios restantes,

no se puede concluir formalmente tal afirmacion.
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ANEXO C. RESULTADOS COMPLEMENTARIOS PARA PEP INCREMENTAL

C.1. Calculo del dual SDP batch

En esta seccion se realiza el calculo del problema dual del modelo PEP incremental
(6.12) presentado en la Seccién 6.1. El problema (6.12) modela el peor caso real de una
métrica P iSOLG-representable de estabilidad y convergencia del gap de optimalidad
que actda sobre pérdidas en la clase generalizada ), para dimensiones d > (2K +
3)n + 2, realizando actualizaciones de algiin método incremental M aplicado al problema
de minimizacion de riesgo empirico (1.3), de acuerdo a la reformulacion semidefinida

expuesta en el Capitulo 6.

Se presenta la Proposicion C.1, resultado que indica el dual al problema mencionado.

Proposicion C.1. El dual al problema (6.12) es el problema semidefinido

inf TR®+ Z wiMl? + K

Aij iy Ts Ky iely

s.a Z )\iinj + Z M’LAMZ + TAR + IiAy + QOA* — C i O
(i,j)EI i€l
D Njlej—e)=b
(4,9)€Z

T,k > 0;0 € R.

DEMOSTRACION. Se lleva el problema primal a una forma estdndar para optimiza-

cion semidefinida. Primero, se agregan las variables de holgura sy correspondientes a
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cada restriccion,

sup b'v+ Tr(CX)
vEREE+3)n X c§(2K+3)n+2
sa  Tr(AyX)+v—vits; =0 (Vijel)
Tr(Ap, X) + s; = M? Viel
) el e
Tr(ArX) + sgr — R2
Tr(A.X) —0.

Para lograr la reformulacion, se separan las partes positiva y negativa de v, v = v +v™.

Ademds, se considera la matriz diagonal por bloques de variables
diag(s) (0] (0] (0]
X _ < O  diag(vt) o o} >
i o)
X

y el vector de holguras s = {5} .7, Iy U{R,y,«)- LUEGO, s€ definen las matrices paramétri-

cas diagonales por bloques

diag(e;;) (0] @] (0]
o O diag(ej—e;) 0] @) .o
AU - < o o diag(e;j—ej) O (V(ZM]) S I)
o o O Ajj
diag(e;) O O O
B O 00 O .
An, = 0O 00 O (Vi € In)
O OO0 Ay,
B diag(er) O O O
— O 00 O
Ap = ( O 00 O )
O 0O Agr
B diag(ey) O O O
A = O 00 0
Y O 000
O O0O0A,
" 000 O
— <O 00 O )
*— | 000 O
O 0 O A.
o O o}
Cf _ [ O diag(b) 0] @]
“ \O O diag(-b)O |~
o O o C
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quedando una version estdandar del modelo primal anterior, expresada solo mediante res-

tricciones de igualdad

sup Tr(CX)
s,ut = >0; X eS4T+11
s.a Tr(ANin) =0 (Vi,j € T)
) ( ) (C.2)
Tr(ARX) = R2
Tr(Ava) = 1
Tr(A.X) =0

Luego, se plantea el modelo dual estdndar, considerando las variables duales k., T, j1;, p y

\ij asociadas respectivamente a las matrices por bloques fiy, Ag, A;w“ A, y A~Z-j,

inf TR + ZM1M2+H
{)\ij}(i,j)ela{/‘i}ielM TR il
e D Ay Y piAu 4 rAy A+ A = C = O,
(i.9)€T i€y

(C.3)
Finalmente, se nota que la restriccion semidefinida presenta sumas ponderadas de matri-
ces diagonales por bloques, donde los tres primeros bloques de la diagonal corresponden
a matrices diagonales, lo que entrega tres restricciones separadas. La primera correspon-

de a la condicion

Z AijSij + Z WiS; + Ksy +1sg = O,

(i,5)€T i€l

que dada la no-negatividad de las holguras, es equivalente a que las variables duales,
salvo ¢, tomen valores no-negativos. La segunda y tercera son equivalentes al par de

desigualdades vectoriales

Z(i,j)ez Aij(ej —e;)) —b>0

> ez Nijlei —ej) +b >0,
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donde se puede concluir la igualdad a cero. Por lo tanto, el problema dual puede reescri-

birse de la forma expresada en (5.15):

inf TR+ Z wiM? + K

AijoHis TR0 iely

s.a Z )\iinj+ ZM,AMZ‘FTAR—FI{AZJ—FQOA*—CEO
(i,J)€T i€lpr
D Njlej—e)=b
(4,9)€T

T,k >0
v € R.

concluyendo el resultado enunciado. 0

La Proposicion C.1 garantiza que el dual de problema incremental planteado para am-
bos SGD incremental e IncrementalProx es el presentado en el Capitulo 6. Este resultado
permite su utilizacién para el estudio de acuerdo con la teoria de dualidad Lagrangiana.
En la seccidn siguiente, se presenta un resultado de dualidad fuerte valido para ambos

métodos y para las distintas métricas de rendimiento cuantificando el peor caso.

C.2. Dualidad fuerte para SDP incremental

En esta seccién se presentan una garantia de dualidad fuerte vélida para todos los
modelos PEP incrementales desarrollados en el Capitulo 6. Esta demostraciéon garantiza
dualidad fuerte para el problema de maximizar una métrica de rendimiento que comprende
los fendmenos de optimizacion (mediante el gap de optimalidad) y de estabilidad (median-
te la diferencia en norma de las trayectorias) del peor caso de una implementacion de los
métodos SGD incremental e IncrementalProx. Se plantean nuevamente el resultado de
dualidad fuerte para el modelo incremental ya introducido, junto a su prueba y a una des-
cripcién de como extender el resultado al andlisis de errores de estabilidad y optimizacién

por separado.
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Proposicion C.2. Sea (5.14) iSOLG-representacion del problema de peor caso con-
Jjunto de optimizacion y estabilidad de una ejecucion de K rondas del método de gradien-
te estocdstico incremental o el método IncrementalProx. Sea (5.15) su dual semidefinido,
donde ambos problemas son factibles. Entonces, ambos poseen un valor optimo idéntico

y existe un punto primal-factible que alcanza tal valor.

DEMOSTRACION. Se demuestra la dualidad fuerte mediante un certificado para la

condicion de Slater en el problema dual. Se nota que la matriz

S=TAp+ kA, + > iy,
i€l
es una matriz diagonal y de rango completo para 7, k, j; > 0. Se buscan valores apropia-
dos de las variables duales de manera que la condicion semidefinida del problema (6.13)
se cumpla de manera estricta, y adicionalmente, se cumpla la igualdad vectorial. En pos
de esto, se buscan los valores propios de C' (definido en (6.11)), notando que un cdlculo

rutinario entrega que los mdximos valores propios en valor absoluto son

Mn [n(K+1)2K +1)
+ 2 \/ 3K '

Ademds, se acota superiormente la norma de las matrices asociadas a la interpolacion

convexa para el caso no-suave. Sea (i, j) € L:
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Luego, fijando los valores

(

mllhs = Ryl ™t (i # )
€ij =
E (i=4)
)
\ Lte; ((=QK+2n+1,j=02K+2)n+1;1l€[n])
ij — )
\Eij e.o.c.

se cumple la restriccion de igualdad vectorial a b, definido en (6.10). Resta demostrar el
cumplimento estricto de la restriccion semidefinida, por lo que se acota superiormente la

norma, notando el hecho que hg 2y, +; = 0 para todo i € [n] y utilizando la desigualdad

triangular se tiene

> XAy = Cf| < lhaknsall + D el Agll + lIC]

(i.j)€T (i.5) €L i#j
Mn\/n(K+1)(2K+1)
< ||hakn 1 .
| Porcnial| +1+ 7 3K

El cdlculo de la norma restante entrega

nn?(K +1)(2K + 1) Mn\/n(K+1)(2K+1)
> XAy —C <\/1+ % +1+— 2K ,

(4,5)€T

donde en la desigualdad estricta se utiliza el valor propio mdximo de C'y los valores fija-
dos para las variables \; ; mds arriba. Finalmente, se considera B como la cota superior
estricta calculada, que corresponde a una funcion solo de los pardmetros del problema.
Basta fijar el resto de las variables duales que conforman la diagonal con valor By fijar

@ = 0 para concluir la prueba con la desigualdad estricta

S+ Y NjA;—C = 0.

(4,9)€T
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COMENTARIO C.1. Al igual que las pruebas presentadas para modelos PEP batch,
esta prueba es similar para las métricas separadas de estabilidad y optimizacion. En el
caso de optimizacion, C = O es mayorado estrictamente por el mdximo valor propio

presentado, siendo la demostracion un certificado vdlido para este caso alternativo.

En cambio, para el caso de estabilidad, la eleccion de \;; = €;; en todo par de L basta
para lograr la igualdad vectorial a b = 0. Consecuentemente, B es una cota superior mds

laxa, pero atin vdlida.

La prueba anterior funciona para los dos métodos incrementales presentados, ya que
la eleccién de pardmetros hogp i, M2k +2)n+i Y C €s comin a ambos. Se destaca el hecho
que la eleccion de método, en términos del problema semidefinido, depende solo de los
vectores Ny fijados. Se concluye que en ambos casos el gap de dualidad es nulo y el valor

primal se alcanza.
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