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RESUMEN

Se plantea un modelo estocastico de aplicacion del proceso de lluvia escorrentia
mediante la teoria de colas como una alternativa a los modelos existentes actualmente. A
partir de datos de informacion meteorologica de lluvias medidas en distintas estaciones,
como Santiago en Quinta Normal y Chillan en la Facultad de Ingenieria Agricola de la
Universidad de Concepcion, se caracteriza la lluvia en unidades equivalentes de
precipitacion. Estas constituyen la variable de excitacion del modelo. Se desarrolla el
modelo estocastico utilizando la teoria de colas, mediante la cual se emula el
comportamiento del proceso de lluvia-escorrentia como la atencion de clientes (en este
caso, las unidades equivalentes de precipitacion), para lo cual se interpreta la cuenca
como una serie de servidores de atencidon que representan cada uno de los procesos
involucrados en el proceso hidroldgico, es decir, la infiltracion, la evapotranspiracion, la
percolacion y el escurrimiento superficial. Simultaneamente, el mismo registro de
lluvias es analizado mediante el modelo de simulaciéon HEC-HMS (U.S. Army Corps of
Engineers, EE.UU.). Después de un andlisis de sensibilidad, se comparan ambos
resultados, obteniéndose un buen ajuste. Ademas se calculan parametros propios de la
teoria de colas como la probabilidad y rendimiento de procesos como la evaporacion,

infiltracion y percolacion.
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ABSTRACT

We propose a stochastic model for the application of rainfall-runoff process using
queuing theory as an alternative to currently existing models. Using data of
meteorological information measures in various stations, as in Quinta Normal, Santiago
and the Faculty of Agricultural Engineering, University of Concepcion, Chillan, rain is
characterized in equivalent units of precipitation. These constitute the variable of
excitation of the model. A stochastic model is developed using queuing theory, by which
emulates the behavior of the rainfall-runoff process and the attention of customers (in
this case, the equivalent units of precipitation), for which the basin is interpreted as a
series of care servers representing each of the processes involved in the hydrological
process, i.e., infiltration, evapotranspiration, percolation and runoff. Simultaneously, the
same record rainfall is analyzed through the simulation model HEC-HMS (U.S. Army
Corps of Engineers, USA). After a sensitivity analysis, we compare both results and find
a good fit. Besides queuing theory’s own parameters as probability and yield of
processes such as evaporation, infiltration and percolation, are calculated.

xii



1. INTRODUCCION

Existen variedad de modelos analiticos que se aproximan a la solucion del problema
hidrologico de determinar el comportamiento estadistico de las variables hidroldgicas de
una cuenca, como la escorrentia, infiltracion, evapotranspiracion, percolacion, etc. a
partir de las caracteristicas de las lluvias y las propiedades de la cuenca. Uno de los
primeros intentos corresponde a Eagleson (1972), quien desarrolla un modelo que asume
la independencia entre los elementos constituyentes de un evento de tormenta (duracion,
volumen, intensidad) y considera una infiltracion constante. Diaz-Granados et al. (1984),
igualmente consideran la independencia entre elementos, pero utiliza como método de
infiltracion la ecuacion de Philip. Guo y Adams (1998a,b) utilizan la distribucion
exponencial para representar los elementos de una tormenta y la ecuacion de Horton
como método de infiltracion. Zegpi y Fernandez (2010), incluyen la dependencia entre
las propiedades para lo cual caracterizan las lluvias mediante funciones de probabilidad
conjunta bivariadas del volumen y la duracion; y estiman la infiltracion de la misma
manera que Guo y Adams (1998a,b). Todos los modelos mencionados anteriormente
necesitan de los pardmetros geomorfoldgicos y caracteristicas meteoroldgicas de la

cuenca Yy han sido aplicados preferentemente a cuencas urbanas.

Desde hace tiempo se reconoce que la mayoria de los fenémenos hidroldgicos en la
naturaleza son procesos estocasticos (Yevjevich, 1972), cuya aleatoriedad y evolucion
en el tiempo y el espacio, juegan un rol muy importante cuando se los quiere representar
mediante modelos matematicos. En particular la generacién de flujos en cuencas urbanas
se debe a la lluvia producida por tormentas que Se comportan COmoO un pProceso
estocastico cuyas caracteristicas de precipitacion, duracion, intensidad y tiempo entre
tormentas, son variables aleatorias con alto grado de dependencia temporal y espacial. Y
por lo tanto el escurrimiento resultante es de caracteristica estocastica, y su aleatoriedad

debe ser tomada en cuenta en el dimensionamiento de las obras de drenaje.



Yevjevich (1972), afirma que un uso simultineo de meétodos deterministicos y
estocésticos, de anélisis y descripcion de procesos hidroldgicos en la naturaleza, es
necesario para producir la informacion mas préactica y cientifica para hidrologia en
general, y para el desarrollo, conservacion y control del agua como recurso en particular.
Es por eso que persiste el interés en el desarrollo e investigacion de métodos estocasticos
de lluvia-escorrentia que puedan reproducir el comportamiento de los procesos
involucrados, y brindar resultados que representen su aleatoriedad. Sin embargo los
modelos de teoria de colas no son habituales a pesar de su gran desarrollo y aplicacion

en sistemas en los cuales la aleatoriedad y la dependencia son relevantes.

Para el andlisis de un proceso de lluvia-escorrentia, existen variedad de modelos, para
los cuales, la lluvia como elemento de entrada del sistema, basicamente es caracterizada
de las siguientes maneras (Palynchuk et al., 2008):

o Series continuas. Registros historicos de lluvias en intervalos de una hora o
menores.

o Eventos independientes de tormenta. Los cuales son obtenidos de los registros
historicos de lluvias mediante métodos de separacién de tormenta, que garantizan
su independencia.

o [Eventos extremos de tormenta reales. Eventos mayores de tormenta historicos
que son analizados como eventos extremos.

e« Tormentas de disefio. Construidas para determinados periodos de retorno a
partir de las Curvas IDF, Intensidad Duracion y Frecuencia.

La gran cantidad de informacion que contienen las series de datos meteorolégicos
usualmente se acostumbra resumir en curvas tipo IDF, Intensidad Duracion Frecuencia,
0 en tormentas de disefio para diferentes periodos de retorno. Los modelos de lluvia-
escorrentia mas simples, que calculan los caudales a partir de estas tormentas o, en

algunos casos, a partir de eventos extremos de tormenta reales, obtienen resultados para



condiciones poco frecuentes (Zegpi, 2008) y las condiciones habituales son rara vez o

nunca consideradas.

Hoy en dia estdn empezando a emplearse modelos computacionales de simulacion
continua alimentados por toda la serie meteorologica disponible. Lo que permitiria
calibrar los resultados contra las medidas actuales de escurrimiento si se tuvieran
(Palynchuk et al., 2008). Existen también los modelos analiticos, los cuales se basan en
el comportamiento estadistico de las tormentas. Las caracteristicas de las tormentas son
analizadas y ajustadas a funciones de distribucion de probabilidad (PDF - probability

density functions).

Entre las aplicaciones mas evidentes de estos modelos esté el drenaje urbano de aguas
[luvias, motivado porque el crecimiento y desarrollo de una urbanizacion trae consigo
impactos en las condiciones naturales de la zona donde esta asentada. Entre estos se
pueden contar el aumento del volumen de agua escurrida, erosion del lecho del cauce
original del rio, y el lavado y transporte de agentes contaminantes (Guo & Adams,
1998a). En el caso de las cuencas urbanas, la descripcion de ellas puede ser muy
detallada y ademas interesa conocer el efecto sobre la hidrologia de las modificaciones
gue puedan hacerse a estos parametros, manteniendo las condiciones meteorolégicas de
las tormentas. El disefio de sistemas de drenaje, se aborda habitualmente con las
siguientes etapas (Adams et al., 1986): a) seleccidn, analisis de datos meteoroldgicos, b)
aplicacion de un modelo de transformacion lluvia-escorrentia, c) disefio de los elementos
requeridos por el sistema, d) control del caudal de salida. La determinacion de caudales
y volumenes de agua generados por la lluvia en cuencas urbanas es muy importante para
el disefio de estructuras de retencion, infiltracion y encauzamiento. Debido a esto, surge
la necesidad de tener al alcance modelos de simulacion de tormentas que tomen en
cuenta la variabilidad de mismas, incluyendo no solo los eventos extraordinarios sino
también los mas frecuentes que tienen gran impacto en los sistemas receptores, la

vegetacion y el funcionamiento de las ciudades.



Por otra parte la ecohidrologia ha puesto de relieve el interés por cuencas naturales de
tamafio reducido, en las cuales interesa conocer el efecto de modificaciones ya sean
antropicas o naturales sobre la vegetacion y el ecosistema de la cuenca, identificando los
fendmenos meteorolégicos e hidroldgicos que pueden ser relevantes en estas
modificaciones (Rodriguez-lturbe & Porporato, 2005). A todo esto se agrega la
preocupacion por las consecuencias del calentamiento global, por lo cual desde el punto
de vista hidrologico resulta necesario disponer de herramientas que permitan visualizar
los efectos de cambios climaticos en la atmosfera, precipitacion y temperatura, sobre el

comportamiento del agua en el suelo y el subsuelo.

Ademas desde el punto de vista de la modelacion se propone aplicar modelos
estocasticos tipicos de la ingenieria industrial a fenomenos hidroldgicos, entre ellos los

que se derivan de la teoria de colas.

Un sistema de colas, puede ser descrito como clientes que llegan para ser atendidos por
un determinado servicio, que esperan por el servicio si este no es inmediato, y que, si
tuvieron que esperar, van dejando el sistema después de ser atendidos (Gross et. al,
2008). La teoria de colas fue desarrollada para introducir modelos que puedan predecir
el comportamiento de sistemas que intentan proveer un servicio para demandas que
surjan al azar. Los primeros problemas estudiados por medio de la teoria de colas fueron
aquellos que involucraban la congestion del trafico telefénico (Gross et. al, 2008). El
estudio de aplicaciones por medio de la teoria de colas, a pesar de haber sido en sus
inicios mas o menos lento, comenzd a acelerarse en la mitad del siglo XX, y desde

entonces se han desarrollado muchos trabajos al respecto (Gross et. al, 2008).

Actualmente, la teoria de colas es usada extensamente en ingenieria industrial en
problemas de maximizacién de eficiencia de plantas (Arnold et. al, 1988). Existe, sin
embargo, el interés de representar por medio de la teoria de colas, el comportamiento de

los componentes del proceso de lluvia-escorrentia en cuencas urbanas. Este tipo de



modelos parece muy atractivo para fines de planificacién de cuencas considerando la
calidad del servicio frente a diferentes escenarios hidroldgicos.

Algunos investigadores usaron la teoria de colas para su aplicacion en determinados
fendmenos hidroldgicos. Langbein (1958) propuso un método para determinar la
cantidad de almacenamiento remanente para regular los caudales, basado en la analogia
con la teoria de colas. En este modelo la afluencia de agua representa la llegada de
clientes, el desagiie de agua representa la partida de los clientes después de ser atendidos
y el agua embalsada representa una cola de clientes. Fiering (1961) con un analisis
parecido, propuso la aplicacion de la teoria de colas junto con técnicas de simulacién de
Monte Carlo para la solucién del problema de seleccion del disefio éptimo para un
embalse multi-propoésito. Arnold et. al. (1988) realiz6 una modelacién hidrologica de
una cuenca pequefia mediante un modelo computacional de simulacion de redes basado
en la teoria de colas. Para ello representa a la lluvia como cliente, y el suelo como el
servidor, la partida de clientes seria la escorrentia superficial. En este trabajo, los
clientes son definidos como 1 mm de agua y se modela un evento representado por su
distribucion de probabilidades. EI modelo no fue probado extensivamente, fue aplicado
solamente a una cuenca; sin embargo prueba que la teoria de colas es capaz de

simulaciones realistas.

La hipdtesis de este trabajo es que la aplicacion de un modelo estocéstico de lluvia-
escorrentia utilizando la teoria de colas, permite la obtencion de la funcion de
distribucion de probabilidad del caudal de escorrentia y de otros pardmetros
hidrolégicos, es decir, un espectro de resultados posibles bajo condiciones reales; y
facilita la planificacion y visualizacion de los efectos del desarrollo de soluciones en
zonas urbanas, o cuencas de poca extension, dependiendo de las condiciones climaticas
reales, sin necesidad de tener que desarrollar un proyecto con informacion a detalle.

Adicionalmente, se demuestra que la teoria de colas, ademas de su aplicacion primaria



de maximizacion de eficiencia, es un método que también puede adecuarse a la

modelacién de fendmenos fisicos de pequefia envergadura y en zonas puntuales.

A partir de datos de informacion meteoroldgica de lluvias medidas en distintas
estaciones, como Santiago en Quinta Normal y Chillan en la Facultad de Ingenieria
Agricola de la Universidad de Concepcion, se caracterizard la lluvia en unidades
equivalentes de precipitacion. Estos constituiran la variable de excitacion del modelo. Se
desarrollara el modelo estocastico utilizando la teoria de colas, mediante la cual se
intentara emular el comportamiento del proceso de lluvia-escorrentia como la atencion
de clientes, para lo cual se interpretara el suelo como una serie de servidores de atencion
que representaran cada uno de los procesos involucrados en la precipitacion y
escurrimiento, es decir, la infiltracién, la evapotranspiracion, la percolacion y el
escurrimiento superficial. Simultdneamente, el mismo registro de lluvias sera analizado
mediante un modelo de simulacién simple y universalmente empleado como el modelo
computacional HEC-HMS (U.S. Army Corps of Engineers, EE.UU.). Finalmente se

compararan y discutiran los resultados de ambos métodos de andlisis hidrologico.

Los resultados que se espera obtener a partir de la aplicacion del modelo estocastico son,
la funcién de distribucion de probabilidad (pdf) del caudal de escorrentia, asi como
parametros propios de la teoria de colas como la probabilidad y rendimiento de procesos
como la evaporacién, infiltracién y percolacién, que sean en alguna medida comparables

con el caudal calculado por medio del modelo computacional HEC-HMS.



2. OBJETIVOS
2.1 Objetivo General

El objetivo general de esta tesis consiste en proponer y aplicar un modelo estocastico
para el proceso de lluvia-escorrentia mediante la teoria de colas como una alternativa a
los modelos existentes actualmente, que permita capturar la variabilidad vy

comportamiento estocastico de los procesos involucrados.

2.2 Objetivos especificos

Dentro de los objetivos especificos se encuentran: 1) proveer lineamientos para
cuantificar los efectos aleatorios del clima sobre el escurrimiento principalmente en
cuencas simples, 2) desarrollar la aplicacion temporal de la modelacién basada en teoria
de colas, 3) analizar el orden y la importancia que tienen los procesos que participan en
la conversion de lluvia a escurrimiento, especialmente las propiedades climéticas de
cada zona y del suelo, y 4) determinar ventajas y desventajas en comparacion a otros

enfoques de modelacion disponibles.



3. MODELO ESTOCASTICO DE LINEA DE ESPERA

El uso de teoria de colas para modelar los procesos de retencion, almacenamiento,
infiltracion y escurrimiento en una cuenca, requiere vincular las propiedades fisicas
hidrolégicas de la precipitacion y el suelo con el modelo matematico. A continuacion se

detallan algunos enfoques para abordar estas relaciones.

3.1 Elementos del sistema de espera

Un sistema de espera tiene basicamente dos elementos para representar a los dos actores
principales del ciclo hidroldgico: el agua de lluvia, representada por las tormentas, como
cliente en todos los casos; y dependiendo de la etapa, los proceso hidroldgicos en la
cuenca (la evapotranspiracion, la infiltracién, almacenamiento en la zona no saturada y

evaporacion) como servidores.

Entrada de clientes (Tormentas) Salida de clientes

—_— O O O O QO =———>

Servidor — Proceso hidrologico

Figura 3-1: Representacion grafica de un sistema hidroldgico de linea de espera.

3.1.1 Clientes

Estan representados por el agua de lluvia de cada tormenta caracterizada en unidades
equivalentes de lluvia (ue). Bajo un determinado patron, llegan al sistema para ser
atendidos por un servidor, y de acuerdo a las caracteristicas impuestas al sistema, estos

forman una cola y pueden dejar el sistema después de ser atendidos o rechazados.



3.1.2 Servidor

El servidor est& representado por un proceso hidroldgico en la cuenca analizada, y por
las propiedades inherentes al mismo. El servidor esté asignado a un determinado proceso
hidrolégico para el cual, dependiendo del servicio, atencion o rechazo, el agua puede
cambiar su manera de escurrir 0 tomar diferentes direcciones después de su atencion
para completar el ciclo hidroldgico. En el presente trabajo los procesos hidroldgicos
representados por un servidor son: evapotranspiracion, infiltracion, almacenamiento en

la zona no saturada y evaporacion del agua del suelo.

3.2 Caracteristicas del sistema de espera

De acuerdo a Gross et al. (2008), son seis los elementos que describen un sistema de
espera. Los que son analizados de acuerdo a las condiciones de cada proceso hidrolégico

en el presente trabajo:

1) Patron de llegada del agua de lluvia.

2) Patrdn de servicio.

3) Disciplina de la cola.

4) Capacidad del sistema.

5) Numero de canales de servicio en paralelo.
6) Numero de etapas de servicio.

3.2.1 Patron de llegada del agua de lluvia

El patron de llegada del agua de lluvia es estocastico, en el cual el tiempo entre llegadas
de los clientes, se representa por una distribucion de probabilidad que lo describe de

forma adecuada, ademas se considera estacionario, es decir no cambia en el tiempo.

Restrepo y Eagleson (1982) probaron que el tiempo entre tormentas para una amplia

variedad de series en diferentes zonas geograficas, se distribuye exponencialmente.
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Basado en este sustento, para el presente trabajo las llegadas de las lluvias seguiran una
distribucion exponencial, lo que resulta ventajoso, dada la relacion que tiene esta

distribucion con el proceso Poisson.

3.2.2 Patrén de servicio

También es necesaria una distribucion de probabilidad para describir los tiempos de
atencion que brinda el servidor al agua de lluvia. Al igual que el patron de llegada, el

patrén de servicio es estacionario.

En el presente trabajo, el patrén de servicio esta gobernado por una tasa constante del
proceso hidrolégico involucrado. Incluso si esta tasa es alta, es muy posible que clientes

se queden esperando en la cola.

3.2.3 Disciplina de la cola

Se refiere a la manera en que el agua es atendida a medida que llega al servidor. Se
trabaja con la mas comun, que se adapta perfectamente a las condiciones de llegada:
FCFS (first come, first served) que significa “primero en llegar, primero en ser

atendido”.

3.2.4 Capacidad del sistema

Se refiere a la limitacion fisica que tiene un sistema de colas, es decir si la longitud de la
cola alcanza cierto valor, ya no se permite entrar a mas clientes (agua de lluvia) hasta
que haya espacio disponible. Los clientes rechazados, aportan a los diferentes tipos de
escurrimiento considerados. Este tipo de sistemas de colas, se denominan comunmente
como “situaciones de colas finitas” (Gross et. al, 2008). Desde el punto de vista

hidrolégico, la capacidad del sistema esta relacionada con el almacenamiento maximo.
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Resumiendo los procesos mencionados hasta el momento; la reaccion del cliente al
entrar al sistema determinard el comportamiento que toma el agua al entrar en
interaccion con el servidor (evapotranspiracion, infiltracion o almacenamiento en la zona
no saturada y evaporacion del agua del suelo). En este caso el agua no tiene otra opcion
que quedarse una vez haya llegado al sistema, donde, dependiendo de su tasa de llegada
y la tasa de atencidn, se formard una cola de clientes que corresponde a un
almacenamiento (intercepcion, encharcamiento, saturacion o evaporacion desde el
suelo), y finalmente, del servidor depende si el agua es rechazada (precipitacion neta,
escurrimiento superficial o aporte al flujo superficial) o atendida (agua evaporada, agua

infiltrada o agua que aporta al acuifero).

La distribucion de probabilidad para la longitud de la cola, o del agua almacenada en
cada etapa, es el resultado de los procesos de llegada y servicio; los que generalmente,

aunque no universalmente, se asumen independientes mutuamente (Gross et. al, 2008).

3.2.5 Numero de canales de servicio en paralelo

Como en este caso el Unico servidor es el suelo, solo habra un canal de servicio. Sin
embargo pueden concebirse extensiones a cuencas mas complejas, con suelos de

distintas propiedades que pueden organizarse como servidores en paralelo.

3.2.6 Numero de etapas de servicio

Se refiere a las etapas por las que tiene que pasar un cliente a lo largo de un canal de
servicio, puede representar los procesos por los que tiene que pasar el agua de lluvia
(cliente), evapotranspiracion, infiltracion, almacenamiento en la zona no saturada y
evaporacion del agua del suelo, hasta abandonar completamente el sistema, en este caso,
hasta salir de la cuenca, ya sea como escurrimiento a la salida, percolacion profunda o

evaporacion a la atmasfera.
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3.3 Notacion

La teoria de colas tiene un sistema de notacion estandar descrito por simbolos que
representan una etapa, si es que el sistema tiene varias. Segin Gross et. al, (2008), una

cola se identifica como:

A/BIXIYIZ

Donde:

A = Distribucion de probabilidad del tiempo entre llegadas

B = Distribucidén de probabilidad que describe el patron de servicio
X = Numero de canales de servicio en paralelo

Y = Restriccion de la capacidad del sistema

Z = Disciplina de la cola

Como se expuso anteriormente, la distribucion de probabilidad tanto de los tiempos de
Ilegada del agua al sistema como los tiempos de servicio del proceso hidroldgico tomado
en cuenta, siguen una distribucion exponencial; o de manera equivalente, que tanto el
patron de llegada del agua como el patrén de servicio estan representados por un proceso
Poisson (proceso de nacimiento y muerte), cominmente llamados markovianos debido a
la caracteristica “sin memoria” de la distribucion exponencial. Hay solo un canal de
servicio. En cuanto a la capacidad del sistema, a lo largo del presente trabajo se analiza
tanto como infinita (Y=o0) como con una restriccion (Y=K) determinada a partir de las
caracteristicas propias del proceso hidrolégico involucrado. Finalmente, para todos los
casos la disciplina de la cola es siempre FCFS. Por lo tanto, la notacion de los sistemas

hidrologicos analizados a continuacion sera la siguiente:

M/M/1/YIFCFS
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Cabe mencionar que dado que la disciplina de cola m&s comiunmente analizada es FCFS,
cuando esta es usada se omite de la notacion. Lo mismo ocurre cuando la capacidad del

sistema es infinita (Y=00). Entonces tipicamente se referiran como M/M/1 o M/M/1/K.

3.4 Proceso de nacimiento y muerte de las lluvias

La gran mayoria de modelos que se usan en teoria de colas estan basados en el proceso
de nacimiento y muerte el cual es especifico de una cadena de Markov en tiempo
continuo. Consiste en un conjunto de estados que describen la poblacién de clientes en
un sistema {0, 1, 2,...}. La transicion entre estados ocurre mientras los clientes entran o
salen del estado actual, siendo el nacimiento la llegada de un nuevo cliente al sistema y

la muerte la salida de un cliente del sistema después de ser atendido.

La distribucidn de probabilidad del tiempo que falta para el préximo nacimiento (llegada
de un cliente) es exponencial con pardmetro A,. Asimismo, la distribucién de
probabilidad del tiempo que falta para la préxima muerte (salida de un cliente) es

exponencial con parametro p, (Figura 3-2).

Ao M Ao A3 A4
AT YT ol i
© O O o @ -
Hi Mo U3 Lig

Hs

Figura 3-2: Transicidn en un proceso de nacimiento y muerte

Resumiendo, al observar la Figura 3-2, se ve que el cambio de estado, es decir el cambio
de nimero de ue’s (de una a una) en el sistema, se da de acuerdo a A, constante, si entra
una ue; y la tasa de servicio se da de acuerdo a p, constante. Si hay “n” ue’s en el

sistema, el tiempo hasta la siguiente llegada tendra una distribucion exponencial con
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valor esperado 1/An, y es independiente del tiempo hasta una nueva partida, el que tiene

una distribucion exponencial con valor esperado 1/p,.

Estos modelos tienen una entrada Poisson y un tiempo de servicio exponencial. Como se
mostrard mas adelante, se asume que la distribucion de los tiempos entre llegadas de
agua sera exponencial, al igual que los tiempos de servicio de los procesos hidrologicos
considerados; por lo que el analisis de la llegada de las lluvias seria Markoviano,

confirmandose que sigue un proceso de nacimiento y muerte.

Se sabe gque una tasa es la llegada o salida de elementos por unidad de tiempo. Ahora,
tomando en cuenta la teoria de cadenas de Markov en tiempo continuo, para cualquier

par de estados i y j, se define la siguiente ecuacion:

qij = Vi " Dij (3.1)

Donde,

gij = Tasas de transicion instantanea. Tasa a la cual el proceso realiza una transicion del
estado i al estado j (cuando esta en el estado i).

vi = Tasa a la cual el proceso realiza una transicion a cualquier otro estado, cuando se
encuentra en el estado i.

pij = Probabilidad de que la transicion a una tasa v; sea al estado j, estando en el estado i.

Entonces, siguiendo con el analisis de la Figura 3-2:

Vg = AO (32)
v = Ai + Ui i>0 (33)

Po1 =1 (3.4)
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Ai .
Piit1 = 75 - 1>0 (3.5)
Pii-1 = 7 i>0 (3.6)

La probabilidad de que una cadena de Markov en tiempo continuo, este en el estado j
después de un tiempo t, generalmente converge a un valor limite. Suponiendo que este

limite existe y que es independiente del estado inicial, se le llama P;:

Ademaés aplicando la condicion de balance (en el largo plazo) de tasas de entrada y

salida (Gross et. al, 2008), se tiene:

Vi Pj = Xkjqkj " Pk (3.8)

Para todos los estados j. Adicionalmente se debe cumplir que:

2jp=1 (3:9)

Donde,
p; = Probabilidad limite.

La definicion de la probabilidad limite p; para el caso de teoria de colas, es equivalente a
decir que es igual a la fraccion de tiempo en el largo plazo en el cual hay j unidades
equivalentes de agua (ue) en el sistema de linea de espera (Gross et. al, 2008).

En consecuencia analizando la ecuacién (3.8), los términos a la izquierda, corresponden
a la tasa a la cual el proceso deja el estado j; y los términos a la derecha corresponden a
la tasa a la cual el proceso entra en el estado j.
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A partir de las ecuaciones (3.2) a (3.6) y de la Figura 3-2, se tiene:

Estado 0:
Ao Do = Hi"P1 (3.10)
Estado n:
(An + tn) P = An-1 Pn-1+ Hnt1 " Prsr (3.11)

La resolucion de las ecuaciones (3.10) y (3.11) permite obtener dos relaciones, las que
seran importantes para los sistemas de linea de espera analizados mas adelante (Gross et.
al, 2008).

La primera relacién es la ecuacion para la obtencién de la fraccién del tiempo en el cual
hay n unidades equivalentes de agua (ue) en el sistema:

_ MaAn—zdo >
Pn=" Do (n>1) (3.12)

Que también puede ser representada de la siguiente manera:
n Aiog
Pn = Do Hi:lTi (3.13)

La ultima relacion es la fraccion del tiempo en el cual las unidades equivalentes (ue) que
Ilegan son directamente atendidas, es decir el sistema esta vacio, en espera de un nuevo

cliente.

] Ai- -1
po = (1427, [T, 22) (3.14)
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Generalmente, en la mayoria los sistemas de teoria de colas, al igual que en el presente
caso, las tasa de llegada al sistema de los clientes A, (n =0, 1, 2,...) y la tasa de servicio

un (n=1, 2, 3,...) asumen valores constantes; es decir, A, = A Y up = p para todo n.

Adicionalmente, es importante mencionar que existe una medida de la congestion de

trafico que existe para un sistema de colas de ¢ servidores:

_A
p= - (3.15)
Donde,

p = Intensidad de trafico.

En el caso del presente trabajo ¢ = 1, por lo que:

(3.16)

=

Cuando p > 1, es decir A >, y el sistema de colas no tiene una restriccion K. la tasa de
entrada de los clientes al sistema serd mayor a la tasa de servicio, por lo que la cola
crecera hacia el infinito y nunca asumird un estado estacionario. Por lo tanto, para
sistemas que no tienen una restriccion K, p < 1, si se quieren obtener resultados para un

estado estacionario a lo largo del tiempo.

Esta regla no aplica para sistemas con una restriccion K, puesto que una vez que el
sistema alcanza K namero de clientes, los siguientes en llegar después del K-ésimo

cliente son rechazados, de esta forma manteniéndose siempre el estado estacionario.
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Entonces, después de las dos ultimas definiciones, concernientes a las tasas de entrada
de clientes A y de servicio p constantes; y a la intensidad de trafico. Las ecuaciones
(3.13) y (3.14) seran:

Pn =Do" (ﬁ)n =Pop" (3.17)
Y,
po= (1432 (5)) =+ zm o (318)

Finalmente, reemplazando la ecuacién (3.18) en (3.17) se tiene,

Pa=p" (L + X0 p™)? (3.19)

Es a partir de esta ecuacion que se calculan los pardametros principales del sistema de
teoria de colas analizado en el presente trabajo.

3.5 Sistema M/M/1/K — Caso general

La razon por la que se analiza este sistema en particular, es porque sus caracteristicas
son ideales para representar la interaccion del agua de lluvia con los procesos
hidrologicos mencionados. Un sistema M/M/1/K, comunmente llamado cola con
truncamiento, es un sistema de un servidor, cuya atencién sigue una distribucion
exponencial; y para el que los clientes a ser atendidos, llegan de acuerdo a una
distribucion exponencial. Al mismo tiempo, el sistema tiene una restriccion K que esta

determinada por la capacidad méaxima del sistema.

En la Figura 3-3 se muestra el esquema del sistema estocastico M/M/1/K en su forma

general, los clientes (agua de lluvia) P+, tienen una tasa de llegada exponencial A, seran
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atendidos por un servidor (proceso hidrologico determinado) a una tasa u, se formara
una cola (Lg); al alcanzar el maximo valor de capacidad del sistema K, los clientes seran
rechazados por el sistema (P;) a una tasa A,. Los clientes atendidos (Pef) abandonan el

sistema a una tasa Aer.

Pr, &

Servidor

Pef, A vef

Figura 3-3: Sistema estocastico de linea de espera M/M/1/K

La forma en que trabaja el sistema M/M/1/K se explica mediante las cinco graficas que
representan las series de tiempo de cada una de las variables mostradas en la Figura 3-4;
primero, los clientes (precipitacién) P, llegan con una tasa A en pulsos de igual tamafio
(denominados ue); a continuacion el servidor (proceso hidroldgico determinado
previamente), atiende a los pulsos a una tasa de servicio u; en la tercera gréfica se
muestra los clientes que entran en servicio y que forman la cola, una vez que se llega al
méaximo de la capacidad K, el resto son rechazados; en la cuarta grafica se muestran los
clientes que son rechazados por el sistema (P;) a una tasa A, finalmente, la Gltima grafica
muestra los clientes (Per) que dejan el sistema después de ser atendidos a una tasa Aef.
Para efectos de claridad, en la primera grafica de la Figura 3-4, los pulsos que llegan a
ser atendidos estan diferenciados por un punto, el resto de los pulsos conforman los

clientes rechazados.
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Con la aplicacién del modelo de teoria de colas, se calculan las tasas de salida A; Yy Aer.
Se calcula la fraccion de tiempo en el cual hay “n” clientes en el sistema p, (n > 0); y las
probabilidades de que al llegar un cliente encuentre “n” en el sistema, g, (n > 0).
Finalmente se calculan los llamados parametros de desempefio, el valor esperado de
clientes en el sistema L, el valor esperado de clientes en la cola L, el valor esperado del
tiempo de duracion de todo el proceso W, y el valor esperado del tiempo de espera de
clientes en la cola W, Cada uno de estos parametros tiene una definicion fisica de

acuerdo al proceso hidroldgico que se analiza y esta sera explicada mas adelante.

3.5.1 Parametros de entrada y atencién del sistema de espera

En el sistema M/M/1/K, la llegada de clientes sigue una distribucion exponencial, con

tasa de llegada A:

a(t) = 1-elt (3.20)
Donde,

a(t) = Distribucion de los tiempos entre llegadas de los clientes.

A = Tasa de llegada de los clientes (1/hr).

Al mismo tiempo, los tiempos de servicio siguen una distribucion exponencial:

b(t) =u-e Mt (3.21)
Donde,

b(t) = Distribucion de los tiempos de servicio.

u = Tasa de servicio del proceso (1/hr).
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Ademas, la cantidad de clientes en el sistema estara restringida por una capacidad

méxima K del sistema.

Finalmente, hay que tomar en cuenta que un sistema de teoria de colas con tasas de
llegada y de servicio exponenciales (markovianas) y constantes, es un proceso de
nacimiento y muerte, en el presente sistema con A (n > 0) y u (n > 1) sin importar el

namero de clientes en el sistema (Gross et. al, 2008).

3.5.2 Parametros pn Y On

pn es la fraccion de tiempo en el cual hay “n” clientes en el sistema; y adicionalmente se

define g,, como la probabilidad de que al llegar un cliente encuentre “n” en el sistema.
Para obtener los parametros p,, se resuelve la ecuacion (3.19) determinada para el

proceso de nacimiento y muerte (punto 3.4). En el presente caso la sumatoria es hasta K

en lugar de infinito:
Pn=p" A+ XX p™" (0<n<K) (3.22)

Si se tiene la progresion geométrica:

(1-p%)-p
K ph =[S p™ —1=] 1 (b#1) (3.23)

K (=1

Reemplazando la ecuacion (3.23) en (3.22) y resolviendo, se tiene finalmente:

(1-p)-p™ (p + 1)

_ 1_pK+1
pn - 1

1 (=1

K+1

(0<n<K) (3.24)
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La ecuacion (3.24), es la ecuacién general para el célculo de p, en un sistema M/M/1/K.

Gross et. al, (2008), deducen la formula para q,. Se parte del hecho de que

gn = Probabilidad{n en el sistema/una llegada esta por ocurrir}:

qn = 2= (h<K-1) (3.25)

De donde p, Y pk se calculan de la ecuacion (3.24).

3.5.3 Parametros de salida del sistema

Una fraccién pk de las llegadas no se une al sistema porque llega a él cuando ya no hay
espacio, y son rechazadas. Por lo tanto la tasa real de llegadas que efectivamente se unen
al sistema para ser atendidas debe ser ajustada. Es posible entonces definir la tasa
efectiva de llegada y de salida, dado que dichas tasas pueden ser dependientes de la

probabilidad de estado del sistema (Gross et. al, 2008):

Tasa de llegada efectiva Ae:

Aef = XmzoA-pn=2A"Do" [ZNZ5p"] (3.26)

Resolviendo la ecuacion (3.26) se tiene:

Aep =1+ (1 —pg) (3.27)

Tasa de partida Ag4:

Ada =YK iu-pn=u"po [ZK_1p"] (3.28)
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Y su solucion:

Ag =p- (1 —po) (3.29)

Reemplazando los valores de la ecuacion (3.24) para po Y pk, €n las ecuaciones (3.28) y

(3.29), se puede comprobar que:

pe(L=po) =4-(1—pg) (3.30)
Es decir, que la tasa efectiva de entrada al sistema Af es igual a la tasa de partida Ag.
Finalmente, la tasa de los clientes rechazados A, seré:

Ao =A—Aep = A pg (3.31)
De las ecuaciones anteriores, se deduce que la probabilidad de que se puedan aceptar

nuevos usuarios, es decir la fraccion de tiempo durante el cual el sistema no estara a

capacidad completa, es:

Piibre = 1 — Pk (3.32)

3.5.4 Parametros de desempefio

El valor esperado del nimero de clientes en la cola L es (Gross et. al, 2008):

Ly =E[N,] = 3K ,(n— 1) p, (3.33)
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Tomando en cuenta la ecuacion (3.17) y resolviendo:

Ly =po - Tn2(n—=1)-p" =p? - po- XX ,(n—1) - p"~? (3.34)
Haciendo el cambio de variable: m =n—1:

Ly =p? po-Tm=am-p™ ! (3.35)

Si se tiene la progresion geométrica:

1-pK-Kk-(1-p)pK*
(p+1)
Koam-p™l = (-p)® (3.36)
K (K ~1) (=1

N | =

Reemplazando la ecuacién (3.36) y (3.24) para po en (3.35); y resolviendo, se tiene

finalmente:
p2.[1_pK_K.(1_p).pK—1]
(1-pK+1)-(1-p) (,0 * 1)
L, = E[N,] = (3.37)
a a K&-1) (p=1)
2:(K+1) p=

La ecuacion (3.37), es la ecuacion general para el calculo de Lq en un sistema M/M/1/K.

Para el célculo del nimero de clientes en el sistema L, Gross et. al, (2008) deducen la

siguiente férmula, para cualquier sistema:

L=Ly+=~ (3.38)
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Sin embargo, la tasa de llegada al sistema fue ajustada, por lo que la férmula (3.38) debe
ser ajustada con el resultado obtenido de la formula (3.27):

L=Lg+ =1+ 20— 1 45 (1-py) (3.39)
Lo que de acuerdo a la ecuacion (3.30) también es igual a:
L=E[N] =Ly + (1—po) (3.40)

Los valores esperados de tiempos de permanencia, tanto en el sistema W, como en la

cola Wy, se calculan por medio de la formula de Little (Gross et. al, 2008):
L=1-W (3.41)

Por lo que el valor esperado de tiempo de permanencia en el sistema W, es:

L L
W =E[T] = 7oy = 100 (3.42)
Y el valor esperado de tiempo de permanencia en la cola Wy, es:
_ _Lqg _L-pU-pk) _ ;1
Wq - E[TQ] - Aes A-(1-pg) w u (343)

Las ecuaciones mostradas son generales para el calculo de los pardmetros de desempefio
en un sistema M/M/1/K. El significado fisico de cada uno de estos serd explicado

durante el analisis de cada proceso hidrolégico.
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3.5.,5 Distribucion acumulada del tiempo de espera Wq(t)

Para tener mas informacioén sobre la naturaleza del tiempo de espera, se puede
determinar la funcién de distribucién acumulada (CDF - cummulative distribution

function).

Se designa por Tq como la variable aleatoria “tiempo ocupado en la cola” en estado
estacionario y Wy(t) representa su funcion de distribucion acumulada. Se sabe que g, es
la probabilidad de que al Ilegar un cliente encuentre “n” en el sistema justo antes de su

Ilegada. Entonces,

W, (0) = P{sistema esté vacio ante una llegada} (3.44)

W,(0) = P(T, <0)=P(T, =0) =q, (3.45)

Para calcular Wy(t) para t > 0, se acepta el hecho de que si a la llegada de un cliente,
existen n en la cola, para que éste entre en servicio en un tiempo entre 0 y t, todos los
clientes anteriores deberian haber sido servidos en t. Dada la caracteristica sin memoria
del servicio, la distribucién del tiempo requerido para que se complete el servicio a n
clientes es independiente del tiempo de la llegada actual.

Entonces, considerando a Wq(t) como la probabilidad de que el tiempo de espera de un

cliente, para ser servido, sea menor o igual a t:

Wy () = W, (0) + YK-1p{n servicios completados < t/encuentra "n" a su llegada} - q,

=P(T, <t) (3.46)
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Gross et. al, (2008), deducen la formula (3.46) y llegan al siguiente resultado general:
W,(0) = 1 - $K21 g, g e (3.47)

En la Tabla 3-1 se muestran los resultados Utiles para el presente trabajo que se obtienen
de un sistema M/M/1/K, cada uno de los parametros expresados tiene su significado
fisico para cada proceso hidrolégico, este sera analizado a detalle méas adelante en este

documento.

Tabla 3-1: Pardmetros de célculo del sistema M/M/1/K — Forma general.

Parametro Formula Descripcion
A Intensidad de tréfico.
P p=-
u
a-p)-p" Para (0 < n < K).
[ 1 — pk+1 p#+1 ( _ )
Pn P = { ) p Fraccion de tiempo en el cual
tK—-I—l (p=1 hay “n” clientes en el sistema.
Fraccion de tiempo durante el
Pribre Dribre = 1 — g cual el sistema no estara a
capacidad completa.
Para (h < K- 1). Probabilidad
p
On dn =7 - de que al llegar un cliente
— Pk
encuentre “n” en el sistema.
Tasa de partida.
Nef e = A+ (1 —pg)
Tasa de rechazo.
7br /1r=/1_/1€f=/1'p1(




Tabla 3-1: (Continuacion).
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p?-[1—-pX—K-(1-p) pk1] (1) Valor esperado del nimero de
Lq L= A-=p*-1-p) clientes en la cola.
17 VK-(K—-1)
. —— =1
Lz K+D b=
Valor esperado del nimero de
L L=Ly+p-(1-pg) clientes en el sistema.
L L Valor esperado de tiempo de
W W =E[T] = = T a=p) permanencia en el sistema
ef — UKk
Valor esperado de tiempo de
L L—p-(1- 1
Wq W, = E[T,] = A_q = H =W - p permanencia en la cola
ef ' — Pk
K1 n-1 R Funcion de distribucion
W (t) W,(t) =1- Z In Z — acumulada del tiempo de
n=t =0 permanencia en la cola.
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4. PROCESOS HIDROLOGICOS. TEORIA DE COLAS

Aunque existen variedad de modelos de teoria de colas que pueden ser considerados
para la representacion del proceso de lluvia-escorrentia; y que podrian tal vez
representar mejor la llegada de las lluvias; se utiliza una cola M/M/1/K, porque las
restricciones que se pueden imponer a la misma resultan necesarias para poder modelar
con mejor aproximacion el proceso hidroldgico. Puesto que, dado que la precipitacion
actia como cliente, son varios los procesos que pueden ser interpretados como servidor
0 como restriccion respectivamente. Como ejemplo, en el caso de la infiltracion, el suelo
actia como servidor, y la restriccion es el maximo volumen de almacenamiento
superficial, esta es necesaria, pues una vez rebasada esta, el agua, rechazada por el
sistema, fluird como escurrimiento superficial. Es asi que en el presente trabajo, se
consideran tres sistemas que actian como colas M/M/1/K cada uno, y los mismos
contienen procesos hidrologicos que actuardn tanto como servidor como restriccion,
asemejandose asi lo mas posible al fendmeno fisico que se quiere representar: el proceso

de lluvia-escorrentia.

Se considera que el proceso de llegada de las unidades equivalentes de precipitacion es
Poisson, debido a la siguiente razon: Eagleson (1972), después de analizar registros de
precipitacion de varias regiones de los Estados Unidos, llego a la conclusion de que a
pesar de que el proceso Poisson considera la llegada de pulsos de duracién nula con una
tasa A, este proceso matematico puede acercarse lo suficiente a emular la llegada de la
precipitacion, mientras los pulsos de llegada de la precipitacion (unidades equivalentes)
no se traslapen unos con otros durante su llegada. Esta misma consideracion se toma en

cuenta para el presente trabajo.

Ademas, por las razones expuestas anteriormente y porque de esta manera se facilita el
uso de un solo sistema de colas para todo los procesos hidroldgicos, se asume que las
unidades equivalentes ue, que salen después de ser atendidas inicialmente en un sistema,

Ilegan al siguiente sistema de acuerdo a un proceso Poisson. En otras palabras se asume
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que el agua representada en unidades equivalentes, al llegar a ser atendida por cada uno
de los procesos hidroldgicos tomados en cuenta en este trabajo, sigue un proceso
Poisson. Si el servidor se encuentra lleno, el modelo se aproximara mejor, pues, bajo

esta condicion la tasa sale a intervalos exponenciales.

Se asume, ademas, que los tiempos de atencidn de los procesos hidrolégicos que actdan
como servidores, siguen una distribucion exponencial. Debido a la poca informacion
disponible de estos procesos hidroldgicos, se considera que la distribucién exponencial

podria representar bien su variabilidad al considerar los tiempos de atencion.

Debido a las consideraciones anteriores, se asume que el escurrimiento superficial,
saldra del sistema de colas siguiendo un proceso Poisson, y finalmente este sera

analizado mediante el proceso estocéstico de shot-noise.

El proceso de shot-noise analiza la llegada de clientes que siguen un proceso Poisson. Se
utiliza este proceso puesto que de su andlisis, se determinan los parametros para una
distribucion Gamma, la cual es la misma que siguen generalmente tienen los caudales
(Ven Te Chow, 1994). El resultado final del sistema completo considerando los procesos

de teoria de colas y shot-noise, sera la funcién de distribucion de los caudales.

A continuacion se desarrolla un modelo estocéstico de teoria de colas para representar el
proceso de lluvia-escorrentia en una cuenca. En primer lugar se propone un método para
caracterizar las tormentas a partir de un registro de precipitaciones con intervalos de
tiempo cortos (10 o 15 minutos), de manera que puedan ser analizadas como clientes que
entran a un servicio. Asi la precipitacion estara caracterizada como pulsos de 1 mm que

entran a un sistema de colas a una tasa Aq estacionaria.

Después se analiza por separado cada uno de los procesos que intervienen en el ciclo

hidrolégico, representandolos por medio de un sistema estocastico de teoria de colas. Al
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igual que en el proceso real, estos modelos seran dependientes entre si, por medio de la
tasa de llegada de clientes al servidor de la cola. Se analizan tres sistemas de teoria de
colas: el primero, de intercepcion y evapotranspiracion; el segundo, de infiltracion y
almacenamiento superficial; y el tercero, de almacenamiento en el suelo y evaporacion.
Y ademés se muestran dos sistemas de anélisis de resultados: escurrimiento superficial y
escurrimiento subterraneo. En la Figura 4-1 se muestran todos los sistemas analizados en

el presente trabajo y la relacion entre ellos.

Del andlisis de cada sistema se podrén obtener resultados, que reflejen el proceso de
[luvia-escorrentia analizado por medio del proceso estocéstico de teoria de colas. Tales
como tasas de salida del sistema, fraccion de tiempo de espera, probabilidad de que al
llegar una unidad de agua encuentre “n” en el sistema, pardmetros de desempefio propios
del sistema de colas analizado y funcion de distribucion acumulada del tiempo de

espera.

Finalmente aplicando a los caudales una condicién de escurrimiento con el proceso de
shot-noise (Ross, 1983), se obtienen el valor esperado, la varianza y la covarianza de los

caudales del escurrimiento superficial y del escurrimiento subterraneo.
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Figura 4-1: Sistemas estocasticos del modelo de lluvia-escorrentia
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4.1 Precipitacion. Caracterizacion de tormentas

Para desarrollar un modelo estocastico de lluvia-escorrentia, normalmente se cuenta con
un registro continuo de precipitacion expresado como volumen de precipitacion caida a
intervalos de una hora o menores. Es de interés analizar y caracterizar dicho registro
para poderlo expresar como parametro de entrada al modelo estocastico de teoria de
colas. Si se acumula la serie de precipitacion, se obtendria un gréfico como el de la

Figura 4-2, con valores no decrecientes en funcion del tiempo.

Precipitacion acumulada

12000
10000 J

8000 J/J
E 6000 -
o /

4000 Jf”

2000 fﬁ/

0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Tiempo(afios, dias, horas, minutos)

Figura 4-2: Registro de precipitacion acumulada

En la Figura 4-2 se observa que la curva de precipitacion acumulada presenta una forma
casi escalonada, cuando se observa este comportamiento en algunos registros de
precipitacion significa que las temporadas seca y lluviosa estan bien definidas a lo largo
del afio hidrologico. Este es el caso de los registros de precipitaciones en Chile;

presentandose la temporada lluviosa en invierno y la temporada seca en verano. En este
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caso el proceso de llegada de la precipitacion no es permanente y permite la periodicidad
tipica de los climas semiaridos a templados en temporada seca.

Es por eso que si la curva de precipitacion presenta estas caracteristicas, del registro se
separa la temporada seca, dejando solamente los datos pertenecientes a la temporada
lluviosa, que serd la mas critica, y durante la cual, la llegada de precipitaciones puede
considerarse permanente. Este tratamiento al registro de precipitacion, “suavizara” la

curva de precipitacion acumulada, como muestra la Figura 4-3.

Precipitacion acumulada

9000

8000 //

7000 /
6000
7

5000 -~

4000 J/
3000 /
2000 -
o

P(mm)

1000 /

0 J/HJ

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
Tiempo(afios, dias, horas, minutos)

Figura 4-3: Registro de precipitacion acumulada, solo temporadas lluviosas

Finalmente, después de realizado este tratamiento al registro de precipitacion
acumulada, y dado que la lluvia es representada como el cliente a ser atendido por un
sistema de teoria de colas, debe ser caracterizada de acuerdo a las condiciones que tienen

clientes tipicos para estos modelos.
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El primer punto que se debe tomar en cuenta a la hora de aplicar el modelo estocéstico,
es que la teoria de colas no discrimina a los clientes de un sistema de acuerdo a su
tamafo o cualquier otra caracteristica que lo diferencie del resto de la poblacion;
absolutamente todos los clientes son tomados como unidades iguales que de acuerdo a
una distribucion de probabilidad, entran a un sistema para ser atendidos. Es por esta
razon que la precipitacion es caracterizada como entidades de agua de igual tamafo, que
Ilegan de acuerdo a una distribucion para ser atendidos; estas entidades son llamadas
“unidades equivalentes de precipitacion (ue)”. Es decir, debido a que la teoria de colas
asume que todos los clientes son iguales, se determina una cantidad de precipitacion que
es la misma en todos los clientes; en el presente trabajo, estas unidades equivalentes de
precipitacion son de 1 mm (1 ue = 1 mm). Para ello, del registro de precipitacion
acumulada, se determina el tiempo entre llegadas (TEL) de cada “ue”. Es decir que, del
registro de precipitacion acumulada, se calcula el tiempo que pasa entre cada incremento
de un milimetro. El procedimiento se observa en el esquema de la Figura 4-4.

Figura 4-4: Esquema de tiempo entre llegadas de unidades equivalentes de lluvia
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A partir de esta serie de tiempo entre llegadas de ue’s y su funcion de distribucién de
probabilidades, se determinan los datos de entrada al modelo.

4.1.1 Comportamiento exponencial de los tiempos entre llegada (TEL)

Como se menciono6 anteriormente, Restrepo y Eagleson (1982) probaron que el tiempo
entre tormentas para una amplia variedad de series en diferentes zonas geogréficas, se
distribuyen exponencialmente; sin embargo el pardmetro que se toma en cuenta en el

presente trabajo es el tiempo entre llegadas de incrementos de ue’s de 1 mm (TEL).

Una caracteristica que deben tener los clientes al entrar a un sistema de linea de espera
es su independencia; las que segun un criterio expresado por Restrepo y Eagleson (1982)
se cumple para las precipitaciones. El proceso Poisson describe la llegada de eventos
gue son instantaneos, que no tienen duracion. Ademas se comprobd que la distribucién

de los intervalos entre llegadas Poisson se distribuye exponencialmente:

fr(®) =A-e*t t>0 (4.1)

Donde,

A = Tasa de llegada promedio de las unidades equivalentes (ue) — (1/hr).

Un proceso de renovacion que tiene tiempos entre llegadas distribuidas de acuerdo a la
distribucion exponencial, es un proceso Poisson. El proceso de Poisson es un proceso de
conteo que describe la llegada aleatoria de eventos instantdneos que son identificados
como pulsos, y cuyas duraciones son cero. Para estos eventos, la distribuciéon de los
tiempos entre llegadas es usualmente exponencial (Restrepo-Posada y Eagleson, 1982).
Se sabe ademas, que para eventos de duracion cero, la distribucion exponencial
(ecuacion 4.1) es una condicion suficiente para asegurar la independencia de llegadas
sucesivas. Sin embargo el proceso Poisson es solo un concepto matematico y no se

puede esperar que un fendmeno real pueda estar exactamente de acuerdo con este
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(Restrepo-Posada y Eagleson 1982). En el presente caso las duraciones de la
acumulacion de unidades equivalentes de lluvia (ue) son finitas. Pero considerando que
las ue’s no se traslapan, el proceso Poisson puede aun aproximar la serie natural. Y a
pesar que el origen de esta distribucion es arbitraria para el verdadero proceso de
Poisson (debido a que las ue’s no serian instantaneas), se puede esperar que el tiempo
entre llegadas (TEL) se distribuya exponencialmente.

Los tiempos entre llegadas se miden en cada instante en que se acumula una unidad
equivalente de precipitacion (ue), lo que se podria equiparar a decir que se miden en
cada instante en que se completa una ue. Esta afirmacion equivale a despreciar la
duracion que tarda en acumularse la ue deseada; sin embargo le estaria dando a la serie

la caracteristica de pulso necesaria para ser modelada como una llegada de clientes.

En resumen, se asume que los tiempos entre llegada (TEL) de las unidades equivalentes
de precipitacion (ue), se distribuyen exponencialmente, lo que asegura que estas son

independientes y que su llegada es descrita por un proceso Poisson.

Finalmente, para asegurar un mejor ajuste de la serie de TEL a la distribucién
exponencial, se realiza una optimizacién matematica de la misma por medio del método
de los minimos cuadrados ajustando la tasa de llegada promedio de las ue; obteniéndose
una tasa corregida Ao. Al realizar este procedimiento, se tendria que Ao > A, lo cual
significa que estariamos acortando la media de los TEL; lo cual seria el caso mas critico
para la modelacion. Esta tasa Aq, es el pardmetro de entrada al modelo estocastico de

teoria de colas.

4.2 Intercepcion y Evapotranspiracion — Sistema M/M/1/h*

Cuando ocurre el fendbmeno de precipitacion, no toda el agua que precipita llega a
alcanzar la superficie del terreno. Una parte del agua es retenida (agua de intercepcién

por la vegetacion) y vuelve a evaporarse. El agua interceptada se consume en la
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transpiracion de las plantas, este fendmeno es menos importante cuantitativamente que
la evaporacion de la zona no saturada del suelo pero puede ser relevante en zonas
densamente vegetadas. Los fendmenos de transpiracion y evaporacion son dificiles de
separar, y es por ello por lo que se utiliza el término evapotranspiracion (E) para

englobar ambos términos.

Recordando, un sistema M/M/1/K, tiene un servidor, cuya atencion sigue una
distribucion exponencial; y para el que los clientes a ser atendidos, llegan también de
acuerdo a una distribucion exponencial. Al mismo tiempo, el sistema tiene una
restriccion que esta determinada por la capacidad maxima del sistema. En este sistema,
el cliente es el agua de lluvia representada por las unidades equivalentes ue; el servidor
es el fendmeno de la evapotranspiracion desde la vegetacion, y la restriccion representa

la capacidad méaxima de intercepcion por parte de la vegetacion.

Los fendbmenos de intercepcion y evapotranspiracion, forman parte del subsistema de
agua atmosférica (Chow et. al, 2008) y pueden ser representados por un sistema
M/M/1/K de teoria de colas. Este es el primer sistema del modelo estocéstico de lluvia-
escorrentia. Figura 4-5.

Como se puede ver en la Figura 4-5, la precipitacion Pg, caracterizada en ue’s tiene una
tasa de llegada exponencial Ao, y es “atendida” por el proceso de evapotranspiracion (E)
a una tasa . Se forma una cola, es decir, hay intercepcion (hi) por parte de la
vegetacion; al alcanzar el méximo valor de intercepcion del sistema K = h", el agua es
rechazada por el sistema (P1) a una tasa A1, y sigue su camino al siguiente sistema sobre
la superficie del suelo en el cual es atendida por la infiltracion. El agua atendida o

retenida por la vegetacion, es el agua evaporada (P,) la cual deja el sistema a una tasa A.
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Po, Ao

P,, A, Evaporacion

h* Intercepcién

Vegetacion

P1, A1 Precipitacion sobre el suelo

v

Figura 4-5: Intercepcion y evapotranspiracion — Sistema M/M/1/h*

La forma en que trabaja el modelo es igual a la explicada mediante las cinco gréficas
mostradas en la Figura 3-4; en primer lugar, la precipitacion Py, llega con una tasa Ao en
pulsos de tamafio ue; a continuacion el proceso de evapotranspiracion E, “atiende” a los
pulsos a una tasa de servicio py; en la tercera grafica estan las ue que entran en servicio y
gue son interceptadas, ademas de su variacion de acuerdo a las tasas de llegada y de
servicio de las mismas, una vez que se llega al maximo de la capacidad K=h*, el resto de
las ue son rechazadas; en la cuarta grafica se muestran las ue que son rechazadas por el
sistema (P;) a una tasa A1, son estas ue las que iran al siguiente sistema; finalmente, la
ultima grafica muestra las ue evaporadas (P,) que dejan el sistema después de ser
atendidas a una tasa A,. Para efectos de claridad, en la primera grafica de la Figura 3-4,
los pulsos que llegan a ser atendidos estan diferenciados por un punto, después del
proceso estos formardn el agua evaporada; el resto de los pulsos forman el agua
rechazada, es decir la precipitacion que no es interceptada y que contintia su curso hasta

la superficie del suelo.
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Con la aplicacién del modelo de teoria de colas, se calculan las tasas de salida Ay y A».
Se calcula también la fraccion de tiempo en el cual hay “n” mm de agua interceptada y
evaporandose en el sistema pl, (n > 0); y las probabilidades de que al llegar el agua
encuentre “n” mm de agua precipitada en estado de intercepcion, g1, (n > 0). Finalmente
se calculan los llamados parametros de desempefio, el valor esperado de agua en todo el
sistema, es decir agua interceptada (cola) mas agua evaporandose (en servicio) Li; el
valor esperado de agua interceptada hi, el valor esperado del tiempo de duracion de todo
el proceso, es decir el tiempo que le toma al agua en llegar, ser interceptada y evaporarse

Wa; y el valor esperado del tiempo de duracion del agua en estado interceptado W;.

4.2.1 Parametros de entrada y atencion del sistema de espera

Como se discutio en el punto 4.1.1 la llegada de las ue’s de agua sigue una distribucién

exponencial, con tasa de llegada Ao;

a(t) = Ay -e ot (4.2)

Donde,
a(t) = Distribucién de los tiempos entre llegadas de las unidades equivalentes.

Ao = Tasa de llegada de la precipitacion (1/hr).

Al mismo tiempo se asume que el fendmeno de la evapotranspiracion desde la
vegetacion sigue una distribucion exponencial, o de manera equivalente la tasa de
servicio de la evapotranspiracion sigue una distribucion Poisson. Esto permite

aprovechar la caracteristica “sin memoria” del proceso.

Normalmente se tiene un dato de evapotranspiracién, el cual se convierte en el valor
esperado de atencion. Pero si se tiene una poblacion de datos de evapotranspiracion en

una cuenca pequefia para un mismo intervalo de tiempo, es posible que haya cierta
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dispersion, algunos valores mayores y otros menores. Entonces teniendo en cuenta la
evapotranspiracion real como la tasa media durante cierto tiempo de observacion y
asumiendo que este es un dato aleatorio, el proceso Poisson podria predecir el grado de
dispersion alrededor del valor de ocurrencia conocido. Y dado que el tiempo entre estas

ocurrencias se distribuye exponencialmente:
b(t) = pu,-e H1t (4.3)

Donde,
b(t) = Distribucion de los tiempos de servicio del proceso de evapotranspiracion

w = Tasa de servicio del proceso de evapotranspiracion (1/hr).

La tasa de servicio se calcula a partir de un dato conocido de evapotranspiracion (E), de

la siguiente manera:

_E
- V(ue)

M1 (4.4)

Donde,
E = Evapotranspiracion real (mm/hr).

V(ue) = Valor de una unidad equivalente de precipitacion (mm).

Recordando que en el presente trabajo los clientes son las unidades equivalentes de

lluvia ue, el “peso” de cada una es:

V(ue) =1 mm (4.5)
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Ademas, la restriccion K = h* sobre la capacidad del sistema, es el maximo valor de
agua interceptada:

_ I
o V(ue)

h*

I >2-V(ue) (4.6)

Donde,
h* = Capacidad maxima de intercepcion, en ue’s.

| = Altura de agua interceptada (mm)

Finalmente, debe tomarse en cuenta que un sistema de teoria de colas con tasas de
llegada y de servicio exponenciales (markovianas) y constantes, es un proceso de
nacimiento y muerte, en el presente sistema con Ao (N > 0) y u; (n > 1) sin importar el

namero de ue’s en el sistema (Gross et. al, 2008).

4.2.2 Parametros pl,y ql,

Recordando que pl,, es la fraccion de tiempo en el cual hay “n” ue’s involucradas en el
sistema; y ql,, es la probabilidad de que al llegar una ue’s encuentre “n” mm de agua

interceptada; ambas para el sistema de intercepcidn y evapotranspiraciéon. En este caso

Pn=plny dn = qln

En el punto 3.5 ya se realizaron los calculos de los parametros para la forma general, por
lo que a continuacion se reemplazan los datos para el sistema de intercepcion vy

evapotranspiracion, M/M/1/h* en algunas ecuaciones importantes de la forma general.

En la ecuacion (3.16), para los valores Ao y 1, Se tiene:

_ A
P11 = P 4.7)
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Usando los valores p; y h*, se tiene la fraccion de tiempo en el cual hay “n” ue’s

involucradas en el sistema de intercepcion y evapotranspiracion.

De otra manera y dado que V(ue) = 1 mm, se tiene la fraccion de tiempo en el cual hay

“n” mm de agua interceptada por la vegetacion y evaporandose a través de la misma:

(1-p1)pT
1_p:l*f11 (pl ¢ 1)

pl, =1 1" (0 <n<h¥) (4.8)
1 (pr=1)

Y la ecuacion para obtener la probabilidad de que al llegar el agua encuentre “n” mm de

agua interceptada por la vegetacion:

ql, = 2= (n<h*—1) (4.9)

- 1—p1h*

Donde pl,y ply= se calculan de la ecuacién (4.8).

4.2.3 Parametros de salida del sistema

Al igual que en el caso anterior, en el punto 3.5 ya se realizaron los célculos de los
parametros para la forma general, por lo que a continuacion se reemplazan los datos para

el sistema de intercepcion y evapotranspiracion, M/M/1/h*.

De la ecuacion (3.27) se obtiene la tasa del agua que se evapora después de pasar por el

proceso de intercepcion y evapotranspiracion:

Ay =2 (1 —ply) (4.10)

Reemplazando p1y+ de (4.8) en (4.10):



45

(1-po)pt”
do-(1-82225) (o # D)

1-py

/10'(1_ 1) (pr=1)

h*+1

A, = (0 <n<h¥ (4.11)

De la ecuacion (3.31) se obtiene la tasa del agua que es rechazada por el sistema y que

continuara su camino hasta la superficie del suelo.

Al = AO - 12 = AO ) plh* (412)

Reemplazando ply+ de (4.8) en (4.12):

o (Lt ) (pr # 1)
A = 11—95‘ i (0 <n<h*) (4.13)
Ao (75) (pr=1)

De la ecuacion (3.32) se obtiene la fraccidn del tiempo durante el cual la intercepcién no

alcanza su méaximo valor h*;

Plipre =1 —p1p- (4.14)

Reemplazando p1y+ de (4.8) en (4.14):

(1-p)-pl
1 — =k (pr # 1)
P1pre = oo ' (0<n<h¥ (4.15)
1- 1 (p1=1)

4.2.4 Parametros de desempefio

Se reemplazan los pardmetros para el sistema de intercepcion y evapotranspiracion,

M/M/1/h* en las ecuaciones importantes de la forma general, punto 3.5.
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De la ecuacion (3.37) se obtiene el valor esperado de agua interceptada hi:

p3{1-pl —n-(1-py)-pt 1]

* +1
hi=E[N,|={ (o) a-p 07D (4.16)
h*-(h*—1) (0. = 1)
2:(h*+1) Pr=

De la ecuacion (3.39) se obtiene el valor esperado de agua en todo el sistema L;, es

decir, agua interceptada (cola) méas agua evaporandose (en servicio):
Ly =hi+p;-(1—ply) (4.17)

De la ecuacion (3.42) se obtiene el valor esperado del tiempo de duracion de todo el
proceso Wi, es decir, el tiempo que le toma al agua en llegar, ser interceptada y

evaporarse:

Ly

Wi =ElTl =0

(4.18)

De la ecuacion (3.43) se obtiene el valor esperado del tiempo que permanece el agua en

estado interceptado antes de evaporarse W;.

Wo, = E[T,] = W, — i (4.19)

4.2.5 Distribucion acumulada del tiempo de espera W (t)

Esta fue calculada para la forma general en el punto 3.5. A continuacion se reemplazan
los parametros para el sistema de intercepcion y evaporacion, M/M/1/h*. Siendo W;(t)
la probabilidad de que el tiempo de duracion del agua en estado de intercepcion, sea

menor o igual a t, de acuerdo a la ecuacion general (3.47) se tiene:



“_ —_q1 (ug-t)l-eHat
qu(t) =1- Z?L=11 qln Z?:ol%

i!
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(4.20)

En la Tabla 4-1 se muestran los resultados Utiles para el presente trabajo que se obtienen

del sistema de intercepcion y evapotranspiracion M/M/1/h*.

Tabla 4-1: Sistema de intercepcion y evapotranspiracion - M/M/1/h*.

Parametro

Férmula

Descripcion

P1

Intensidad de trafico. Razon
entre la tasa de llegada de la
lluvia y la atencion de la

evapotranspiracion.

pl,

1— ph*+1 (pl * 1)
1
1

s

{(1—/)1)-/)?

(=1

Para (0 < n < h*). Fraccién de
tiempo en el cual hay “n” mm
de agua interceptada por la
vegetacion y evaporandose a

través de la misma.

Pliibre

’1 (1-p)-pl

- NS
Plipre = { 11 P1

Ut

(pp #1)

(=1

Fraccion del tiempo durante el
cual la intercepcién no alcanza

su maximo valor h*.

qls

pl,

1,=———
=11

Para (n<h*-1).
Probabilidad de que al llegar el

agua encuentre “n” mm de agua

interceptada por la vegetacion.

A2

_ PN
AO.@M) (o1 # 1)

1— p{l*+1

S
N
Il

Ao'<1_h*+1) (pr=1)

T asa del agua que se evapora
después de pasar por el proceso
de intercepcién y

evapotranspiracion.

M

(1—py)-pl
Ao - <W (pr# 1)

()
O \h*+1

I
N

Ay
(pp=1)

Tasa del agua que es rechazada
por el sistema y que continuara
su camino hasta la superficie del

suelo, sin ser interceptada.
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Tabla 4-1: (Continuacion)

(p?-[1—pl —h - (1 —py) - pl ] Valor esperado de agua
: (=1 |
hi (1-pr*)-(1-py) 1 interceptada.
h* - (h* _ 1) .
W) (p1=1)

Valor esperado de agua

) interceptada (cola) mas agua
L Ly =hi+p; - (1—py) , .
evaporandose (en servicio).

Valor esperado del tiempo que

L, le toma al agua en llegar, ser
W, W, = E[T] = ———— _
Ao (1 —pp+) interceptada y evaporarse.

Valor esperado del tiempo que

1 permanece el agua en estado

W1 W, =E[T,] =W, —— _
M1 interceptado antes de

evaporarse.

Probabilidad de que el tiempo
h*-1 n-1

We () W, (t) =1— Z 1
“ () Tn de intercepcion, sea menor o

n=1 i=0

(uy ) -eHat de duracion del agua en estado
i!

igual at.

4.3 Infiltracion y almacenamiento superficial — Sistema M/M/1/e*

En un evento de lluvia, una vez ocurrido el fendmeno de precipitacion, y que una parte
del agua haya sido retenida por la vegetacion y después se haya evaporado; el resto, que
es rechazado por la intercepcion alcanza la superficie del terreno. Esta agua pasa por un
nuevo proceso hidrologico. Del agua que alcanza la superficie del terreno, una parte se
infiltra a cierta tasa, llegando a penetrar la superficie del terreno a través de los poros y
fisuras del suelo o las rocas, rellenando de agua el medio poroso. Cuando la tasa de
llegada del agua es superior a la tasa de infiltracion, se produce un almacenamiento

superficial quedando parte del agua retenida sobre el suelo, charcas, estanques, lagos y




49

embalses. Esta agua retenida, inicialmente ni se infiltra ni genera escurrimiento. Y
finalmente, luego que las depresiones se han llenado se inicia el escurrimiento
superficial, es decir parte del agua circula sobre la superficie y se concentra en pequefios
cursos de agua, que luego se rednen en arroyos y mas tarde desembocan en los rios

(escurrimiento superficial).

Recordando el sistema M/M/1/K, es un sistema de un servidor, cuya atencion sigue una
distribucion exponencial; y para el que los clientes a ser atendidos, llegan también de
acuerdo a una distribucién exponencial. El sistema tiene una restriccion que esta
determinada por la capacidad maxima del sistema. En este sistema, el cliente sera el
agua de lluvia que llega al suelo representada por las unidades equivalentes ue; el
servidor sera el fendbmeno de la infiltracion, y la restriccién representa la capacidad

maxima de almacenamiento superficial.

Los fendmenos de infiltracion y almacenamiento superficial, forman parte de los
subsistemas de agua subsuperficial y superficial respectivamente (Chow et. al, 2008) y
pueden ser representados por un sistema M/M/1/K de teoria de colas. Este es el segundo
sistema del modelo estocastico de lluvia-escorrentia. En la Figura 4-6 se muestra el
esquema del sistema estocastico que representa a los procesos hidrologicos

mencionados.

Después de abandonar el primer sistema; como se puede ver en la Figura 4-6, las ue’s
(P1) llegan al sistema con una tasa de llegada exponencial A3, y son “atendidas” por el
proceso de infiltracion (f) a una tasa p,. Dependiendo de la capacidad del suelo se forma
una cola, es decir, habra almacenamiento superficial (ei). Al alcanzar el méximo valor
de almacenamiento superficial del sistema K = e, el agua es rechazada por el sistema
(P4) a una tasa A4, Y Sigue su camino como escurrimiento superficial. El agua atendida o
encharcada, es el agua infiltrada (P3) la cual, a una tasa A3 continGa su camino hacia el

almacenamiento en el suelo.
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P1, }\.1

P4, A4 Escurrimiento
Almacenamiento 4 4 superficial
superficial ei

¥ T Superficie del suelo

Infiltracion

Ps, A3

Figura 4-6: Infiltracion y almacenamiento superficial — Sistema M/M/1/e*

Nuevamente, la forma en que trabaja el modelo es igual a la explicada mediante las
cinco gréficas mostradas en la Figura 3-4, en primer lugar, el agua que llega del primer
sistema P,, llega con una tasa A, en pulsos de tamafio ue; a continuacion el proceso de
infiltracion f, “atiende” a los pulsos a una tasa de servicio i; en la tercera grafica se
muestra las ue que entran en servicio y que quedan como almacenamiento superficial,
ademas de su variacion de acuerdo a las tasas de llegada y de servicio de las mismas,
una vez que se llega al maximo de la capacidad de almacenamiento superficial e*, el
resto de las ue son rechazadas; en la cuarta grafica se muestran las ue que son
rechazadas por el sistema (P4) a una tasa A4, estas ue forman el flujo superficial;
finalmente, la Gltima grafica muestra las ue infiltradas (P3) que dejan el sistema después
de ser atendidas a una tasa A3, son estas ue las que infiltran hasta el siguiente sistema,

almacenamiento en el suelo.
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Con la aplicacion del modelo estocastico de teoria de colas para un sistema M/M/1/K, se
calculan las tasas de salida A3 y A4. Se calcula también la fraccién de tiempo en el cual
hay “n” mm de agua infiltrdndose y encharcandose p2, (n > 0); y las probabilidades de
que al llegar el agua encuentre “n” mm de agua encharcada, g2, (n > 0). Finalmente se
calculan los parametros de desempefio, el valor esperado de agua en el sistema, es decir,
el agua encharcada (cola) mas el agua infiltrandose (en servicio) L,, el valor esperado de
agua encharcada ei, el valor esperado del tiempo de duracion de todo el proceso, es
decir, el tiempo que le toma al agua en encharcarse y después infiltrarse W, y el valor
esperado del tiempo de duracion del agua encharcada, es decir, como almacenamiento
superficial Wqp.

4.3.1 Parametros de entrada y atencion del sistema de espera

Después del proceso seguido en el primer sistema (intercepcidn y evapotranspiracion), y
después de abandonar el mismo, una parte de las ue’s se dirige a la superficie del suelo

su llegada sigue una distribucion exponencial, con tasa de llegada A1;

a(t) =1, -e Mt (4.21)

Donde,
a(t) = Distribucion de los tiempos entre llegadas de las unidades equivalentes.
A1 = Tasa de llegada de las ue’s provenientes del primer sistema de intercepcion y

evapotranspiracion (1/hr).

Se asume que el proceso de atencion de la infiltracion sigue una distribucién
exponencial, y asi volver a emplear de la caracteristica “sin memoria” del proceso
Poisson. Asumiendo también que el valor de infiltracion es aleatorio, cuyo grado de
dispersion alrededor del valor de ocurrencia conocido podria ser predicho por el proceso

Poisson.
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Entonces el tiempo entre estas ocurrencias, agua infiltrada como ue’s consecutivas, se

distribuye exponencialmente:
b(t) = py - e 2t (4.22)

Donde,
b(t) = Distribucion de los tiempos de servicio del proceso de infiltracion

1, = Tasa de servicio del proceso de infiltracion (1/hr).

La tasa de servicio se calcula a partir de un dato conocido de infiltracion (f), de la

siguiente manera:

__f
V(ue)

U2 (4.23)

Donde,
f = Valor conocido de infiltracion (mm/hr).

V(ue) = Valor de una unidad equivalente de precipitacion (mm).

Recordando siempre que el “peso” de cada ue es: V(ue) = 1 mm.

Ademas, la restriccion K = e* sobre la capacidad sobre el suelo, es el maximo valor de

almacenamiento superficial:

+ = VE | >2.V(ue) (4.24)

ue

Donde,
e* = Capacidad maxima de almacenamiento superficial, como altura de agua en ue.

VE = Altura méaxima de agua encharcada (mm)
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Estos parametros, al igual que en el anterior sistema, tienen una interpretacion fisica,

donde p2,, es la fraccion de tiempo en el cual hay “n” ue’s involucradas en el sistema; y

g2n, es la probabilidad de que al llegar el agua encuentre “n” ue’s de agua encharcada;

ambas para el sistema de infiltracion y almacenamiento superficial (pn, = p2n Y 0n = 2n).

En el punto 3.5 ya se realizaron los célculos de los pardmetros para la forma general, por

lo que a continuacion se reemplazan los datos para el sistema de infiltracion y

almacenamiento superficial, M/M/1/e* y los resultados se presentan de manera resumida
en la Tabla 4-2.

Tabla 4-2: Sistema de infiltracion y escurrimiento superficial - M/M/1/e*.

Parametro

Férmula

Descripcion

P2

Intensidad de trafico. Razon
entre la tasa de llegada de agua
al suelo y la atencion por

infiltracién.

P2y

(1 =p2)p7
1-p5*t
1

e*+1

P2, =

(o, #1)

(p,=1)

Para (0 <n<e*).
Fraccion de tiempo en el cual
hay “n” mm de agua encharcada

e infiltrandose en el suelo

P2iibre

L a-p) s
- 1— pe*+1
P2iibre = 2

1
e*+1

(py # 1)

(p,=1)

Fraccion del tiempo durante el
cual el almacenamiento
superficial no alcanza su

maximo valor e*

92,

__ P2
1_p26*

Para (n<e*-1).
Probabilidad de que al llegar el

agua encuentre “n” mm de agua

encharcada.
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Tabla 4-2: (Continuacion)

(1—p1)-p1*> < (I_Pz)'Pze*)
Ao- <7* Nl ———— (p1,p2 # 1)
Ay = 1—pr* 1—p;*
1 1
s Lo (1) (1= 551) (P2 = 1)
Tasa del agua que se infiltra, y que contindia su camino al siguiente sistema en el suelo.
[, (A=p)-pl"\ (A=p)-p§
'/1-( P p1>_< P2 .02) (
0 ¥ x p1,p2 # 1)
Ay = 1—pp* 1-ps ™
1 1
& o (71) &) (orop2 =1
Tasa del agua que es rechazada por el sistema y que continuara su camino como
escurrimiento superficial.
pZ - [1 _ pg* —e - (1—py) .pg*—l] ( ) Valor esperado de agua en la
> =1 .
oi (1-pg*)-(1—py) P2 superficie.
e -(e"—1)
-~ 7 =1
k 2-(e*+1) (P )
Valor esperado de agua
) encharcada (cola) més agua
L, L, =ei+p; (1 —p2e) o .
infiltrandose (en servicio).
Valor esperado del tiempo que
L le toma al agua en llegar,
W, W, = E[T] = ————— o en e
A+ (1= p2e) encharcarse e infiltrarse.
Valor esperado del tiempo que
1 permanece el agua encharcada o
W qu:E[Tq]=W2__ -
M2 en la superficie del suelo.
Probabilidad de que el tiempo
e*-1 n-1 . ..
(uy - )t - eHet de duracion del agua en estado
W) | W@ =1- Y g2,y L0 .
] o il encharcado, sea menor o igual a
t.
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4.4 Almacenamiento en el suelo y evapotranspiracion — Sistema M/M/1/K

Después de ocurrido el fendmeno de la precipitacion, la parte del agua de lluvia que
logra llegar a la superficie, puede convertirse en flujo superficial o infiltrarse en el suelo
y moverse a través de él como flujo no saturado. El agua infiltrada puede percolar
profundamente para recargar el agua subterranea o se desliza hacia rios para formar la
escorrentia superficial. Generalmente en un suelo se consideran dos dominios del agua:
la zona no saturada, que todavia tiene algunos de sus poros ocupados por aire y donde se
acumula el agua antes de evaporarse o percolar; y la zona saturada, que estd a mayor
profundidad y cuyo medio poroso esta lleno de agua. Estas dos zonas estan separadas
tedricamente por el nivel freatico, el cual es la superficie libre de la zona saturada, donde
el agua se encuentra a presion atmosférica. Es en la zona no saturada donde ocurren los
procesos que se analizan a continuacion. Luego de la infiltracion el agua en el suelo
continla moviéndose en funcion de las propiedades del suelo, siendo las mas
importantes, la porosidad (n) y la conductividad hidraulica (C), la cual representa la
mayor o menor facilidad con que el medio deja pasar el agua a través de él por unidad de
area transversal en la direccion del flujo. Al mismo tiempo al infiltrarse el agua, va
variando el contenido de humedad (6) de la misma. Cuando el contenido de humedad
iguala a la porosidad, el suelo se satura temporalmente y el agua emerge para convertirse
en flujo superficial. Parte del agua que satura temporalmente el medio se evapora a
medida que el suelo se seca y el resto percola para recargar la zona saturada y asi

contribuir al flujo subterraneo.

Lo procesos analizados en el presente sistema, forman parte del subsistema de agua
subsuperficial (Chow et. al, 2008) y pueden ser representados por dos sistemas M/M/1/K
de teoria de colas. El cliente sera el agua infiltrada representada por las unidades
equivalentes ue; los servidores seran la conductividad hidraulica primero y la
evaporacion del suelo después, y las restricciones seran la porosidad y la evaporacién

potencial respectivamente. Este es el tercer sistema del modelo estocastico de lluvia-
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escorrentia. En la Figura 4-7 se muestra el esquema del sistema estocastico que
representa a los procesos hidrolégicos mencionados.

Superficie del suelo Ps3, k3 Infiltracion

P;, A7 Evaporacién Escurrimiento

T
|

| Pe, A
; B8 superficial

Saturacion

Ps, ks  Percolacion

Nivel freatico

Figura 4-7: Almacenamiento en el suelo — Sistemas M/M/1/N,EM

Después de abandonar el segundo sistema, como se puede ver en la Figura 4-7, las ue’s
(P3) llegan a este con una tasa de llegada exponencial A3, estas seran “atendidas” por la
conductividad hidraulica (C) a una tasa us, se formara una cola, es decir, aumentara el
contenido de humedad 6H en el suelo; al alcanzar el méximo valor de almacenamiento
del suelo del sistema K = N, el agua sera rechazada por el sistema (Pg) a una tasa Ag, Yy
emergera como flujo superficial. El agua atendida, sera el agua almacenada en el suelo
(Ps) la cual, a una tasa As llena los poros vacios de la zona no saturada, saturandola
temporalmente. Estas ue’s (Ps) seran “atendidas” en un nuevo sistema por la

evaporacion de agua desde el suelo (EV) a una tasa p4, se formara una cola, es decir,
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agua dispuesta a evaporarse (Ei); al alcanzar el valor mdximo K = EM, el agua sera
rechazada por el sistema (Pg) a una tasa Ag, y percolard para contribuir con el flujo

subterraneo. El agua atendida (P;) se evapora del suelo a una tasa A7.

La forma en que trabaja el modelo se explica a partir de las Figuras 4-8 y 4-9, mediante
las diez graficas mostradas; en la Figura 4-8, el agua que llega del segundo sistema por
el proceso de infiltracion, Pz, llega con una tasa Az en pulsos de tamafio ue; a
continuacion la conductividad hidraulica C, “atiende” a los pulsos a una tasa de servicio
uz; el agua va rellenando los poros del suelo, en la tercera grafica se muestra las ue que
entran en servicio y que quedan como contenido de humedad por el espesor del estrato
OH, ademas de su variacion de acuerdo a las tasas de llegada y de servicio de las
mismas; una vez que se llega al maximo del contenido de humedad N, el resto de las ue
son rechazadas; en la cuarta grafica se muestran las ue que son rechazadas por el sistema
(Pe) a una tasa Ag. Estas ue emergen como flujo superficial; finalmente, la ultima grafica
muestra las ue que ocupan los poros de la zona saturada (Ps) a una tasa As. Son estas ue

las que seran atendidas por la evapotranspiracion en el suelo y la percolacion profunda.

En la Figura 4-9, el agua que llena los poros de la zona saturada P3, llega con una tasa
As; @ continuacion la evapotranspiracion de agua en el suelo EV, “atiende” a los pulsos a
una tasa de servicio pg; en la tercera gréfica se muestra las ue que entran en servicio
dispuestas a evaporarse; una vez que se llega al valor maximo de evapotranspiracién
EM, el resto de las ue son rechazadas; en la cuarta grafica se muestran las ue que son
rechazadas por el sistema (Pg) a una tasa Ag. Estas ue percolan para recargar el flujo
subterraneo; finalmente, la ultima grafica muestra las ue que se evaporan (P;) a una tasa
7\,7.

Para efectos de claridad, en las primeras gréaficas de las Figuras 4-8 y 4-9, los pulsos que

Ilegan a ser atendidos estan diferenciados por un punto.
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Con la aplicacion del modelo estocastico de teoria de colas para un sistema M/M/1/K, se
calculan las tasas de salida As, Ag, A7 Y Ag. Se calcula también la fraccion de tiempo en el
cual hay “n” mm de agua involucrada en los sistemas de almacenamiento y
evapotranspiracion P3, y p4, (n > 0) respectivamente; e igualmente las probabilidades
de que al llegar el agua encuentre “n” mm de agua, g3,y 94, (n > 0). Y se calculan los
parametros de desempefio en ambos casos, el valor esperado de agua en el sistema Lz y
L4, el valor esperado de contenido de humedad en el largo plazo 0, el valor esperado del
agua que se evapora Ei, el valor esperado del tiempo de duracion de todo el proceso W3
+ Wy; el valor esperado del tiempo de duracion del agua como contenido de humedad en
la zona no saturada W, y el valor esperado del tiempo de duracion del agua en el suelo

antes de evaporarse completamente Wa.
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4.4.1 Parametros de entrada y atencién. Almacenamiento en el suelo.

Después de haber abandonado el segundo sistema (infiltracion y almacenamiento
superficial), una parte de las ue’s se dirige al presente sistema. Su llegada al interior del
suelo por infiltracion sigue una distribucion exponencial, con tasa de llegada A3, de

manera similar a los casos anteriores:

a(t) = A3 -e st (4.25)

Donde,
a(t) = Distribucion de los tiempos entre llegadas de las unidades equivalentes.

A3 = Tasa de llegada de las ue’s provenientes del segundo sistema por infiltracion (1/hr).

Se asume que el proceso de atencion de la conductividad hidraulica es aleatorio, y el
grado de dispersion alrededor del valor de ocurrencia conocido podria ser predicho por
el proceso Poisson. Entonces el tiempo entre estas ocurrencias se distribuiria

exponencialmente:

b(t) = uz-e#3t (4.26)

Donde,

b(t) = Distribucién de los tiempos de servicio del proceso de incorporacion del agua en
el suelo.

us = Tasa de servicio del proceso de incorporacion del agua en la zona no saturada del
suelo (1/hr).

Como se sabe, el “peso” de cada ue es: V(ue) = 1 mm.
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La tasa de servicio se calcula a partir de un dato conocido de conductividad hidraulica
del suelo (C) de la cuenca analizada, de la siguiente manera:

Cc
V(ue)

Uz = (4.27)

Donde,
C = Valor conocido de conductividad hidraulica del suelo (mm/hr).

V(ue) = Valor de una unidad equivalente de precipitacion (mm).

Ademas, la restriccion K = N sobre la capacidad del sistema, es el maximo valor de

contenido de humedad en un estrato de espesor L del suelo:

Donde,
N = Capacidad méxima de contenido de humedad en el suelo.
n = Porosidad (mm*/mmd).

L = Volumen de seccion unitaria y espesor de estrato L (mm).

Esta restriccion parte del razonamiento que la porosidad es la relacion de volumen de
vacios y el volumen de sélidos, la multiplicar esta relacion por el espesor del estrato,
estamos diciendo que el contenido de agua maximo para un suelo de superficie unitaria

y largo L, es n-L.

4.4.2 Parametros p3,Yy q3,, de salida y desempefio. Almacenamiento en el suelo

Estos parametros, al igual que en los sistemas pasados, tienen una interpretacion fisica,
donde p3,, es la fraccion de tiempo en el cual hay “n” ue’s involucradas en un estrato de

espesor L; y g3y, es la probabilidad de que al llegar el agua encuentre “n” ue’s de agua
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almacenandose en un suelo de espesor L; ambas para el proceso de almacenamiento del

altimo sistema (pn = p3n Y gn = q3n).

Dado que el sistema de colas presente es igual al de la forma general mostrado en el
punto 3.5 (M/M/1/K), para estimarlo se reemplazan los valores propios del proceso de

almacenamiento en el suelo, en este caso para el sistema M/M/1/e*.

La definicion de tasas de salida para el caso general de un sistema M/M/1/K, fueron
calculadas en el punto 3.5; de manera que para su estimacion se ajustan los valores de

los pardmetros al sistema de almacenamiento en el suelo, M/M/1/N

Similarmente se calculan los parametros de desempefio, OH, Ls, W3y Wgs.

4.4.3 Parametros de entrada y atencién. Evapotranspiracion

Después del proceso de almacenamiento en el suelo, empieza el proceso de evaporacion
del agua del suelo, su llegada a este sistema sigue una distribucion exponencial, con tasa

de llegada As, similar a los casos anteriores

a(t) = Ag-e?st (4.29)

Al igual que en el proceso de almacenamiento en el suelo, se asume que el proceso de

atencion de la evapotranspiracion sigue también una distribucion exponencial:

b(t) = g -e Het (4.30)

La tasa de servicio se calcula a partir de un dato conocido de evapotranspiracion (EV),

de la siguiente manera:
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_EV
Ha = V(ue)

(4.31)

Donde,
EV = Valor conocido de evapotranspiracion (mm/hr).

V(ue) = Valor de una unidad equivalente de precipitacion (mm).

Como se sabe, el “peso” de cada ue es: V(ue) = 1 mm.

Ademas, la restriccion K = EM sobre la capacidad del sistema, es el maximo valor de

evapotranspiracion o evapotranspiracion potencial:

EM=%2 (4.32)

ue

Donde,
EM = Capacidad méaxima de evaporacion
EP = Evaporacién potencial (mm)

4.4.4 Parametros p4,y q4n, de salida y desempefio. Evapotranspiracion

La interpretacion que se hace de estos parametros es la siguiente: p4,, es la fraccién de
tiempo en el cual hay “n” ue’s involucradas en el sistema; y q4,, es la probabilidad de
que al llegar el agua encuentre “n” ue’s evaporandose del suelo; ambas para el proceso

de evaporacion del ultimo sistema (pn = p4n Y On = 4n).

Dado que el sistema de colas presente es igual al anterior (M/M/1/K), para estimarlo se
reemplazaran los valores propios del proceso de almacenamiento en el suelo, en las
ecuaciones calculadas de forma general en el punto 3.5, en este caso para el sistema
M/M/1/EM.
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La definicion de tasas de salida para el caso general de un sistema M/M/1/K, fueron
calculadas en el punto 3.5; a continuacién ajustamos los valores de los pardmetros al

sistema de evaporacion del agua del suelo, M/M/1/EM.

Similarmente se calculan los parametros de desempefio, Ei, La, W4y Wa.

Finalmente, el valor esperado del tiempo que permanece el agua en la zona no saturada

del suelo sera:
WNS = W3 + W4 (433)
En las siguientes tablas se muestran los resultados Utiles para el presente trabajo que se

obtienen del sistema de almacenamiento en el suelo y evapotranspiracién. Tabla 4-3 para
M/M/1/N y Tabla 4-4 para M/M/1/EM.
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Tabla 4-3: Sistema de almacenamiento en el suelo y evapotranspiracion - M/M/1/N.

Almacenamiento en el suelo.

Parametro Formula Descripcion
N Intensidad de tréfico.
3
P3 p3 = li_s
Para(0<n<N)
a- Psz;f? (ps # 1) Fraccidn de tiempo en el cual
p3, p3, = { 1 1_ Ps hay “n” mm de agua
( N+1 (ps=1) almacenandose en el suelo,
evaporandose y/o percolando
—py) Fraccion del tiempo durante el
03 3y, = J W (ps # 1) cual el almacenamiento en el
t (ps = 1) suelo no alcanza su maximo
valor N.
Para (n<N-1).
0. 03, = & Probabilidad de que al llegar el
1-p3y agua encuentre “n” mm de agua
almacenandose en el suelo.
{,10 : <7(1 — pli*'fi{l* ) ( ”23 e ) ' (1 R pgz)v;fév) (o # 1)
As = { 11_ N 1 1 L
& o (mr1) (155 1)'(1‘N—+1) ei=1)
i=1,234
Tasa del agua que se almacena en el suelo.
Ao* <(1 - 9121*' P{l* ) . <1 _ (1- Pz)*' Pze* ) ) <(1 —p3) PQ’) (; # 1)
A = 1-pi* 1-ps™* 1-py*t
1 1 1
& Vo (w51) (0= 753) (759) =1
i=1,2,3,4. Tasa del agua que es rechazada por el sistema y que emergera como
escurrimiento superficial.
ng [1-p¥ 7“1\1 (1= p3) - py¥ 1 (s % 1) Valor esperado de agua
OH - (_11—)P3 )-(1—ps) almacenada en el suelo por
Lm (p3 = 1) | espesor de estrato 6H.
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Ls Ly =6H + p3- (1 —py)

Valor esperado de agua en la
zona no saturada (cola) mas
agua que se evapora y/o percola
(en servicio):

Valor esperado del tiempo que
le toma al agua en llegar, ocupar
la zona no saturada y evaporarse

y/o percolar.

Valor esperado del tiempo que
permanece el agua

almacenandose en el suelo.

N-1 n

q3x

n=

Wes(t) Wes() =1 -

]

=0

[y
~.

s 0
, il

Probabilidad de que el tiempo
de duracién del agua en estado
almacenado en la zona no
saturada del suelo, sea menor o

igual a t
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Tabla 4-4: Sistema de almacenamiento en el suelo y evapotranspiracion - M/M/1/EM.

Evapotranspiracion.

Parametro Formula Descripcion
Intensidad de tréfico.
As
p. Ps = —
4 4 Uy
Para (0 <n<EM).
(1 —py)-pi (s £ 1) Fraccion de tiempo en el
1= pEM Pa
p4, p4, = 1 4 cual hay “n” mm de agua
\ 1 (ps=1) evaporandose y
percolando.
Fraccion del tiempo
(1= py) - p3" durante el cual la
1- T (ps # 1) 3
PAiipre Phiibre 4 evaporacion del agua en
\1-zmw+1 (pa=1) el suelo no alcanza su
méaximo valor EM.
Para (n <EM - 1).
Probabilidad de que al
4
94n q4, = % llegar el agua encuentre
EM
“n” mm de agua
evaporandose en el suelo.
a (G Pt A=p)ps (1 A=p)pE\ ([ (A—pa) - pi™ (i % 1)
=4\ 1-p* 1-pg* 1—pf* 1—pfit L
o (1) (1) (- 5) () Gi=1)
Lo 1 e +1 N+1 EM +1 i =
i=1,2 34
Tasa del agua que se evapora en el suelo.
(L (Q=pDpl'\ ([ C=p-ps\ ([ A=ps)-pl) ((A=p)-pf (o % 1)
I 0 1_ p{l*+1 1- p§*+1 1— pé\l+1 1— pr+1 Pi
1 ( 1 ) 1 1 1 1 ( 1 ) (o = 1)
lo h*+1 ( e*+1)( N+1) EM +1 pi=
i=1,23, 4

Tasa del agua que es rechazada por el sistema y que percolaréa para recargar el escurrimiento subterraneo.
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(1 —pfM™1)- (1= py) (Pe# 1)

EM - (EM — 1)
LZ-(EM+1)

pi-[1—pi" —EM-(1—py)-pg" "]
Ei

(pa=1)

Valor esperado de agua
en el suelo que se

evapora.

L, Ly=Ei+ps-(1—pem)

Valor esperado de agua
en la zona no saturada
(cola) mas agua que se

evapora (en servicio).

Ly

We W, =ElT] = As - (1 — ppm)

Valor esperado del
tiempo que le toma al
agua en llegar, ocupar la
zona no saturada y
evaporarse.

Valor esperado del
tiempo que permanece el

agua evaporandose.

WNS WNS = W3 + W4_

Valor esperado del
tiempo que permanece el
agua en la zona no

saturada del suelo.

EM-1

n-1 L)L st
Wa(t) W) = 1— Z g4, Z %

n=1 i=0

Probabilidad de que el
tiempo de duracién del
agua en la zona no
saturada antes de
evaporarse, sea menor o

igual at
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4.4.5 Evaporacion Total

Finalmente se puede determinar la tasa total de la evaporacion Ag, la cual es la adicion de
la tasa de evaporacion a través de la vegetacion L., determinada en el punto 4.2 y la tasa

de evaporacion del agua desde el suelo A7, determinada en el punto 4.4:
/19 = AZ + A7 (434)

Reemplazando A, y A; en (4.34):

i o2 ) )
Vo= (o) [ - (- o0) (- 5) (=) )
=

para (py, p2, P3,ps # 1) (4.35)
para (py, p2, Pz, Ps = 1)

4.5 Escurrimiento superficial

Hasta ahora se analizaron una serie de procesos hidrologicos por los que el agua de
lluvia pasa, y si no se evapora puede terminar como escorrentia superficial para luego
descargar sobre los rios; o puede terminar como escorrentia subterranea, la que se
deslizaré lentamente para emerger en manantiales o también descargar sobre los rios. En
el fondo a partir de las propiedades de la lluvia y las caracteristicas del suelo se ha
estimado la precipitacion efectiva, la que escurre de manera inmediata, considerando los

procesos de abstraccion tipicos de una cuenca.

Con el analisis del escurrimiento superficial, finalmente se puede dar una descripcion
completa de todos los procesos hidroldgicos considerados en una cuenca tipica. Después
de que precipita el agua de lluvia, una parte es interceptada por la vegetacion y
posteriormente se evapora; el resto llega a la superficie del suelo, una parte se infiltra en

el suelo y otra se almacena en la superficie y otra escurre como flujo superficial; del
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agua que infiltra, una parte se almacena en la zona no saturada del suelo, saturdndola
temporalmente, y posteriormente evaporandose en el suelo o percolando para recargar al
flujo subterraneo; la otra parte emerge a la superficie uniéndose al flujo superficial. El
escurrimiento superficial forma parte del subsistema del agua superficial (Chow et. al,
2008).

P4, A PC P10, 10

Superficie del suelo

Ps, As

Figura 4-10: Conformacién del proceso de precipitacion efectiva que genera el

escurrimiento Superficial

Como se explicé anteriormente, las ue’s que conforman la precipitacion efectiva que da
origen al flujo superficial provienen de dos sistemas: son rechazadas del sistema de
infiltracion y almacenamiento superficial; y, emergen desde el sistema de
almacenamiento en el suelo. Se muestra en la Figura 4-10, el esquema de la
conformacién del flujo superficial en un punto de control (PC), a partir de los flujos

obtenidos en los dos sistemas mencionados.

45.1 Parametros de entrada del escurrimiento superficial

Los parametros de entrada a este sistema final son los resultantes del sistema de
infiltracion y almacenamiento superficial A4, y del sistema de almacenamiento en el
suelo y evapotranspiracion Ag;, que fueron calculados en los puntos 4.3 y 4.4

respectivamente.
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Aqui llegan ue’s con tasas dadas por:

Ay = f(Ao, A1) (4.36)

Ae = (Ao, A1, 43) (4.37)

Y recordando sus ecuaciones de las tablas 4-2 y 4-3:

1-py)pl ) ((1—P2)'P§* )
A, " ( ¥ ) * ) * 1
2 = 0 U ) U (P12 # 1) (4.38)
1 1
Ao (h*+1) ' (e*+1) PPz = 1)
(Q=pDPt\ (4 _ A=pp§ . (A=ps)p¥
Ag = & ( 1-pft ) (1 1-p5 ) ( 1-pif+t ) (Pr.p2.p3 # 1) (4.39)
1 1 1
Jo () (1-7) () (P1.p2,p3 = 1)

4.5.2 Parametro de salida del sistema superficial

Para la determinacion de la tasa de salida A1, del escurrimiento superficial Py resultante
de la aplicacion del modelo, se emplea una propiedad del modelo Poisson, que dice que
la adicion de dos proceso Poisson independientes, es otro proceso Poisson cuya tasa es la

suma de las tasas de los dos proceso anteriores.
Basado en ello, en la Figura 4-10, se tiene en un punto de control PC, que como P,y Ps
son cada uno un proceso Poisson; Yy, que P4y Pg son variables aleatorias independientes,

entonces, Py = P4 + Pg, €s un proceso Poisson con tasa:

/110 = /14 + /16 (440)



73

A _((1—91)-;){“)_[(1—;)2)-95*+(1—p3)-pév_<(1—pz)-pf*)_((l—ps)-pévﬂ
Lo = 0 1_p{1*+1 1_p2e*+1 1_p§v+1 1-p¢ +1 1—,Dév+1
1 1 1 1 1
N o R P E N A (e
h*+1/ ler+1 N+1 e*+1 N+1

_ (para (py,pp.p3 # 1)
o {para (p1,p2,p3s = 1) (4.41)

4.5.3 Caudal superficial Q(t)

Para la determinacion del caudal de salida de la cuenca, se puede emplear el proceso
estocastico conocido como shot-noise. Segln Ross (1983), y asociandolo al presente
trabajo, su descripcion para la forma general es la siguiente: como las unidades
equivalentes de agua del flujo superficial, ocurren de acuerdo a un proceso Poisson con
una tasa A; Rj > 1, es una variable aleatoria que representa el “valor” de cada ue, y esta

asociada a la i-ésima ue.

Se asume que estos valores son aditivos y también se supone que estos decrecen a lo
largo del tiempo a una tasa exponencial. Por lo tanto se tendria el valor del caudal en un
tiempo t Q(t):

Q(t) = TVOR, - e (=50 (4.42)

Donde,

N(t) = Namero de ue’s de precipitacion efectiva hasta el tiempo t
Ri = Valor de las i-esima ue

Si = Tiempo de las i-ésima ue

a = Constante que determina la tasa exponencial de decrecimiento (1/hr).

El concepto que esté detras de la constante exponencial de decrecimiento o, es el de un
embalse lineal, en el cual la tasa de salida de caudal en un momento dado es

proporcional al almacenamiento en ese mismo momento.
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Un embalse lineal es aquel cuyo almacenamiento esta linealmente relacionado con su
caudal de salida mediante una constante de almacenamiento CK, que bien podria ser la

inversa de o

1
a

V=CK-Q==-Q (4.43)
Donde,

V = Almacenamiento en un momento dado (m®).

CK = Constante de almacenamiento (hr).

Q = Caudal de salida en un momento dado (m®/hr).

En un hidrograma, cuando la lluvia disminuye o cesa, después que el caudal haya
alcanzado su méaximo valor, se inicia la recesién, la cual culmina cuando la escorrentia
regresa a la tasa minima o flujo base. Usualmente las curvas de recesion toman la forma
de decaimiento exponencial (Chow et. al, 2008), y la constante de decrecimiento tiene

directa influencia sobre esta.

Sin embargo dado que desconocemos los valores de V y Q, para el caso del

escurrimiento superficial, se asume que ambos son iguales. Obteniéndose a. = 1.

Se llama a Q(t), (t > 0) un proceso shot-noise, cuando R;, (i > 1), se asumen que son
variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas, y ademéas son
independientes del proceso Poisson (N(t), t > 0). Este proceso shot-noise, ademas goza
de la propiedad Markoviana caracteristica de la distribucién exponencial que dice que un

estado futuro solo depende del presente y no asi del pasado.

Ross (1983), a partir de probabilidades condicionales de N(t) y el calculo de la funcion
generadora de momentos de Q(t), obtuvo los momentos de Q(t), los cuales son, para la

forma general:
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El valor esperado de Q(t),

__ AE[R]-(1-e~%t)

ElQ)] = —— (4.44)

a

La varianza de Q(t),

_(l_e—zat)

Var[Q(e)] = ZE&] - (4.45)
Y la covarianza
Cov(Q(D), Q(t +5)) = e™ - Var[Q(1)] = L AER Tz (4.46)

Ademas, a partir de la funcion generatriz de momentos deducida por Ross (1983) se

calcula el tercer momento:
walQ(®)] =2 E[R?]- (1 - e72) (1 + 2 E[R] - 2-E[R]- (1 - e—at)) + MO (4.47)
A partir del cual se calcula la asimetria y:

_ usle@®)]
- var[Q(t)]3/2 (4.48)

Finalmente, en base a los parametros del sistema de escurrimiento superficial del

presente trabajo y remplazandolos en las ecuaciones de la forma general se tiene:

Para E[R] = E[R?] = E[R®] = 1; debido a que todas las ue’s tienen un valor de 1 mm. El

valor esperado del caudal superficial Q(t):



).10'(1—6_at)

E[Q®] =

La varianza de Q(t):

_ 110-(1—e_2“t)
Var[Q(®)] = 25—
La covarianza:

e—as_llo_(l_e—zat)

Cov(Q(®),Q(t +5)) = e * -Var[Q(t)] = o

El tercer momento:

110'(1—9_36“-)

palQO] =22 (1 — 72 - (1428 - . (g gy ) o Daolle
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(4.49)

(4.50)

(4.51)

(4.52)

Como se desea obtener los resultados para el largo plazo y en estado estacionario,

calculando para t = oo, y reemplazando Ao de (4.41) en las ecuaciones, se tiene:

El valor esperado del caudal superficial Q(t):

(1—pz)-p§*)_<

(1 —p3) -pév>]
N+1

Ao (A=p)-pl\ [A=p2)-ps°  (A=p3)-pl
- + N+1 1_p§*+1

1— h*+1 1— e*+1 1—

E[O(t=0)]={% P1 P2 P3

T ) ) )
a \h*+1 e*+1 N+1 e*+1 N+1

vara (p,,p, P, * 1
E[Q(t = )] = (brp, i )
para (,01; Py Pz = 1)

P3

(4.53)
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La varianza de Q(t):

@_((1—;)1)-;){“)_ (1-py)p5 (1—ps)-pé"_((1—pz)-pﬁ*)_<(1—p3)-pév>]
* e* e* N
Var[Q(t _ oo)] _ 2a 1 _p{l +1 1 — p¢ +1 1 _pé\/+1 1 —ps +1 1 - pd +1
o e P e S e M e
2¢ \w+1) lee+1 " N+1 \e+1) W+1
ara (p,, P, P, *1
Varlg(e = o) = [P PrPzPs* 1) (4.54)
para(p,,p,p;=1)

Debido al tamafio de las ecuaciones, a partir de ahora se muestran en funcion de Ajo. La

covarianza:

Cov(Q(D, Q(t +5)) = =1 (4.55)

El tercer momento:

_ _ 4o _ Mo
u3[Q(t = )] = —=——; (4.56)
Asimetria y:
v = (da —31y) " |— (4.57)

4.6 Escurrimiento subterraneo

El escurrimiento subterraneo es el movimiento lateral del agua que ocupa la zona
saturada del suelo y que es alimentada por el agua que percola desde la zona no saturada
del suelo, su movimiento es mucho mas lento que el del flujo superficial. De acuerdo
con el analisis realizado al sistema de almacenamiento en el suelo y evaporacion, existe

una parte de agua que percolara para recargar el flujo subterraneo.
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Asumiendo para efectos de andlisis, que la tasa a la que el agua percola es igual a la tasa
a la que el flujo subterrdneo se mueve lateralmente, es posible encontrar el valor de
caudal maximo subterrdneo Qs(t), suponiendo que este actia como un embalse que

descarga lentamente de acuerdo a lo que recibe.

4.6.1 Caudal subterraneo Qs(t)

Se asume la tasa de percolacién como la tasa de flujo subterrdneo, esta es la tasa Ag,
calculada en el punto 4.4 del sistema de almacenamiento en el suelo y evaporacion, y

dada por:

Ag = f (Ao, 41,43, 45) (4.58)

Y recordando su ecuacion:

B {/10 : (—(11'_’;1{3;5?* ) : (1 - —(11'_‘;2281'558* ) (1- (11'_‘; z,@;’iév) : ((11__,;?;;5:4 ) (1, P2, P3. P4 # 1)
2 () (0-75) (0 -50) Gs) (01,P2,P3,04 = 1)

(4.59)

En base a este parametro Ag y recordando que E[R] = E[R?]= E[R®] = 1, debido a que
todas las ue’s tienen un valor de 1 mm; de las ecuaciones de la forma general, se
determinan las ecuaciones de caudal subterraneo. A partir de la ecuacion (4,44) se tiene,

el valor esperado del caudal subterraneo Qs(t):

Ag-(l—e_“st)
as

E[Qs(D] = (4.60)
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A partir de la ecuacion (4,45), se tiene la varianza de Qs(t):

Ag-(1-e~2%5t)

Var[Qs()] = = (4.61)
A partir de la ecuacion (4,51), la covarianza:
_ —asS.) .(1—e—2ast
Cov(Qs(0), Qs(t +5)) = &7 - Var[Qy(1)] = T 2elze =) (4.62)
A partir de la ecuacion (4.52), el tercer momento:
_ s 1 _ o-2asty. As 38 1 _ L-asty | 4 Ae(1-e3E)
H3[Qs(0)] =2+ (1 — e2h) <1+2a5 (- ))+ - (4.63)

Tomando en cuenta las condiciones de decrecimiento de un embalse lineal para flujo
subterraneo, el cual puede considerarse como la parte baja de la curva de recesién del
caudal. Dada la ecuaciéon (4.43), asumimos que en el caso de flujo subterraneo, el

almacenamiento es el doble que el caudal. Obteniéndose un valor de partida as = 0.5

Como se desea obtener los resultados para el largo plazo y en estado estacionario,

calculando para t = oo, y reemplazando Ag en las ecuaciones, se tiene:

El valor esperado del caudal subterraneo Q(t):

(/1__<(1—p1)'p{">.<1_(1—pz)'p§*)_(1_(1—p3)-pév>‘<(1—p4)-pf’”>
E[Qs(t = )] = J“S 1—pt 1-p5*t 1-p3*t 1—pgtt

li_zl(h*i1)'(1_8*11)'(1_%44)'(#4-1)

— o] = (Para (P, p2,p3,p4 # 1)
Elo(t = )] = {para (P1, P2, P34 = 1) (4.64)

o




80

La varianza de Q(t):

(,10_((1—p1)-p{“>_<1_(1—pz)-p§*)_(1_(1—/33)-/0?)_((1—p4)-pr)

VarlQy(t = o)) = { 2% \ 1=pi"* 1-ps™ 1-p™ 1= p"*
o ) (o) (-5) ()

\2a, (h*+1 e +1 N+1) \EM +1

para (py, P2, P3, Ps # 1) (4.65)

para (py, P2, P3,ps = 1)

Var[Q,(t = »)] = {

A partir de ahora se muestran en funcion de Ag. La covarianza:

Cov(Qs(1), Qs(t +5)) = e'zz}‘g (4.66)

El tercer momento:

4 A3
uslQs(t = )] = 22— 28 (4.67)
Asimetria y:
8
¥ = (dag — 34g) - Srie (4.68)

4.7 Caudal Total Q'(t)

El gasto total a la salida de la cuenca corresponde a la suma del escurrimiento superficial

y el escurrimiento subterraneo.

E[QT(O)] = E[Q()] + E[Qs(8)] (4.69)
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5. APLICACION DEL MODELO ESTOCASTICO Y COMPARACION

A continuacion se implementa el modelo estocastico de lluvia-escorrentia desarrollado
en el presente trabajo. Se utilizan como ejemplo dos cuencas urbanas: Chillan en la VIII
Region y Santiago de Chile en la Region Metropolitana. Se utilizan ambas cuencas por
la disponibilidad de informacion, y porque los resultados obtenidos mediante el presente
modelo pueden ser comparados con los resultados obtenidos de la modelacion de ambas

cuencas mediante otro enfoque.

Para el andlisis de la cuenca de Chillan, se utiliza la informacion disponible en el trabajo
de Zegpi (2008), y ademas se comparan los resultados con el mismo. En el caso de
Santiago, la cuenca a analizar se encuentra especificamente en la comuna de La Reina, y
se utiliza la informacion disponible en los trabajos de Gonzalez (2008) y Zegpi (2008),

tanto para la modelacién como para la comparacion de resultados.

Gonzaélez (2008), realiz6 un analisis sobre la ciudad de Santiago, y model6 el sistema de
drenaje de la comuna de La Reina con el programa SWMM-UC, considerando eventos

de lluvias aisladas, obteniendo un caudal maximo de salida.

Zegpi (2008), considerando eventos independientes de tormentas, realizé un analisis
sobre Santiago y Chillan, utilizando un modelo hidrolégico para cuencas urbanas basado
en un desarrollo matemético y utilizando cépulas, obteniendo también un caudal
méaximo a la salida de las cuencas. Compard sus resultados, con los resultados obtenidos
por Gonzalez (2008) para Santiago; y con los resultados obtenidos por MOP (2007) de
la modelacién de la red drenaje con el programa XP SWMM-32 de la empresa CAICE

para eventos de lluvias de disefio, para Chillan.

La informacion disponible para ambas cuencas es bastante detallada en los dos trabajos
mencionados, estan disponibles la mayoria de los parametros necesarios para la

aplicacion del modelo; sin embargo, debido a falta de informacion sobre los parametros
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de la zona no saturada del suelo (porosidad n y conductividad hidraulica c) se asumen

estos como los caracteristicos de suelos arcillosos.

En cuanto a la precipitacion, para la ciudad de Chillan se cuenta con el registro de
precipitacion cada 15 minutos de la estacion pluviométrica del Campus Chillan de la
Universidad de Concepcion del periodo 1998-2006 (facilitada por el profesor José Luis
Arumi de la Universidad de Concepcidn). Para la cuenca urbana de Santiago, se utiliza
el registro de la estacion de Quinta Normal, que consiste en precipitacién cada 10

minutos para el periodo 1917-1960.

5.1 Caracterizacion de tormentas

Se analizan 2 series de precipitacion, cuyas caracteristicas se muestran en la Tabla 5.1:
e Santiago, Regidén Metropolitana, Chile.
e Chillan, VIII Regidn del Biobio, Chile.

Tabla 5-1: Caracteristicas de las series de precipitacion analizadas

Lugar Santiago Chillan
Periodo de Registro 1917 - 1960 | 1998 - 2006
Periodo de Registro (afios) 44 9
Intervalo de Registro (min) 10 15

A continuacion, se muestra la curva de precipitacion acumulada de los registros

completos de las cuencas de Chillan y Santiago. Figura 5-1.
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Figura 5-1: Precipitacion acumulada del registro completo.

Ambas curvas de precipitacion acumulada, presentan una caracteristica escalonada, lo

que demuestra temporadas seca y lluviosa bien definidas a lo largo del afio hidrolégico.

A los registros de precipitacion se les realiza un tratamiento, separando la temporada

seca de la temporada lluviosa, que sera la mas critica. Figura 5.2.
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Figura 5-2: Precipitacién acumulada del registro de temporadas lluviosas.
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Como se puede ver, la curva de precipitacion acumulada se “suavizo”. Adicionalmente,
de las gréaficas mostradas en las Figuras 5.1 y 5.2, se puede claramente observar que
durante la temporada lluviosa, cae mas del 80% de la precipitacion acumulada durante el

afio hidroldgico.

Se trabaja a partir del registro de precipitacion de temporadas lluviosas, de este registro

se calculan los tiempos entre llegadas (TEL) de ue =1 mm,

La serie de TEL, es ajustada a una distribucion exponencial por las razones explicadas
en el punto 4.1.1. Finalmente, para asegurar un mejor ajuste de la serie de TEL a la
distribucion exponencial, se realiza una optimizacién matematica de la misma por medio
del método de los minimos cuadrados ajustando la tasa de llegada promedio de las ue;

obteniéndose una tasa corregida Ao.
En la Tabla 5-2, se muestran los resultados del ajuste final de TEL y A, para las cuencas
de Chillan y Santiago. Y en la Figura 5-3, se muestra el ajuste exponencial de ambas

después del tratamiento descrito anteriormente.

Tabla 5-2: Tiempo entre llegadas (TEL) de unidades de Iluvia (ue) de 1 milimetro.

Lugar Santiago Chillan
TEL promedio (hr) 0.609 0.462
Ao (1/hr) 1.641 2.165
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Figura 5-3: Ajuste exponencial de las series de TEL

Como se puede observar, la duracion promedio de los tiempos entre llegadas de 1 mm
(TEL), es de 36.6 minutos para Santiago y 27.7 minutos para Chillan. Para estos

tiempos, se puede ver gue la serie se ajusta lo suficiente a la distribucion exponencial.

El valor de Aq, de la Tabla 5-2, es el dato de entrada del modelo estocastico de lluvia-

escorrentia.

5.2 Caracteristicas y parametros de las cuencas de estudio

Las cuencas de Santiago y Chillan, tomadas en cuenta para este trabajo, fueron también
modeladas en otros trabajos (Gonzéalez, 2008; y Zegpi, 2008). El interés, por lo tanto, en
modelar estas cuencas, aparte de la informaciéon disponible, es la posibilidad de
comparar los resultados obtenidos de la aplicacion del presente modelo con los

resultados obtenidos en los trabajos mencionados.

En el caso de Chillan, de acuerdo a Zegpi (2008), la cuenca en estudio se encuentra en
un sector de la ciudad que presenta un uso preponderantemente urbano con
aproximadamente un 50 % de superficie impermeable. La Figura 5-4 muestra su

ubicacion. La Figura 5.5 muestra el detalle de la cuenca modelada por Zegpi (2008).




Figura 5-4: Chillan — Ubicacion de la cuenca urbana en Google Earth.
Fuente: Zegpi (2008)

Figura 5-5: Chillan — Cuenca urbana.
Fuente: Zegpi (2008)
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En cuanto a Santiago, Gonzalez (2008) realizd el analisis de una cuenca urbana
localizada especificamente en la comuna de La Reina que de acuerdo a la clasificacion
de uso de suelos corresponde a un sector urbano con densidad media. La Figura 5-6
muestra su ubicacién. La Figura 5-7 muestra el detalle de la cuenca modelada por
Gonzélez (2008).

Figura 5-6: Santiago — Ubicacion de la cuenca urbana en Google Earth.
Fuente: Gonzélez (2008)
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Figura 5-7: Santiago — Cuenca urbana.
Fuente: Gonzélez (2008)

Se debe mencionar que el modelo analitico de Zegpi (2008), e igualmente el modelo
SWMM usado por Gonzélez (2008); se basan en zonas permeables e impermeables. Por
lo tanto, la informacion que disponen es para ambas caracteristicas de una cuenca. Para
el presente trabajo, esta informacion se pondera de acuerdo al porcentaje de zonas
impermeables que tienen ambas cuencas. Santiago (80% de area impermeable) y Chillan
(50% de area impermeable). Adicionalmente, al no tenerse informacion de los
pardmetros de la zona no saturada del suelo, se asumen de un suelo arcilloso que seria el

peor de los casos.

En la Tabla 5-3, se muestran la informacion de los parametros que corresponden a los

datos de entrada del modelo analitico. Para las cuencas de Santiago y de Chillan.



Tabla 5-3: Parametros de entrada del modelo analitico — Santiago y Chillan.
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Descripcion Variable Unidad Santiago Chillan
Area A ha 14 10
Tasa de llegada o 1/hr 1.641 2.165
Evapotranspiracion E mm/hr 0.263 0.178
Altura de agua interceptada | mm 2.000 2.000
Infiltracién f mm/hr 1.000 1.880
Altura maxima de agua encharcada VE mm 2.700 2.000
Conductividad hidraulica del suelo K mm/hr 0.300 0.300
Porosidad n - 0.475 0.475
Evaporacion del agua del suelo EV mm/hr 0.263 0.178
Evaporacién potencial EP mm 2.000 2.000
Tasa de decrecimiento - flujo superficial o - 1.000 1.000
Tasa de decrecimiento - flujo subterraneo B - 0.500 0.500

Los parametros de evapotranspiracion y evaporacion desde el suelo, son iguales debido a
la dificultad que se tiene para separar la evaporacion de la transpiraciéon y se tomé el
dato para cultivos de referencia del Instituto de Desarrollo Agropecuario (INDAP). Los
parametros de infiltracién y altura méxima encharcada fueron tomados del trabajo de
Zegpi (2008). Los parametros de conductividad hidraulica del suelo y porosidad se

toman de los valores propios de suelos arcillosos.

5.3 Resultados

A continuacion se presentan los resultados de la aplicacion del modelo estocastico a las
cuencas de Santiago y Chillan descritas anteriormente. Se muestran los resultados de la

aplicacion del modelo a todos los procesos considerados de acuerdo a la Figura 4-1.

5.3.1 Parametros de entraday atencion

En la Tabla 5-4 se muestran los valores de los parametros de entrada y atencion del

sistema de espera.



Tabla 5-4: Parametros de entrada y atencidn del sistema de espera.
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Descripcion | Variable | Unidad | Santiago | Chillan
Sistema de intercepcion y evapotranspiracion
Tasa de entrada - P Ao 1/hr 1.641 2.165
Tasa de servicio de la evapotranspiracion i 1/hr 0.263 0.178
Capacidad maxima de intercepcion K=h* - 2.000 2.000
Intensidad de trafico p1 - 6.231 12.198
Sistema de infiltraciéon y almacenamiento superficial
Tasa de entrada - P; M 1/hr 1.383 1.989
Tasa de servicio de la infiltracion Jin; 1/hr 1.000 1.880
Maximo almacenamiento superficial K=e* - 2.700 2.000
Intensidad de trafico P2 - 1.383 1.058
Sistema de almacenamiento en el suelo y evapotranspiracion
Tasa de entrada - P4 A3 1/hr 0.835 1.288
Tasa de servicio del suelo U3 1/hr 0.300 0.300
Maximo contenido de humedad*L K=N - 475 475
Intensidad de trafico P3 - 2.783 4.294
Tasa de entrada - Ps As 1/hr 0.300 0.300
Tasa de servicio de la evaporacion ih 1/hr 0.263 0.178
Maximo valor de evaporacion K=EM - 2.000 2.000
Intensidad de trafico P4 - 1.139 1.690

Se puede observar que el valor de la intensidad de trafico p para ambas cuencas es

mayor a 1, en todos los procesos hidrolégicos, esto representaria colas infinitas en

sistemas de espera sin restriccion, pero no representa mayor problema en el sistema

analizado puesto que cada proceso tiene una restriccion.

5.3.2 Parametros pn Yy On

En la Tabla 5-5, se muestran los valores calculados de los parametros p,, ademas de pk.



Tabla 5-5: Parametros pn y Qn.
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| Santiago || Chillan

Sistema de intercepcion y evapotranspiracion

Descripcion n (mm) pl, n (mm) pl,
Fraccion de tiempo en el cual hay “n” 0 0.022 0 0.006
mm de agua interceptada por la 1 0.135 1 0.075
ve_getacién y evaporandose a través de la 5 0843 5 0919
s . @0

Paran=h* h* h* 0.919
Sistema de infiltracién y almacenamiento superficial

Descripcién n (mm) P2, n (mm) P2,
Fraccion de tiempo en el cual hay “n” 0 0.165 0 0.315
mm de agua encharcada e infiltrandose 1 0.228 1 0.333
en el suelo 2 0.316 2 0.352

Paran=EM

Paran =e* e* =27 0.396 e*=2 0.352
Sistema de almacenamiento en el suelo y evapotranspiracion

Descripcién n(-) p3, n(-) p3.
Fraccion de tiempo en el cual hay “n” 0.468 0.000 0.468 0.000
contenido de humedad en la zona no 0.469 0.001 0.469 0.000
saturada del suelo. 0.470 0.004 0.470 0.001
0.471 0.011 0.471 0.002
0.472 0.030 0.472 0.010
0.473 0.083 0.473 0.042
0.474 0.230 0.474 0.179
0.475 0.641 0.475 0.767
Paran=N N/L 0.641 N/L 0.767

Descripcién n (mm) p4, n (mm) p4,
Fraccién de tiempo en el cual hay “n” 0 0.291 0 0.180
mm de agua evaporandose y percolando 1 0.331 1 0.305
2 0.378 2 0.515

En la Tabla 5-6, se muestran los valores calculados de los parametros qp.



Tabla 5-6: Parametros qp.
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| Santiago || Chillan
Sistema de intercepcion y evapotranspiracion
Descripcion n (mm) ql, n (mm) gl,
Probabilidad de que al llegar el agua 0 0.138 0 0.076
encuentre “n” mm de agua interceptada 1 0 862 1 0.924

por la vegetacion.

Sistema de infiltracién y almacenamiento superﬁual

7
W

Sistema de almacenamiento en el suelo y evapotranspiracion

%

Descripcién n (mm) g2, n (mm) g2,
Probabilidad de que al llegar el agua 0 0.274 0 0.486
encuentre “n” mm de agua encharcada. 1 0.378 1 0.514

Descripcién n(-) g3, n(-) g3,
Probabilidad de que al llegar el agua 0.468 0.001 0.468 0.000
encuentre “n” contenido de humedad en 0.469 0.004 0.469 0.001
la zona no saturada del suelo.
0.470 0.011 0.470 0.002
0.471 0.030 0.471 0.010
0.472 0.083 0.472 0.042
0.473 0.230 0.473 0.179
0.474 O 641 0.474 0.767

en el suelo

Descripcién n n
Probabilidad de que al llegar el agua 0 0.467 0 0.372
encuentre “n” mm de agua evaporéndose 1 0 533 1 0.628

De la tabla 5-5, se observa que para Santiago, solo un 2.2% del tiempo no existe
intercepcion, y que por el contrario el 84.3% del tiempo la vegetacién estd a su
capacidad méaxima de intercepcion. En el caso de Chillan, la intercepcion es mas
efectiva, ocupando un 91.9% del tiempo con la vegetacion a capacidad maxima de

intercepcion, contrario a solo un 0.06% del tiempo sin intercepcion.
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Igualmente, se observa que para Santiago, un 16.5% del tiempo no existe
encharcamiento, y que el 39.6% del tiempo la superficie del suelo estd a su maxima
capacidad de encharcamiento. En el caso de Chillan, el 31.5% del tiempo no existe
encharcamiento, y la cuenca esta a su maxima capacidad de encharcamiento el 35.2%

del tiempo.

Ademas, se observa que existe una probabilidad nula de que el suelo este totalmente
seco durante una tormenta, lo cual resulta totalmente légico, de hecho lo que se puede
observar para ambas cuencas (pues ambas tienen el mismo tipo de suelo, y por lo tanto
los mismos pardmetros), es que en todo momento el contenido de humedad varia entre
0.468 y 0.475, con una probabilidad mas alta de que sea 0.474. Ademas se puede
concluir que en Santiago, el suelo estara saturado el 64.1% del tiempo, y en Chillan el
76.7% del tiempo. Y finalmente, se observa que para Santiago, durante un 29.1% del

tiempo no existe evaporacion. Lo mismo para Chillan durante un 18% del tiempo.

Se determina ademas, la fraccion del tiempo durante el cual la intercepcidn no alcanza

su maximo valor K, Tabla 5-7.

Tabla 5-7: Pardmetro piipre.

Descripcion | Vvariable | Unidad | Santiago | Chillan
Sistema de intercepcion y evapotranspiracion
Fraccion del tiempo durante el cual la h mm 2.000 2.000
intercepcion no alcanza su méximo valor
h* P PLiibre - 0.157 0.081
Sistema de infiltracion y almacenamiento superficial
Fraccion del tiempo durante el cual el ex mm 2.700 2.000
encharcamiento no alcanza su maximo
valor P2libre - 0.604 0.648
Sistema de almacenamiento en el suelo y evapotranspiracion
Fraccion del tiempo durante el cual el N/L mm 0.475 0.475
almacenamiento en el suelo no alcanza
su maximo valor N P3iibre ) 0.359 0.233
Fraccion del tiempo durante el cual la EM mm 2.000 2.000
evaporacion del agua en el suelo no
alcanza su maximo valor EM Piiore i 0.622 0.485
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Se puede ver que solo el 15.7% del tiempo la vegetacion no ocupa su capacidad méxima
de intercepcion en Santiago y el 8.1% en Chillan.

Ademas, la mayoria del tiempo ambas cuencas no estan a su capacidad maxima de
almacenamiento superficial. Eso quiere decir que a pesar de un gran porcentaje de
impermeabilidad en las cuencas urbanas, la infiltracion aun es relevante. Por los valores
mostrados en la tabla se puede observar que el suelo estara saturado la mayor parte del

tiempo.

5.3.3 Parametros de salida

En la Tabla 5-8, se muestran los pardmetros de salida de los procesos hidroldgicos

considerados.

Tabla 5-8: Parametros de salida.

Descripcién | Variable | Unidad | Santiago | Chillan
Sistema de intercepcion y evapotranspiracion
Agua que precipita al suelo M 1/hr 1.383 1.989
Tasa de agua que se evapora Ao 1/hr 0.258 0.176
Sistema de infiltracion y almacenamiento superficial
Tasa del agua que se infiltra A3 1/hr 0.835 1.288
Tasa de escurrimiento superficial A4 1/hr 0.548 0.700
Sistema de almacenamiento en el suelo y evapotranspiracion
Agua que se almacena en el suelo As 1/hr 0.300 0.300
Agua que emerge como escurrimiento A6 1/hr 0.535 0.988
Agua que se evapora del suelo A7 1/hr 0.187 0.145
Agua que percola a la zona saturada Ag 1/hr 0.113 0.155
Evaporacion total
Evaporacion total ‘ Ao ‘ 1/hr ‘ 0.444 ‘ 0.322
Escurrimiento superficial total
Escurrimiento superficial total ‘ 1o ‘ 1/hr ‘ 1.083 ‘ 1.689
Escurrimiento subterraneo
Escurrimiento subterraneo ’ Ag ‘ 1/hr ‘ 0.113 ’ 0.155
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La tasa total de la evaporacion Ag, la cual es la adicion de la tasa de evaporacion a través

de la vegetacion A, y la tasa de evaporacion del agua desde el suelo A;.

Por su parte, la tasa total de escurrimiento superficial que es la suma de la tasa de
escurrimiento superficial del sistema de infiltracion y almacenamiento superficial A4, Yy
la tasa del agua que es rechazada por un suelo saturado del sistema de almacenamiento
en el suelo A Finalmente se asume la tasa de percolacion como la tasa de flujo

subterraneo Asg.

5.3.4 Parametros de desempefio

Los parametros de desempefio se muestran en la Tabla 5-9.

Tabla 5-9: Parametros de desempefio.

Descripcion | Variable Unidad Santiago Chillan
Sistema de intercepcion y evapotranspiracion
Valor esperado de agua en todo el sistema -

agua interceptada (cola) + agua evaporandose L1 mm 1.821 1.912
(en servicio)

Valor esperado de agua interceptada (cola) hi mm 0.843 0.919
Valor esperado del tiempo que le toma al agua W, hr 7.070 10.841

en llegar, ser interceptada y evaporarse.

Valor esperado del tiempo de duracién de

intercepcion Waq1 hr 3.272 5.207

Sistema de infiltracion y almacenamiento superficial
Valor esperado de agua en todo el sistema —

agua encharcada(cola) + agua infiltrandose Lo mm 1.685 1.037
(en servicio)
Valor esperado de agua encharcada (cola) ei mm 0.850 0.352

Valor esperado del tiempo que le toma al agua

en llegar, encharcarse e infiltrarse W2 hr 2.018 0.805

valor esperado del tiempo que permanece el

agua encharcada W2 hr 1.018 0.273
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Tabla 5-9: Continuacion.

Descripcion | Variable | Unidad Santiago Chillan

Sistema de almacenamiento en el suelo y evapotranspiracion
Valor esperado de agua en la zona no

saturada (cola) mas agua que se evapora y/o
percola (en servicio), por espesor de estrato (1 Ls mm 474.439 474.696

m)

Valor esperado de contenido de humedad

(cola) 0 - 0.473 0.474

Valor esperado del tiempo que le toma al agua
en llegar, ocupar la zona no saturada y W3 hr 1581.464 1582.321
evaporarse y/o percolar

Valor esperado del tiempo que permanece el
agua almacenada en el suelo Was hr 1578.130 1578.988

Valor esperado de agua en todo el sistema -
agua en la zona no saturada (cola) mas agua La mm 1.087 1.335
que se evapora (en servicio):

Valor esperado de agua del suelo que se .
evapora (cola) Ei mm 0.378 0.515

Valor esperado del tiempo que le toma al agua

en llegar, ocupar la zona no saturada y W4 hr 5.820 9.173
evaporarse
Valor esperado del tiempo de duracién de la Wos hr 2022 3.540

evaporacion desde el suelo

De la Tabla 5-9, para una tormenta bajo las caracteristicas del registro modelado, se
puede esperar que en todo momento el valor de agua interceptada sea de 0.843 mm y
0.919 mm para Santiago y Chillan respectivamente. Y que en todo momento el tiempo
de duracién del agua en estado interceptado por la vegetacion es de 3.272 horas para

Santiago y 5.207 horas para Chillan.

Ademas, se puede esperar que en todo momento el valor de agua encharcada sea de
0.850 mm y 0.352 mm para Santiago y Chillan respectivamente. Y que en todo
momento el tiempo de duracion del agua en estado encharcado es de 1.018 horas para

Santiago y 16.38 minutos para Chillan.
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Adicionalmente se observa que la duracién del agua en la zona no saturada del suelo, es
decir el tiempo que le toma al suelo secarse es de alrededor de 2 meses para ambas

cuencas.

5.3.5 Distribucion acumulada del tiempo de espera

Sobre el tiempo de duracién de la intercepcién se puede obtener més informacion, a
continuacion se muestra la distribucion acumulada del tiempo de duracion del agua en

estado de intercepcion Wq(t). Figura 5-8.

' / ________
/ 'a""-—
0.9 / -
z‘/
0.8 S

0.3+
1
0.2f7
1
l’
0.1} Wql(t) - Santiago
----- Wq1(t) - Chillan
0 r r
0 5 10 15 20 25 30

t (hr)

Figura 5-8: Distribucién acumulada del tiempo de intercepcion.

De las Figura 5-8 se puede observar que la razén por la que no comienzan en cero es

porque existe una probabilidad no negativa de que a su llegada el agua encuentre la

vegetacion “seca’.



98

Esta figura sirve para determinar la probabilidad de que el tiempo de duracién de la
intercepcion sea menor a cierto tiempo t. Por ejemplo la probabilidad de que el tiempo
que dure el agua interceptada sea menor a 24 horas es 0.998 para Santiago y 0.987 para
Chillan. Igualmente, la probabilidad de que durante una tormenta no exista intercepcién

porque la vegetacion esta ya saturada es de 0.138 para Santiago y 0.076 para Chillan.

A continuacion se muestra la distribucion acumulada del tiempo de duracion del agua en

estado encharcado sobre el suelo Wqy(t). Figura 5-9.

0.9

0.8
/
1
1
1

Wa2()
o

H
0.6~}
1
I
1
1
1
0.5
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Figura 5-9: Distribucion acumulada del tiempo de encharcamiento.

Con la Figura 5-9, se puede determinar la probabilidad de que el tiempo de duracion de
encharcamiento sea menor a cierto tiempo t. Por ejemplo la probabilidad de que el
tiempo que dure el agua encharcada sea menor a 10 horas es 0.999 para Santiago y 1.000

para Chillan. Igualmente, la probabilidad de que durante una tormenta no exista

encharcamiento es de 0.622 para Santiago y 0.486 para Chillan.
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A continuacion se muestra la distribucion acumulada del tiempo de duracion del agua en

la zona no saturada antes de evaporarse Wqa(t). Figura 5-10.
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Figura 5-10: Distribucion acumulada del tiempo de permanencia en el suelo.

Finalmente con la Figura 5-10 se determina la probabilidad de que el tiempo de duracion

de la evaporacion desde el suelo sea menor a cierto tiempo t. Por ejemplo la

probabilidad de que el tiempo que dure el agua en la zona no saturada antes de
evaporarse completamente sea menor a 24 horas es 0.999 para Santiago y 0.991 para

Chillan.



5.3.6 Escurrimiento superficial
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Los pardmetros obtenidos de acuerdo al proceso de shot-noise, del valor esperado, la

varianza y el coeficiente de asimetria del caudal superficial Q(t), son resultados para el

largo plazo y en estado estacionario, calculando parat = o. Tabla 5-10.

Tabla 5-10: Pardmetros del escurrimiento superficial.

Descripcién Variable Unidad Santiago Chillan
Constante exponencial de decrecimiento o - 1.000 1.000
Valor esperado del caudal superficial E[Q(D)] mm/hr 1.083 1.689
Varianza Var[Q(t)] mm/hr 0.542 0.844
Coeficiente de asimetria Y - 0.680 -0.773

Ademas, se tiene la covarianza Cov(Q(t), Q(t+s)), para t = c. Figura 5-11.
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Figura 5-11: Covarianza del escurrimiento superficial.

Generalmente, los caudales siguen una distribucion Gamma de 3 parametros, por lo

tanto a partir de los datos de la Tabla 5-10, se determina la funcion densidad de
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probabilidades f(x) y la funcion distribucion acumulada F(x). Los resultados se muestran

en las Figuras 5-12 para Santiago y 5-13 para Chillan.
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Figura 5-12: Distribucion Gamma del escurrimiento superficial. Santiago.
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Figura 5-13: Distribucion Gamma del escurrimiento superficial. Chillan.




5.3.7 Escurrimiento subterraneo
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Los pardmetros obtenidos de acuerdo al proceso de shot-noise, son resultados para el

largo plazo y en estado estacionario, calculando parat=c. Tabla 5-11.

Tabla 5-11: Pardmetros del escurrimiento subterraneo.

Descripcion Variable Unidad Santiago Chillan
Constante exponencial de decrecimiento s - 0.500 0.500
Valor esperado del caudal subterraneo E[Qs()] mm/hr 0.227 0.309
Varianza Var[Qs(1)] mm/hr 0.113 0.155
Coeficiente de asimetria Y - 6.577 5.212
Ademas, se tiene la covarianza Cov(Qs(t), Qs(t+s)), parat = c. Figura 5-16
Santiago Chillan
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Figura 5-14: Covarianza del escurrimiento subterraneo.

Se asume que el caudal subterraneo, al igual que el caudal superficial, sigue una
distribucion Gamma de 3 parametros, Por lo tanto a partir de los datos de la Tabla 5-12,
se determina la funcion densidad de probabilidades f(x) y la funcion distribucién
acumulada F(x). Los resultados se muestran en las Figuras 5-17 para Santiago y 5-18

para Chillan.
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Funcidn diensidad de probabilidades
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Figura 5-15: Distribucion Gamma del escurrimiento subterraneo. Santiago.
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Figura 5-16: Distribucion Gamma del escurrimiento subterraneo. Chillan.

Las curvas de frecuencia obtenidas se presentan en términos de periodo de retorno T,

cuya relacion con funcion distribucion acumulada F(x) se mostré en la ecuacion (5.1).

Las Figuras 5-19 y 5-20 muestran las curvas T vs Q(t) obtenidas para la cuencas de

Santiago y Chillan respectivamente.
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5.4 Modelo Computacional HEC-HMS — Andlisis de Sensibilidad
Finalmente, con los registros completos de precipitacion y para los parametros indicados

en la Tabla 5-3, se realizé una simulacion con el modelo HEC-HMS.

Ademas, para el flujo superficial, se realizd6 unos andlisis de sensibilidad de dos
variables: infiltracion y tasa de decrecimiento exponencial, para ser comparados con los

resultados obtenidos con el modelo computacional.

En las Figuras 5-19 y 5-20 se muestran la funcion distribucion acumulada de los

resultados del modelo HEC-HMS, su ajuste a la distribucion Gamma y el anélisis de
sensibilidad realizado con los resultados del modelo de teoria de colas para diferentes

valores del coeficiente de decrecimiento exponencial a.
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Figura 5-17: Sensibilidad del escurrimiento superficial al coeficiente de decrecimiento
exponencial a. Santiago.
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Figura 5-18: Sensibilidad del escurrimiento superficial al coeficiente de decrecimiento
exponencial a.. Chillan.



106

Finalmente se realiza un andlisis de sensibilidad igual al anterior, pero para una fraccion

de &rea impermeable del 100% para ambas cuencas urbanas. Figuras 5-19 y 5-20.
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Figura 5-19: Sensibilidad del escurrimiento superficial al coeficiente de decrecimiento
exponencial a. 100% de area impermeable. Santiago.
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Figura 5-20: Sensibilidad del escurrimiento superficial al coeficiente de decrecimiento
exponencial a. 100% de area impermeable. Chillan.
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6. CONCLUSIONES

La aplicabilidad de la teoria de colas a fenémenos fisicos como la precipitacion, resulta
un campo poco explorado y atractivo para el desarrollo de modelos analiticos de

aplicabilidad simple.

En este trabajo se propuso un modelo estocéstico para estimar la funcion de distribucion
del escurrimiento superficial en una cuenca simple como respuesta a una precipitacion
continua. Este se desarrollé aplicando la teoria de colas a fenémenos fisicos importantes
como son los procesos hidrologicos que ocurren en una cuenca durante la precipitacion.
El modelo se evalu6 en dos cuencas urbanas de la Republica de Chile, cada una con un
registro de precipitacion propio. Para ambos casos se ajustd el resultado a una

distribucion Gamma de 2 parametros.

Ademas del escurrimiento superficial, se obtienen como resultados pardmetros que
reflejan las condiciones de cada proceso hidrolégico de la cuenca estudiada durante la
precipitacion. Por el caracter puntual del modelo, es aplicable a cuencas pequefias
preferentemente urbanas. La alta gama de resultados que presenta el modelo y las
posibilidades que brinda, especialmente en el caso de encharcamiento, permite una
mejor interpretacion de sus resultados a la hora de disefiar estructuras de infiltracion o

retencion.

Evidentemente, la caracteristica exponencial que asume el modelo analizado para la

precipitacion es algo que se debe tomar en cuenta con mucho cuidado.

Los resultados que se obtuvieron de la aplicacion del modelo, se compararon con los
obtenidos por medio del modelo computacional HEC-HMS. Se observé que el modelo
de caudales presenta sensibilidad a la infiltracion y al coeficiente de decrecimiento
exponencial. Mientras la infiltracion afecta mas a la varianza, el coeficiente de

decrecimiento exponencial afecta mas a la media.
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El desarrollo de modelos de simulacion de lluvia escorrentia por medio del método de la
teoria de colas resulta una alternativa atractiva cuando se quiere obtener parametros que
representen las condiciones en las que entra una cuenca bajo una precipitacion. Los

resultados obtenidos presentan 6rdenes de magnitud razonables.

Para el desarrollo de proyectos que contemplen soluciones de drenaje, el modelo
representa una buena alternativa pues permite evaluar el trabajo de la cuenca bajo
diferentes casos de impermeabilidad, tipos de suelo e intercepcidn. Incluso permite
formar una idea del aporte de agua al flujo subterraneo y la tasa de evaporacion que
tiene la precipitacion.

Ademas, un futuro desarrollo permitira: 1) estimar los efectos de diferentes enfoques de
gestion y desarrollo sobre el comportamiento de los caudales en cuencas urbanas, 2)
considerar modelos matematicos mas complejos en su desarrollo que permitan
considerar otras distribuciones para la llegada de la lluvia y la atencion de los procesos
hidrolégicos, 3) entender conceptualmente el efecto de la variabilidad meteoroldgica y

de los procesos involucrados en su comportamiento.
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