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FLOTACI ÓN DE MINERALES

EDUARDO IGNACIO PUTZ DE LA FUENTE

Miembros del Comité:
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1. INTRODUCCIÓN . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.2. Descripción del problema. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.3. Objetivos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.3.1. Objetivo general. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.3.2. Objetivos especı́ficos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.4. Organización de la tesis. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
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RESUMEN

La minerı́a es el sector de mayor actividad en la economı́a nacional, posicionando a

Chile como el mayor productor y exportador de cobre a nivel mundial. Sin embargo, aún

existen grandes desafı́os que buscan mitigar el aumento en los costos de la energı́a y la dis-

minución de las leyes de mineral, ası́ como la promoción denuevas tecnologı́as. Bajo este

contexto, las tecnologı́as de automatización se presentan como una alternativa viable y ne-

cesaria para aumentar la productividad y confiabilidad de los procesos que forman parte de

este negocio. Por otra parte, el interés en desarrollar estrategias de control para procesos de

gran escala ha llevado a formular nuevas metodologı́as que consideren el comportamiento

global de un proceso industrial, facilitando el diseño, validación y evaluación de estrategias

de control avanzado de mayor complejidad. Una de estas metodologı́as es el control pre-

dictivo hı́brido, el cual utiliza un modelo dinámico del proceso caracterizado por variables

continuas, discretas y reglas lógicas.

En este trabajo se formula una estrategia de control predictivo hı́brido para una planta

de flotación de minerales, válida para una lı́nea compuesta por celdas y bancos bajo dife-

rentes modos de operación. Para cumplir este objetivo, primero se desarrolla un simulador

dinámico hı́brido fenomenológico de una lı́nea de flotación, el cual es calibrado mediante

datos pertenecientes a una planta industrial. Posteriormente, se formula una metodologı́a de

identificación de modelos hı́bridos global, a partir de datos entrada-salida generados desde

el simulador, obteniendo modelos lineales bajo una estructura PWARX, para ser utilizados

como modelos de predicción en la estrategia de control. Finalmente, se comprueba que el

controlador predictivo hı́brido diseñado permite mantener la ley de mineral del flujo de cola

de una lı́nea de flotación en un valor de referencia, variando sus modelos de predicción de

acuerdo a la condición de operación en la cual se encuentreel proceso.

Palabras Claves:Flotación de Minerales, Sistemas Hı́bridos, Identificación de Siste-

mas, Control Predictivo Hı́brido.
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ABSTRACT

Mining is one of the most important sectors in the national economy, positioning Chile

as the largest producer and exporter of copper worldwide. However, there are still major

challenges that seek to mitigate the increase in energy costs, decreases in ore grades and

promotion of new technologies. In this context, automationtechnologies are presented as

a feasible option and necessary to increase the productivity and reliability of the proces-

ses which are part of this business. Moreover, the interest in developing control strategies

for large-scale processes has led to formulated new methodologies considering the global

behavior of an industrial process, facilitating the design, validation and evaluation of more

complex advanced control strategies. One of these methodologies is the hybrid predicti-

ve control, which uses a dynamic model of the process characterized by continuous and

discrete variables, with logical rules.

In this work, a hybrid predictive control strategy is formulated for a mineral flotation

plant, available for a line formed by cells and banks under different operating modes. To

achieve this aim, first a phenomenological hybrid dynamic simulator of a flotation line is

developed, which is calibrated using data from an industrial plant. Subsequently, a metho-

dology for identifying global hybrid models is formulated from input-output data generated

by the simulator, obtaining linear models under a PWARX structure to be used as predictive

models in the control strategy. Finally, it is proved that the hybrid predictive controller de-

signed can control the ore grade in the flow tail of a flotation line, varying their prediction

models in accordance to the operating condition in which theprocess is located.

Keywords: Froth Flotation, Hybrid Systems, System Identification, Hybrid Model

Predictive Control.
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1. INTRODUCCI ÓN

1.1. Introducción

En la actualidad, Chile es el mayor productor de cobre a nivelmundial y es el principal

referente en este ámbito en América Latina. A nivel económico, la minerı́a es el sector

que más ha aportado al Producto Interno Bruto Nacional (PIB) y dicho metal comprende

más de la mitad de las exportaciones del paı́s. Sin embargo,aún existen grandes desafı́os

que buscan mitigar los altos costos de la energı́a y afrontarla disminución en las leyes de

mineral valioso, junto a promover la innovación tecnológica y la inversión en exploraciones

de nuevos yacimientos (Mac-Lean, 2013).

La minerı́a del cobre consta de varias etapas que permiten procesar el mineral de interés

y la disposición de éstas depende de las condiciones del yacimiento bajo explotación. Debi-

do a la antigüedad de los yacimientos de Chile, la principalfuente de cobre a nivel nacional

corresponde a minerales sulfurados y sus principales etapas de procesamiento consideran

la extracción, conminución, clasificación, separación y refinación. De estas etapas, una de

las más importantes y complejas es la flotación de minerales, la cual se caracteriza por

ser el proceso de separación sólido-lı́quido más comúnen la gran minerı́a y cuyo objetivo

es incrementar la concentración de la mena con la mayor selectividad posible. Adicional-

mente, el proceso de flotación se compone por las etapasrougher, scavenger, regrindingy

cleaner, las cuales permiten bajo una adecuada estrategia de operación obtener un producto

final con recuperaciones y leyes de mineral rentables (Wills& Napier-Munn, 2006).

Por otra parte, los continuos avances tecnológicos en la industria minera del cobre y es-

pecialmente en automatización, permiten afirmar que las estrategias de Control Predictivo

o Model Predictive Control(MPC) son una herramienta viable y vanguardista para afrontar

las nuevas problemáticas de este sector industrial (Cort´es et al., 2008) (Gatica et al., 2009).

Una estrategia MPC contempla la utilización de un modelo dinámico del proceso, con el

fin de predecir el efecto de las acciones de control futuras, mediante la minimización de

una función objetivo sujeta a restricciones de operación.

1



Recientemente, diversas estrategias MPC se han aplicado endiferentes etapas del pro-

ceso productivo del cobre. Muchas de ellas permiten controlar ciertos procesos únicamente

bajo condiciones de operación bien acotadas, siendo necesario disponer de sistemas de

control de apoyo y habitualmente bajo una estructura de control jerárquica, por ejem-

plo, sistemas de control avanzado basados en metodologı́asMPC, los cuales generan las

señales de referencia para controladores convencionalesdel tipo Proporcional, Integral y

Derivativo (PID) calibrados para una única condición de operación o también basados en

sistemas expertos formulados gracias al conocimiento adquirido a lo largo de los años

(Shean & Cilliers, 2011).

Sin embargo, las exigencias en la producción del mineral deinterés junto al continuo

avance tecnológico hacen altamente necesario mejorar losniveles de confiabilidad de las

plantas industriales, maximizando los niveles de producción y evitando condiciones de

operación desfavorables. En este ámbito, en la última d´ecada la formulación de sistemas

hı́bridos ha tomado amplia fuerza, permitiendo modelar procesos cuya evolución en el

tiempo dependen de variables tanto continuas como discretas. Estas últimas, junto a la

utilización de reglas lógicas, permiten reproducir cambios instantáneos en las dinámicas del

sistema bajo estudio, siendo posible utilizar un mismo modelo para caracterizar diferentes

condiciones de operación de un proceso.

El presente proyecto de tesis propone el estudio de una nuevametodologı́a de Control

Predictivo Hı́brido oHybrid Model Predictive Control(HMPC) aplicada a una planta de

flotación de minerales bajo diferentes condiciones de operación. Primero, se desarrollará un

modelo dinámico hı́brido para una lı́nea de flotación, calibrado mediante datos industria-

les. Su objetivo será representar el comportamiento dinámico de la planta bajo diferentes

escenarios y permitir la generación de datos del tipo entrada-salida para las variables más

preponderantes del sistema. A continuación, se plantear´a una metodologı́a de identificación

de modelos hı́bridos lineales para su utilización en estrategias de control optimizante. Fi-

nalmente, se formulará una metodologı́a de control HMPC centralizada, demostrando que

una adecuada metodologı́a de control permite situar la planta en una región de operación

óptima.
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1.2. Descripcíon del problema

Una planta de flotación de minerales es un sistema compuestopor diversos equipos de

procesamiento, situados en diferentes lı́neas de producción o circuitos y que cumplen tareas

especı́ficas de acuerdo a la etapa a la que pertenecen. Dependiendo de las condiciones de

operación de la planta cada circuito puede permanecer abierto o cerrado, mediante la uti-

lización de actuadores discretos que corresponden a válvulas de dos posiciones. Además,

ciertos equipos disponen de actuadores continuos representados por válvulas controladas

y bombas que operan bajo velocidad variable, gracias a la utilización de variadores de fre-

cuencia. La figura 1.1 presenta el esquema general de una planta de flotación de minerales

considerando todas sus etapas y la disposición habitual delos actuadores mencionados.

La primera etapa, llamada flotaciónrougher, está compuesta por celdas agrupadas en

bancos, diseñados para separar la mena de la ganga medianteel uso de reactivos y la adición

de burbujas de aire desde la parte inferior de cada celda. El mineral concentrado rebosa por

la parte superior de la celda y es transportado a una etapa posterior, mientras que la ganga

es eliminada a través del flujo de salida o también llamado cola.

La segunda etapa, llamadaregrinding, permite clasificar el mineral concentrado me-

diante la utilización de una baterı́a de hidrociclones. Eneste equipo se procede a separar

el mineral que cumple un determinado valor de granulometrı́a, para ser enviado hacia una

siguiente etapa, mientras que el concentrado restante, el cual no cumple esta condición, es

nuevamente liberado gracias a la utilización de molinos debolas. La descarga del molino es

almacenada en un pozo de pulpa, cuyo flujo de salida es ingresado nuevamente a la baterı́a

de hidrociclones para ser reclasificado. Si en esta segunda clasificación el mineral no logra

superar el umbral del hidrociclón, éste seguirá ingresando al molino de bolas, recibiendo

este flujo el nombre de carga circulante.

La tercera etapa, llamadacleaner, utiliza columnas de flotación para realizar una sepa-

ración exhaustiva del mineral de interés. Gracias a los mayores tiempos de residencia del

mineral en estos equipos y a sus caracterı́sticas particulares se obtiene un concentrado con

leyes de mineral que permiten su comercialización.
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FIGURA 1.1. Planta de flotación de minerales
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A continuación, el concentrado que no logró flotar en las columnas sigue a una cuarta

etapa, llamadascavenger, la cual permite recuperar la mayor cantidad de mineral valioso

posible, para ingresar nuevamente a la etapa deregrinding. Los flujos de cola de las etapas

roughery scavengerson descartados, siendo depositados finalmente en tranquesde relave.

La figura 1.1 permite apreciar la complejidad en la aplicaci´on de una estrategia de

control global a una planta de flotación de minerales, dondecada etapa del proceso pre-

senta objetivos de control diferentes. Por otra parte, la aplicación de estrategias de Control

Predictivo a procesos de gran escala implica un considerable esfuerzo en su formulación,

debido a la necesidad de disponer de modelos dinámicos válidos para las diferentes condi-

ciones de operación junto a predecir el comportamiento de las variables de mayor relevan-

cia del proceso. Esta última caracterı́stica permite afrontar este tipo de problemas mediante

la utilización de sistemas hı́bridos, los cuales definen modelos lineales diferentes para cada

condición de operación. De esta forma, los esfuerzos en laformulación de metodologı́as de

control se ven reducidos y a su vez se aumenta la robustez del controlador diseñado.

Debido a la complejidad de afrontar el diseño de una metodologı́a de control global,

este trabajo de tesis se centra en el diseño de una metodologı́a centralizada para una lı́nea

de flotación, calibrada mediante datos pertenecientes a una planta de flotaciónrougher

industrial. Cabe mencionar, que cada celda puede disponer de un número determinado

de condiciones de operación, las cuales dependerán de losniveles de pulpa y alturas de

espuma de cada una de ellas. Adicionalmente, las condiciones de operación de una lı́nea

dependerán del número de combinaciones posibles de las condiciones de operación de

las celdas que la conforman. Esta particularidad se presenta como uno de los principales

desafı́os en el diseño de una estrategia de Control Predictivo Hı́brido dada la considerable

interacción que existe entre las celdas que conforman una lı́nea de flotación. De esta forma,

la identificación de modelos hı́bridos se transforma en unaetapa clave en el proceso de

diseño, teniendo como objetivo identificar modelos que permitan capturar el mayor número

de combinaciones de operación posibles, dado un conjunto de datos entrada-salida.
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1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo general

El objetivo general del proyecto de tesis es desarrollar unametodologı́a de Control

Predictivo Hı́brido para una planta de flotación de minerales considerando diferentes con-

diciones de operación.

1.3.2. Objetivos espećıficos

Los objetivos especı́ficos necesarios para el desarrollo deeste proyecto de tesis son los

siguientes:

Formular un modelo con caracterı́sticas dinámicas e hı́bridas para una planta de

flotación de minerales, especı́ficamente celdas de flotaci´on.

Determinar diferentes condiciones de operación válidaspara una celda de flotación

de minerales y un conjunto de ellas.

Desarrollar una metodologı́a de identificación de modeloshı́bridos lineales me-

diante datos entrada-salida.

Generar una metodologı́a basada en HMPC para flotación de minerales.

1.4. Organizacíon de la tesis

El presente trabajo de tesis se encuentra estructurado en capı́tulos, cuyos principales

contenidos se indican a continuación. En el capı́tulo 2 se describe el modelo dinámico

hı́brido formulado para una celda de flotación de minerales, presentando las condiciones

de operación detectadas y las variables del modelo en particular. El capı́tulo 3 detalla la

metodologı́a utilizada para la identificación de modelos hı́bridos, mediante datos entrada-

salida. El capı́tulo 4 presenta los fundamentos de la metodologı́a HMPC y los resultados de

su aplicación a una lı́nea de flotación, junto a recomendaciones para su implementación en

una planta industrial. Finalmente, el capı́tulo 5 presentaconclusiones generales y posibles

futuras lı́neas de investigación.
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2. MODELO DIN ÁMICO H ÍBRIDO

2.1. Introducción

El interés en disponer de herramientas que permitan modelar y predecir el comporta-

miento de las variables claves de un proceso industrial, satisfaciendo objetivos tales como

apoyar la toma de decisiones, optimizar la producción y disponer de plataformas que per-

mitan diseñar y validar estrategias de control, ha llevadoa desarrollar nuevas metodologı́as

de modelación que permitan dar respuesta a estas interrogantes.

En el presente capı́tulo se realiza una descripción general del proceso de flotación de

minerales junto a la formulación de un modelo dinámico hı́brido válido para una celda y

un conjunto de ellas. Adicionalmente, se detalla la integración de este modelo en una lı́nea

de producción, cuyas celdas han sido calibradas mediante datos pertenecientes a la etapa

rougherde una planta industrial. De esta forma, se obtiene un simulador dinámico hı́brido

apto para ser utilizado en el diseño y validación de metodologı́as de control aplicadas a

flotación de minerales.

2.2. El proceso de flotacíon de minerales

La flotación es un proceso fı́sico-quı́mico ampliamente utilizado en la industria de

procesamiento de minerales, el cual permite separar los minerales sulfurados de interés

del resto de minerales que conforman la mayor parte de la rocaoriginal. Esta tarea se

logra gracias a la caracterı́stica de hidrofobicidad de laspartı́culas de mineral, las cuales

mediante el uso de reactivos (colectores, espumantes, depresantes y aditivos), se adhieren

selectivamente a burbujas de aire (Wills & Napier-Munn, 2006).

El proceso de flotación se inicia recibiendo la pulpa proveniente desde la etapa de

molienda, en la cual se incorporan los reactivos necesariospara una correcta separación.

A continuación, esta pulpa ingresa a un conjunto de estanques conectados en serie, deno-

minados celdas de flotación. A cada estanque se agrega aire através de su eje central o

impulsor, tal como se aprecia en la figura 2.1.
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FIGURA 2.1. Esquema de una celda de flotación de mineral

Este aire ingresa a la fase pulpa desde la parte inferior generando burbujas, las cuales

suben y se acumulan en la parte superior de la celda. A lo largode esta trayectoria, las

partı́culas de mineral se adhieren a las burbujas y son concentradas en la parte superior,

recibiendo el nombre de fase espuma. Cabe mencionar que la celda se mantiene en una

continua agitación, con el fin de evitar posibles embancamientos.

La acumulación de mineral en la parte superior del equipo recibe el nombre de con-

centrado, el cual rebosa por el borde de la celda ingresando acanaletas que lo conducen

a etapas posteriores. La pulpa restante es reprocesada en otras celdas, donde este flujo re-

cibe el nombre de cola y es evacuado por el fondo de la celda. Finalmente, cabe señalar

que un aspecto clave para llevar a cabo satisfactoriamente este proceso de separación, es la

presencia de una interfaz pulpa-espuma, como se aprecia en la figura 2.1.

El proceso de flotación se repite en varios ciclos, donde el conjunto de etapas y sus

respectivos equipos permiten obtener un producto con altasrecuperaciones y leyes de mi-

neral económicamente rentables. Por ley se entiende a la razón porcentual entre el flujo

másico de mineral y el flujo másico total de sólido. De manera similar, la recuperación

corresponde a una medida de eficiencia del proceso de flotaci´on, siendo definida como la

razón porcentual entre el flujo másico de mineral contenido en el concentrado y el flujo

másico de mineral contenido en la alimentación (Yianatos, 2005).
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En un proceso de flotación es posible encontrar diferentes circuitos de concentración,

cuyas configuraciones dependen de diversas caracterı́sticas, tales como el tipo de mineral a

ser flotado, su granulometrı́a y ley (Yianatos, 2005). Debido a estos motivos, en la industria

de procesamiento de minerales se encuentran diferentes configuraciones adaptadas a las

condiciones propias de cada yacimiento, como diversos equipos a lo largo del proceso. Las

principales etapas corresponden arougher, scavenger, regrindingy cleaner, las cuales son

comunes a todo proceso de flotación. Por otra parte, la etaparougherdispone de equipos

de mayor capacidad, debido a los altos flujos de pulpa que transporta y al ser la primera

etapa del proceso de flotación. En cambio, las etapas posterioresregrinding, scavengery

cleanercuentan con equipos de menor capacidad dado que los flujos de concentrado son

considerablemente menores.

2.3. Variables del proceso

La flotación es un proceso altamente complejo, con comportamientos no lineales, re-

tardos de tiempos entre equipos, perturbaciones asociadasa las condiciones del mineral y

un importante número de variables que aun no son posibles demedir y modelar. Adicio-

nalmente, la flotación se ve afectada por comportamientos cuyas dinámicas están interco-

nectadas, por ejemplo variaciones en el flujo de aire afectanal tamaño de las burbujas, a la

velocidad de adhesión de partı́culas de mineral, a la altura de espuma, etc (Shean & Cilliers,

2011).

Teniendo en cuenta las dificultades mencionadas, Cortés etal. (2008) definen las si-

guientes variables medibles en un proceso de flotación:

Niveles de pulpa y altura de espuma en celdas o bancos.

Flujos de pulpa y leyes de mineral en la alimentación, concentrado y cola.

Flujos de aire inyectados en celdas y columnas.

Flujos de agua de lavado en columnas.

Flujos de agua en pozos distribuidores (etaparegrinding).

Velocidades de espuma en celdas.

Tasas de adición de reactivos.
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La medición de cada una de estas variables y la ubicación enplanta de cada sensor

asociado varı́a respecto a la configuración de la planta bajo análisis y a las caracterı́sticas

del sistema de control que está disponga.

De manera similar, Cortés et al. (2008) definen como perturbaciones crı́ticas en un

proceso de flotación, las siguientes:

Variaciones en el flujo másico de sólido en la alimentación.

Variaciones en la granulometrı́a del mineral.

Variaciones en el porcentaje de sólido en la alimentación.

Variaciones en las leyes del mineral en la alimentación.

En consecuencia, Wills & Napier-Munn (2006) establecen quelas variaciones asocia-

das a estas variables deben ser rápidamente detectadas, con el fin de definir procedimientos

de operación que permitan operar el proceso de flotación satisfactoriamente.

2.4. Modelacíon de una celda de flotacíon

2.4.1. Estado del arte

A la fecha, se han desarrollado diversos modelos dinámicosen la búsqueda de poder

representar el comportamiento de una celda de flotación o deun conjunto de ellas. Los mo-

delos más simples corresponden a los utilizados para evaluar estrategias de control basadas

en niveles de pulpa de una celda o también llamados de una fase, destacándose los trabajos

de Stenlund & Medvedev (2002) y Kämpjärvi & Jämsä-Jounela (2003).

Un segundo grupo de modelos corresponden a los basados en condiciones mineralógi-

cas, formulados a través de un balance de mineral al interior de una celda. En este gru-

po se pueden encontrar los basados en una fase, destacándose los trabajos de Casali et al.

(2002) y Sbarbaro et al. (2008). Adicionalmente, se han desarrollado modelos que permi-

ten representar el comporamiento e interacción entre las dos fases presentes en una celda,

destacándose los trabajos de Pérez-Correa et al. (1998),Rojas & Cipriano (2010) y Bascur

(2010).
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Recientemente se han realizado nuevos esfuerzos con el fin dedesarrollar modelos

más complejos, destacándose el trabajo de Ortiz & Toro (2013), el cual propone modelar

una celda a través de un balance de aire en cada fase, para su posterior aplicación en en-

trenamiento de operadores. No obstante, los modelos mencionados únicamente permiten

representar el comportamiento dinámico de una celda de flotación bajo un solo modo de

operación, restringiendo su aplicación en el diseño y validación de metodologı́as de control.

2.4.2. Modos de operacíon

Un sistema hı́brido es un sistema dinámico heterogéneo cuyo comportamiento es de-

terminado mediante la interacción entre dinámicas continuas, dinámicas discretas y re-

glas lógicas (Paoletti et al., 2007). Las dinámicas continuas y discretas son representadas

a través de variables pertenecientes a un conjunto continuo y discreto, respectivamente.

Adicionalmente, las reglas lógicas permiten establecer diferentes modos de operación, cu-

ya evolución en el tiempo es determinada mediante el uso de variables lógicas auxiliares

(Bemporad & Morari, 1999). Su utilización permite generarcambios instantáneos en los

componentes continuos del sistemas, los cuales generalmente son representados por ecua-

ciones diferenciales.

La particularidad de este tipo de sistemas es su versatilidad al permitir representar

dinámicas no lineales y procesos que involucren transiciones entre diferentes condiciones

de operación. Estas caracterı́stica son muy comunes en plantas de procesamiento de minera-

les, especialmente en celdas de flotación. En consecuencia, cada celda se modela utilizando

dos variables lógicas auxiliaresδi1 y δi2, cuya evolución en el tiempo es determinada según

las siguientes dos reglas lógicas:

δi1 =







1 si hi
p ≤ hi

max

0 si hi
p > hi

max

(2.1)

δi2 =







1 si hi
p + hi

e > hi
max

0 si hi
p + hi

e ≤ hi
max

(2.2)
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FIGURA 2.2. Modos de operación de una celda de flotación, donde
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Donde el superı́ndicei ∈ {1, 2, . . . , n} indica el número de celda,hi
p el nivel de pulpa,

hi
e la altura de espuma yhi

max la altura máxima disponible de una celda. Los subı́ndicesp y

e indican si la variable corresponde a la fase pulpa o espuma, respectivamente. La figura 2.2

muestra la evolución de los tres modos de operación definidos para una celda de flotación,

los cuales son: (1) operación con presencia de fase pulpa y espuma, pero sin rebose de

concentrado desde la parte superior de la celda, (2) operación normal con presencia de fase

pulpa y espuma, con rebose de concentrado desde la parte superior de la celda y (3) rebose

de la fase pulpa a través de la parte superior de la celda, conausencia de fase espuma.

Cabe señalar, que una celda de flotación puede disponer de otros modos de operación

adicionales a los definidos en este trabajo de investigación, cuya elección dependerá del

grado de complejidad y propósito para el cual el modelo din´amico hı́brido desee ser desa-

rrollado, por ejemplo, cambios en el flujo de aire inyectado ala celda, apertura y cierre de

lı́neas de producción en paralelo, entre otros.

2.4.3. Modelo dińamico h́ıbrido

El proceso de flotación de minerales puede caracterizarse con diferentes niveles de

detalle, dependiendo de la aplicación y del propósito para el cual éste desea ser utilizado.

Además, si se considera la complejidad del proceso fı́sico-quı́mico que toma parte al in-

terior de una celda, se hace necesario realizar diferentes balances volumétricos y másicos

que permitan representar su comportamiento dinámico.

Este trabajo integra dos modelos dinámicos, ambos basadosen un balance de masa,

donde el primero permite modelar el comportamiento del mineral al interior de cada una

de las fases de la celda, y el segundo permite modelar el comportamiento de la fase pulpa

y de los flujos asociados a ella.
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2.4.3.1. Modelacíon del mineral

El modelo mineralógico desarrollado por Pérez-Correa etal. (1998) permite represen-

tar el comportamiento de una celda de flotación de mineralesa través de la interacción

entre dos fases: pulpa y espuma. Además, considera los flujos volumétricos y másicos de

alimentación, concentrado y cola. El modelo dinámico hı́brido se ha desarrollado en base a

los siguientes supuestos, válidos para los tres modos de operación establecidos:

El mineral a flotar corresponde a calcopirita (CuFeS2) y se encuentra clasificado

en dos clases, una de mineralogı́a alta y otra baja (ganga).

Cada fase al interior de la celda de flotación se encuentra perfectamente mezclada;

de esta forma las concentraciones en las fases pulpa y espumason iguales a las

concentraciones en los flujos de cola y concentrado, respectivamente.

La transferencia de mineral entre las fases pulpa y espuma ocurre en ambas direc-

ciones, dependiendo de la tasa de flotación en la pulpa (αp) y la tasa de drenaje

(αe) en la espuma.

Se considera un número der granulometrı́as de mineral diferentes.

Existe una inyección constante de aire al interior de la celda de flotación (autoas-

pirantes).

La sección transversal de la celda de flotación es constante.

Mediante la aplicación de un balance de masas para cada una de las fases (pulpa y

espuma) y considerando los tres modos de operación establecidos en la figura 2.2, se ob-

tienen las siguientes ecuaciones diferenciales que permiten representar el comportamiento

del mineral al interior de una celda de flotación:

ṁijk
p = M

ijk
f + αijk

e mijk
e −

[

αijk
p +

Qi
t

V i
p

]

mijk
p (2.3)

ṁijk
e = αijk

p mijk
p −

[

αijk
e +

Qi
c

V i
e

]

mijk
e (2.4)
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Donde:

mijk
p , mijk

e : masa de mineral contenido en las fases pulpa y espuma.

αijk
p , αijk

e : tasas de flotación y drenaje de mineral contenido en las fases pulpa

y espuma.

M
ijk
f : flujo másico de mineral en la alimentación.

Qi
t, Q

i
c : flujos volumétricos de pulpa en la cola y concentrado.

V i
p , V

i
e : volúmenes totales de las fases pulpa y espuma.

En estas ecuaciones,i ∈ {1, 2, . . . , n} es el número de celda,j ∈ {1, 2, . . . , m} es el

número de clase yk ∈ {1, 2, . . . , r} es el número de granulometrı́a del mineral. Las tasas

αijk
p y αijk

e dependen de los flujos de dosificación de colector y espumante:

αijk
p = aijkQ3

col + bijkQ2
col + cijkQcol + α

ijk
col (2.5)

αijk
e = dijkQcol + eijkQesp + αijk

esp (2.6)

Dondeaijk, bijk, cijk, dijk, eijk, αijk
col y αijk

esp son variables de ajuste del modelo, cali-

bradas mediante datos industriales. Adicionalmente,Qcol y Qesp corresponden a los flujos

de dosificación de colector y espumante incorporados a la entrada del proceso de flota-

ción. La figura 2.3 muestra el comportamiento de la tasa de flotación para la primera clase

en función de la dosificación de colector, según ecuación (2.5). La tasa de drenaje puede

calcularse a partir de la tasa de flotación, para cada clase.

Los volúmenes de las fases pulpa y espuma son los siguientes:

V i
p = Aihi

p

(

1− ǫip
)

(2.7)

V i
e = Aihi

e

(

1− ǫie
)

(2.8)

DondeV i
p y V i

e son los volúmenes de las fases pulpa y espuma de la celdai, respecti-

vamente. Las variablesǫip y ǫie corresponden a losholdupde aire en cada de una las fases

mencionadas yAi es el área de la celda.
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FIGURA 2.3. Comportamiento de la tasa de flotación para primera clase

2.4.3.2. Modelacíon del nivel de pulpa

El modelo hidráulico desarrollado por Kämpjärvi & Jämsä-Jounela (2003) permite re-

presentar el nivel de pulpa al interior de una celda, mediante la realización de un balance

de masa total y definiendo una variación lineal entre la densidad y la masa de sólido. Con-

siderando que la altura de espuma es despreciable al compararse con el nivel de pulpa

(Sbarbaro et al., 2008) y teniendo en cuenta los tres modos deoperación definidos previa-

mente en la figura 2.2, se obtiene la siguiente ecuación diferencial que permite representar

el nivel de pulpa al interior de una celda de flotación:

ḣi
p =

1

Ai

(

Qi
f −Qi

t −Qi
c

)

δi1 (2.9)

Donde:

hi
p : nivel de pulpa al interior de la celda.

Qi
f : flujo volumétrico de pulpa en la alimentación.

Qi
t, Q

i
c : flujos volumétricos en la cola y concentrado, respectivamente.

δi1 : variable auxiliar asociada a la regla lógica definida por ecuación (2.1).

Ai : área de la celda.
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De acuerdo al modelo hidráulico desarrollado por Stenlund& Medvedev (2002), el

flujo volumétrico de pulpa en la cola se deriva de leyes fı́sicas basadas en el principio de

Torricelli. Además, considerando un modelo lineal para laválvula de controlvi, situada a

la salida de la celda, el flujo de cola para una celdai es el siguiente:

Qi
t = αi

tv
i
√

hi
p − hi+1

p +∆hi (2.10)

Donde:

αi
t : constante de balance a ser calibrada mediante datos industriales.

vi : valor de apertura de la válvula de control.

hi+1
p : nivel de pulpa de la celda siguiente.

∆hi : caı́da hidráulica entre dos celdas consecutivas.

Es posible apreciar que el flujo volumétrico en la salida de la última celda de una lı́nea

de flotación debe modelarse considerandohi+1
p = 0. Además, el flujo volumétrico de pulpa

en la alimentación de la celda siguiente corresponde al flujo volumétrico en la cola de la

celda precedente, es decirQi+1
f = Qi

t.

El flujo volumétrico de concentrado de una celda se modela como una función lineal

del nivel de pulpa, altura de espuma y altura máxima disponible de una celda (Bascur,

2010). Teniendo en cuenta los tres modos de operación definidos en la figura 2.2, el flujo

volumétrico de concentrado es el siguiente:

Qi
c = αi

c

(

hi
p + hi

e − hi
max

)

δi1δ
i
2 +

(

Qi
f −Qi

t

) (

1− δi1
)

(2.11)

Donde:

αi
c : constante de balance a ser calibrada mediante datos industriales.

hi
e : altura de espuma.

hi
max : altura máxima disponible para una celda.

δi2 : variable auxiliar asociada a la regla lógica definida por ecuación (2.2).
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Las variables auxiliaresδi1 y δi2 permiten variar el flujo de concentrado en función del

nivel de pulpahi
p y altura de espumahi

e, definiendo el modo de operación de la celda. Por

otra parte, la altura de espuma puede considerarse constante (Barrera & González, 1993),

como una función del flujo de aire y dosificación de espumante (Barbian et al., 2003) o

como la diferencia entre la altura máxima de la celda y el nivel de pulpa (Sbarbaro et al.,

2008). A la fecha no existen mayores desarrollos en la modelación de esta variable, por lo

cual en el estudio de simulación realizado se considera constante.

2.4.3.3. Modelacíon de condiciones mineraĺogicas

Las variables que permiten caracterizar el desempeño del proceso de flotación se obtie-

nen combinando los modelos dinámicos mineralógico e hidráulico. Por lo tanto, los flujos

másicos de cola y concentrado, válidos para los tres modosde operación definidos en la

figura 2.2, son los siguientes:

M
ijk
t =

Qi
t

V i
p

mijk
p (2.12)

M ijk
c =

Qi
c

V i
e

mijk
e (2.13)

DondeM ijk
t y M ijk

c son los flujos másicos de mineral en la cola y concentrado para

una celdai, clasej y granulometrı́ak, respectivamente. En consecuencia, las leyes de

cobre en la cola y concentrado para una celdai, las cuales dependen dinámicamente de las

ecuaciones diferenciales (2.3), (2.4) y (2.9), son las siguientes:

lit = lcu

m
∑

j=1

r
∑

k=1

M
ijk
t ljcp

m
∑

j=1

r
∑

k=1

M
ijk
t

(2.14)

lic = lcu

m
∑

j=1

r
∑

k=1

M ijk
c ljcp

m
∑

j=1

r
∑

k=1

M ijk
c

(2.15)
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Donde:

lit, l
i
c : leyes de cobre en la cola y concentrado.

ljcp : ley de calcopirita asociada a cada clase, calibrada mediante datos

industriales.

lcu : ley de cobre en una molécula de calcopirita, aproximadamente 34.61 %.

La ley de concentrado final de una lı́nea de flotación se obtiene considerando la suma

de todos los flujos de concentrado de las celdas o bancos que forman parte de la lı́nea.

Además, su evolución en el tiempo depende dinámicamentede las ecuaciones diferenciales

(2.3), (2.4) y (2.9) pertenecientes al modelo dinámico de cada celda o banco. Por lo tanto,

la ley de concentrado final se define como:

lc = lcu

n
∑

i=1

m
∑

j=1

r
∑

k=1

M ijk
c ljcp

n
∑

i=1

m
∑

j=1

r
∑

k=1

M ijk
c

(2.16)

La ley de cola final de una lı́nea de flotación corresponde a laley de cola de la última

celda o banco de la lı́nea, es decirlt = lnt . Finalmente, la recuperación de mineral se

obtiene dividiendo el total de cobre fino en el concentrado por el total de cobre fino en la

alimentación. Además, considerando quelc ≫ lt se puede obtener la siguiente ecuación

que permite calcular la recuperación de mineral de una lı́nea:

R = 100

(

1−
lt

lf

)

(2.17)

DondeR es la recuperación de mineral ylf es la ley de mineral en la alimentación de

la lı́nea. Esta ecuación también puede emplearse para calcular la recuperación de una celda

o banco, utilizando las leyes de mineral correspondientes.Cabe mencionar, que si bien las

ecuaciones (2.12), (2.13), (2.14), (2.15), (2.16) y (2.17)son válidas sólo bajo condiciones

de estado estacionario, no obstante serán utilizadas pararepresentar el comportamiento

mineralógico del proceso de flotación en condiciones din´amicas, según lo han propuesto

Barrera & González (1993), Pérez-Correa et al. (1998) y Rojas & Cipriano (2010).
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2.5. Resultados de simulación

2.5.1. Planta bajo ańalisis

La figura 2.4 muestra la configuración e instrumentación habitual de una lı́nea de flota-

ción rougher, la cual consiste en un conjunto de celdas conectadas en series y agrupadas en

bancos. Cada celda y banco dispone de una válvula de controlen el flujo de cola y presenta

un salto hidráulico respecto del siguiente equipo, con el fin de asegurar el sentido del flujo

de pulpa a través de la lı́nea.

Los flujos de concentrado de cada celda convergen a una canaleta común, la cual permi-

te agrupar estos flujos individuales en un único flujo de concentrado final para ser enviado

a una etapa posterior deregrinding. Por otra parte, el flujo de cola corresponde al flujo de

la última celda de la lı́nea, el cual se envı́a a piscinas de decantación, con el fin de recuperar

la mayor cantidad de agua para su reutilización en el proceso. La pulpa restante de esta

etapa de filtrado y que dispone de un mayor porcentaje de sólidos, es enviada a tranques de

relave.

La instrumentación considera sensores de flujo y analizadores de ley instalados en la

alimentación, cola y concentrado final de la lı́nea. Adicionalmente, mediante sensores de

nivel es posible conocer el nivel de la fase pulpa en cada celda o banco, el cual junto con

la válvula de control situada en el flujo de cola, permiten configurar un lazo de control

regulatorio.

FIGURA 2.4. Configuración de la ĺınea de flotación bajo análisis
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2.5.2. Calibracíon del modelo

La calibración del modelo se realizó utilizando datos provenientes de un balance mine-

ralógico en estado estacionario de una lı́nea de la etaparougherde una planta de flotación

industrial, la cual dispone de una configuración 1-3-3, siendo el volumen de la primera cel-

da 127.4 m3 y las celdas restantes 85 m3. Las constantes de equilibrio se obtienen igualando

a cero las ecuaciones diferenciales (2.3), (2.4) y (2.9), esdecir:

ṁijk
p = 0 ∧ ṁijk

e = 0 ∧ ḣi
p = 0 (2.18)

De esta forma, es posible obtener las constantes de balanceα
ijk
t y αijk

c junto a las tasas

de flotación y drenajeαijk
p y αijk

e , respectivamente. La tabla 2.1 presenta los principales

datos de calibración.

TABLA 2.1. Datos industriales utilizados en la calibración del simulador dinámico hı́brido

Variable Unidad
Celda 1 Banco 1 Banco 2

Total
Clase 1 Clase 2 Clase 1 Clase 2 Clase 1 Clase 2

Mf ton/min 0.42 12.68 0.25 12.36 0.11 12.06 -

Mt ton/min 0.25 12.36 0.11 12.06 0.03 11.90 -

Mc ton/min 0.17 0.32 0.14 0.29 0.08 0.16 1.17

Qf m3/min 43.85 42.79 39.79 -

Qt m3/min 42.79 39.79 37.53 -

Qc m3/min 1.06 3.00 2.26 6.32

lf % 0.92 0.58 0.30 -

lt % 0.58 0.30 0.12 -

lc % 9.51 8.66 8.82 9.05

A m2 29 55 55 -

hmax m 4.6 4.6 4.6 -

∆h m 1 1 1 -

v % 50 50 50 -

ǫp % 5 5 5 -

ǫe % 80 80 80 -

hp m 4.15 4.37 4.45 -

he m 0.55 0.33 0.25 -
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De manera similar, mediante la realización de un balance general de la planta y utili-

zando las leyes de mineral de alimentación, concentrado y cola definidas en tabla 2.1, se

obtienen las leyes de calcopiritaljcp para cada una de las clasesj = {1, 2}, cuyos valores

en este trabajo sonl1cp = 78,85% y l2cp = 0,15%. Finalmente, las constantes que permi-

ten representar los efectos generados por los reactivos dosificados en la alimentación del

proceso, se calculan a partir de los valores de las tasas de flotación y drenaje, además de

considerar las curvas definidas en la figura 2.3, de acuerdo a Pérez-Correa et al. (1998).

2.5.3. Resultados

Considerando la planta de flotación de la figura 2.4 junto al modelo dinámico hı́brido

de una celda formulado en la sección 2.4.3. y la metodologı́a de calibración presentada

en la sección 2.5.2., se desarrolló un simulador dinámico hı́brido utilizando el software

Matlab/Simulinkr. El objetivo de este simulador es disponer de una plataformacalibrada,

la cual permita diseñar y validar estrategias de control h´ıbridas. Además, dada la no linea-

lidad de la planta, las ecuaciones diferenciales (2.3), (2.4) y (2.9) se resolvieron mediante

el método de Runge-Kutta-Fehlberg con un paso de 0.001 min (Mathews & Fink, 2004).

La figura 2.5 presenta los resultados de simulación para la primera celda de la lı́nea,

bajo cambios en la válvula de salida y variaciones en el flujode alimentación. Adicional-

mente, la ley de alimentación es considerada una perturbación. Los resultados permiten

apreciar el comportamiento del modelo, visualizando las variaciones en el nivel de pulpa

de la celda, las cuales repercuten en presencia y ausencia deflujo de concentrado (cambia

el modo de operación de la celda). Además, se observa que enuna situación de ausencia de

concentrado, la ley de cola converge a la ley de alimentación. Cabe mencionar, que la altura

de espuma y las referencias de dosificación de reactivos fueron consideradas constantes.

La figura 2.6 permite apreciar el desempeño global de la lı́nea visualizando las varia-

ciones en la recuperación final del mineral, bajo cambios enel porcentaje de apertura de las

válvulas de salida. Además, se visualizan los cambios en los modos de operación de cada

celda, apreciando el considerable número de combinaciones posibles y la alta complejidad

al abordar la identificación y control de este proceso.
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3. IDENTIFICACI ÓN DE MODELOS H ÍBRIDOS

3.1. Introducción

En la actualidad, las dos estructuras más comunes para la aplicación de sistemas hı́bri-

dos corresponden a modelosPieceWise Affine(PWA), los cuales permiten aproximar dinámi-

cas no lineales a través de modelos lineales en distintos modos de operación, y los modelos

Mixed Logical Dynamics(MLD) cuya parte continua se describe mediante dinámicas linea-

les y su parte discreta a través de reglas lógicas (Paoletti et al., 2007). Ambos modelos son

equivalentes, existiendo diversas metodologı́as para llevar una estructura PWA a una MLD,

o viceversa. Esta última caracterı́stica, junto a la mayorsimplicidad en la etapa de formu-

lación de modelos PWA, los ha situado como una herramienta viable para la identificación

de modelos hı́bridos a partir de datos de entrada-salida (Paoletti et al., 2007).

En el presente capı́tulo se formula una metodologı́a de identificación válida para una

lı́nea de flotación de minerales, considerando la planta definida en la figura 2.4 y los dife-

rentes modos de operación posibles. Los datos de entrada-salida de las principales variables

del proceso se generan mediante el simulador dinámico hı́brido desarrollado, con el fin de

identificar modelos hı́bridos que posteriormente se utilizarán para diseñar estrategias de

control optimizante. Cabe mencionar, que la formulación de una metodologı́a de identifi-

cación hı́brida aplicada a un proceso de flotación es una tarea compleja, debido a la propia

configuración de la planta, la cual considera un conjunto deceldas conectadas en serie con

el consiguiente acoplamiento de los flujos de pulpa asociados.

3.2. Identificación de modelos h́ıbridos

3.2.1. Modelospiecewise affine

Dado un conjunto de datos del tipo entrada-salida, los cuales pertenecen a un proceso

cuya evolución en el tiempo permite su representación a través de dinámicas no lineales

o hı́bridas, Bemporad et al. (2005) define un modeloPieceWise AutoRegresive eXogenous

(PWARX) en la forma:
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x(k)
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+ e(k) si x(k) ∈ X1

...

θs





x(k)

1



+ e(k) si x(k) ∈ Xs

(3.1)

Dondex(k) ∈ R
n es el vector regresor, el cual depende únicamente dena salidas ynb

entradas pasadas:

x(k) =
[

y(k − 1) · · · y(k − na) u⊤(k − 1) · · · u⊤(k − nb)
]⊤

(3.2)

Adicionalmente,u(k) ∈ R
p es el vector de entradas,y(k) ∈ R es la variable de salida y

e(k) ∈ R corresponde al error en cada instantek. El vector de parámetros asociado a cada

submodelo ARX se representa medianteθλ(k) con λ(k) ∈ {1, . . . , s} el estado discreto

(o modo) ys el número total de submodelos. El vector regresor pertenece a una región

poliédricaX ∈ R
n, la cual recibe el nombre de conjunto regresor conn = na + p · nb. El

mecanismo de conmutación se define utilizando una partici´on poliédrica{X}si=1 contenida

enX y cuyo estado discretoλ(k) está dado por:

λ(k) = i ⇔ x(k) ∈ Xi (3.3)

Dondei ∈ {1, . . . , s} y {X}si=1 es una partición completa deX .

Por lo tanto, para un modelo PWARX definido por las ecuaciones(3.1), (3.2) y (3.3) el

problema de identificación se formula de la siguiente forma: dado un conjunto deN pares

de datos de entrada-salida(y(k), u⊤(k)) conk ∈ {1, . . . , N}, se desea estimar el modelo

de ordenna y nb, el número de submodeloss, el vector de parámetrosθi y las regionesXi

coni ∈ {1, . . . , s} .
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Este problema de identificación puede abordarse mediante diferentes metodologı́as

(Paoletti et al., 2007), destacándose el procedimiento basado enClusteringformulado por

Ferrari-Trecate et al. (2003), la estrategia propuesta porVidal (2004) basada en la reso-

lución del problema de identificación a través de su formulación como un problema al-

gebraico geométrico y el procedimientoBounded-Errordesarrollado por Bemporad et al.

(2005). Actualmente, se encuentra disponible para MatlabR© el Hybrid Identification Tool-

box (HIT) desarrollado por Ferrari-Trecate (2005), el cual utiliza el procedimiento basado

enClustering. Cabe mencionar, que los otros dos procedimientos no disponen detoolbox

que permitan su rápida aplicación, por lo cual se decidióutilizar elsoftwareHIT y su proce-

dimiento asociado, el cual es válido si los parámetrosna, nb y s del modelo son constantes.

3.2.2. Método de identificacíon basado enclustering

El procedimiento de identificación basado en agrupamientode datos oClustering-

Based Procedure, aprovecha el hecho de que el espacio del modelo PWA es lineallocal-

mente. Además, si los datos de entrada-salida fueron generados por un modelo de la forma

(3.1), existirán grupos de vectores regresores vecinos, los cuales pertenecen a una misma

región. De esta forma, los vectores de parámetros a ser calculados para cada uno de estos

pequeños grupos deberán contener al vector de parámetros del submodelo asociado. Final-

mente, la información de estos submodelos se obtiene realizando un agrupamiento (clus-

tering) de los vectores de parámetros locales. Este procedimiento ha sido ampliamente es-

tudiado en los trabajos desarollados por Ferrari-Trecate et al. (2001), Ferrari-Trecate et al.

(2003) y Paoletti et al. (2007).

A continuación se detalla el procedimiento basado enClustering(Paoletti et al., 2007):

Regresión local: Parak = {n, . . . , N} se construye un conjunto de datos locales

Ck a través de la colección de datos(y(k), x(k)) y los c − 1 vectores regresores

x(j) más cercanos ax(k), según norma euclidiana. El parámetroc, que define la

cardinalidad de los subespacios, se mantiene fijo durante todo el procedimiento.

Posteriormente, mediante mı́nimos cuadrados se calcula elvector local de para-

mentosθLSk para cada conjuntoCk.
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Construcción de los vectores caracterı́sticos: Cada dato(y(k), x(k)) se mapea en

el vector caracterı́stico:

ξk =
[

(θLSk )⊤m⊤
k

]⊤
(3.4)

dondemk = 1
c

∑

(y,x)∈Ck
x es el centro deCk.

Clustering: Los vectores caracterı́sticos se agrupan ens grupos{Fi}
s

i=1 aplican-

do el algoritmoK-means(Paoletti et al., 2007) y asignando valores de confianza

apropiados a cada vector caracterı́stico.

Estimación de parámetros: Como el mapeo de los datos en losvectores caracterı́sti-

cos es una función biyectiva, los vectores de datos están clasificados enclusters

{Di}
s

i=1 según la regla:

(y(k), x(k)) ∈ Di ⇔ ξk ∈ Fi (3.5)

Finalmente, el vector de parámetrosθi para cadaclusterDi se obtiene mediante

mı́nimos cuadrados.

Esta estrategia necesita que las dimensiones del modelona y nb junto al número de

submodeloss se mantengan fijos durante todo el procedimiento. Por otra parte, la variable

c es el principal parámetro de sintonı́a del método y los modelos identificados consideran

entradas múltiples y salida única, oMultiple Input Single Output(MISO).

3.3. Aplicación a flotación de minerales

A continuación, se describe la metodologı́a de identificación desarrollada para obtener

modelos hı́bridos a partir de datos entrada-salida de una planta de flotación de minerales,

cuya generación de datos y validación se llevó a cabo utilizando el simulador dinámico

hı́brido descrito en el capı́tulo 2. Como se indicó en la introducción, el interés en aplicar

modelos hı́bridos se debe a la necesidad de robustecer el diseño y aplicación de estrate-

gias de control optimizante al proceso de flotación, siendonecesario disponer de modelos

dinámicos que permitan capturar el comportamiento del proceso considerando diferentes

condiciones de operación.
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3.3.1. Metodoloǵıa de identificacíon

La flotación de minerales sigue considerándose un procesoaltamente complejo y cu-

yo comportamiento aún no ha sido comprendido cabalmente (Shean & Cilliers, 2011).

Además, debido a la configuración en cascada de las celdas ybancos que conforman una

lı́nea, el comportamiento dinámico del proceso es altamente no lineal, dificultando con-

siderablemente el proceso de identificación. Como se ha indicado, cada celda o banco de

flotación puede presentar tres modos de operación: (1) ausencia de concentrado, (2) opera-

ción normal y (3) rebose de pulpa (ver figura 2.2). Teniendo en cuenta que los modelos a

identificar se utilizarán en la formulación de un controlador predictivo optimizante, resulta

conveniente simplificar su estructura, por ejemplo, considerando solo dos modos de opera-

ción. Esto es factible, dado que el tercer modo ocurre únicamente cuando el nivel de pulpa

supera la altura máxima de una celda o banco, lo cual puede ser considerado como una

restricción de operación en el problema de optimizaciónasociado a la estrategia de Control

Predictivo, mediante la inecuaciónhi
p ≤ hi

max con i = {1, 2, 3}. De esta forma, solo los

dos primeros modos de operación serán considerados en el proceso de identificación.

De acuerdo a la instrumentación disponible en la planta de flotación bajo simulación

y considerando que los modelos de predicción deberán permitir un adecuado control del

proceso, se identificarán los parámetros asociados a los modelos del nivel de pulpa de la

primera celda y bancos de la lı́nea (h1
p, h

2
p y h3

p), junto a la ley de mineral en el flujo de

cola final (lt), con el objetivo de poder minimizar el error entre ésta variable y su señal de

referencia. La figura 3.1 presenta los datos de entrada, correspondientes al flujo de alimen-

tación de la lı́nea (Qf ) y a las válvulas de control de cada celda o banco (v1, v2 y v3), las

cuales varı́an de acuerdo a una secuencia preestablecida que permite considerar la totalidad

de combinaciones posibles entre las válvulas de control. Adicionalmente, se presentan las

mediciones en los niveles de pulpa de cada celda o banco y ley de cola, cuyas variaciones

son generadas por la secuencia establecida en las variablesde entrada. Para esta simulación

se utilizó un tiempo de muestreo de 0.5 min sobre un tiempo desimulación de 1250 min,

generando un total de 2500 datos entrada-salida a utilizarse en el proceso de identificación.
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La metodologı́a considera seis pasos, entre ellos la definición de: los rangos del flujo

de alimentaciónQf , de las válvulas de controlv1, v2 y v3, de los modos de operación y la

generación de datos entrada-salida para el proceso de identificación. Esta metodologı́a es

válida para una lı́nea de flotación, siendo ejemplificada mediante la identificación de los

parámetros asociados al modelo del nivel de pulpa de la primera celda (ver figura 2.4).

Los pasos de esta metodologı́a son los siguientes:

(1) Definir el rango de operación del flujo de alimentaciónQf , que será una se-

cuencia de escalones decrecientes, siendoτ1 la duración de cada uno de estos

escalones.

(2) En cada escalón deQf , cuya duración esτ1, variar la posición de las válvulas de

control de la celda y bancos de la lı́nea, estableciendo una secuencia de escalones

decrecientes para cada válvula, cuyas duraciones corresponden aτ2 para cada

escalón dev1, τ3 para cada escalón dev2 y τ4 para cada escalón dev3, como se

aprecia en la figura 3.2.

FIGURA 3.2. Ejemplo de variaciones en las entradas del simulador
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(3) Considerando constante la altura de espumahi
e, definir un nivel de pulpahi

p, en

el cual la celda o banco inicie su operación normal:

hi
p ≤ hi

max − hi
e (3.6)

Por lo tanto, defiendohi
m = hi

max − hi
e coni = {1, 2, 3}, el primer modo ocurre

cuandohi
p ≤ hi

m (ausencia de concentrado) y el segundo modo cuandohi
p > hi

m

(operación normal).

(4) Utilizando el simulador dinámico hı́brido, ajustar manualmente las magnitudes

previamente definidas para los escalones de las válvulas decontrol, con el obje-

tivo de operar cada celda y banco de la lı́nea en un modo de operación indepen-

diente. Este paso se justifica debido al considerable número de combinaciones

posibles entre los modos de operación de los equipos de la l´ınea. Por lo tanto,

para operar la celda o banco en el primer modo se debe abrir su válvula de con-

trol, aumentando el flujo de cola. De manera contraria, para operar la celda en

el segundo modo, se debe cerrar su válvula de control, permitiendo el rebose

de concentrado. Este efecto también puede ser logrado variando el valor de los

escalones de las válvulas de control de las celdas y bancos restantes; o también,

variando el valor de los escalones del flujo de alimentación.

(5) Simular el proceso, considerando las entradasQf , v1, v2 y v3 previamente ajus-

tadas, en un horizonte de tiemponτ1, siendon el número de escalones del flujo

de alimentación (ver figura 3.2). La simulación permite obtener un conjunto de

datos entrada-salida para cada modo de operación, considerando como salidas

los niveles de pulpah1
p, h

2
p y h3

p, y la ley de cola finallt (ver figura 3.1).

(6) Utilizando elsoftwareHIT, identificar los parámetros correspondientes al mo-

deloAuto Regressive eXogenous(ARX) asociado a cada modo de operación, de

acuerdo a la estructura definida en ecuación (3.1).
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Cabe mencionar, que al definir una secuencia de apertura paralas válvulas de con-

trol de acuerdo a la figura 3.2, se asegura considerar la mayorcantidad de combinaciones

posibles y a su vez, captar los efectos que estas causan en lasvariables de salida del siste-

ma. Además, como se mencionó previamente, la identificación considera el procedimiento

basado enClusteringy los parámetros asociados a cada modo se identifican de manera in-

dependiente; para mas detalles sobre este procedimiento serecomienda consultar el trabajo

de Paoletti et al. (2007).

3.3.2. Resultados de validación

A continuación, se presentan las estructuras propuestas para los modelos hı́bridos co-

rrespondientes a los niveles de pulpa de la primera celda y bancos de la lı́nea, junto a la ley

de cola final. Además, con el objetivo de ejemplificar la metodologı́a descrita en la sección

3.3.1, se describen los resultados de identificación y validación para la primera celda; y los

resultados de validación para los bancos y ley de cola final,los cuales permiten apreciar el

buen desempeño de los modelos identificados.

3.3.2.1. Nivel de pulpa celda inicial

De acuerdo a la metodologı́a propuesta en la sección 3.3.1,a cada modo de operación

se le asocia un conjunto de parámetros bajo una estructura hı́brida, tal como se aprecia en

las ecuaciones (3.7) y (3.8). Además, el cambio de modo de operación se gatilla a través

de la función de parámetros hı́bridaθ1(k), la cual contiene los parámetros identificados

previamente y asociados a cada modelo ARX.

h1
p(k) = θ1(k)

[

h1
p(k − 1) Qf (k − 1) v1(k − 1) h2

p(k − 1) 1
]⊤

(3.7)

θ1(k) =















[

θ11 θ12 θ13 θ14 θ15

]

si h1
p(k − 1) ≤ h1

m

[

θ21 θ22 θ23 θ24 θ25

]

si h1
p(k − 1) > h1

m

(3.8)
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Donde:

h1
p : nivel de pulpa al interior del primer banco.

Qf : flujo volumétrico de pulpa en la alimentación de la lı́nea.

v1 : valor de apertura de la válvula de control del primer banco.

h2
p : nivel de pulpa al interior del segundo banco.

h1
m : nivel de pulpa lı́mite para el primer banco.

θ1(k) : función hı́brida que define el vector de parámetros1 para un instantek.

θ1i , θ
2
i : parámetros correspondientes al modo 1 y 2, coni ∈ {1, 2, 3, 4, 5}.

La figura 3.3 muestra las señales de identificación para el modo 1 del nivel de pulpa de

la primera celda, bajo variaciones en la válvula de controlv1. El resto de las variables de

entrada del modelo corresponden al flujo de alimentaciónQf y al nivel de pulpa del banco

siguienteh2
p, cuyas variaciones también afectan al nivel de pulpa de la primera celda.
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FIGURA 3.3. Señales de identificación para el nivel de pulpa en celda 1 modo 1
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La figura 3.4 muestra las señales de identificación para el modo 2 del nivel de pulpa

de la primera celda, bajo variaciones en la válvula de control v1. Las variables de entrada

restantes del modelo corresponden a las definidas en la ecuación (3.7). Adicionalmente, en

ambos gráficos es posible apreciar las distintas dinámicas que gobiernan a cada modo de

operación, las cuales son gatilladas por la presencia o ausencia de flujo de concentrado des-

de la celda. La metodologı́a propuesta también se utiliza para obtener los modelos hı́bridos

correspondientes a los niveles de pulpa de las bancosh2
p y h3

p, y la ley de cola finallt. Cabe

señalar, que la ley de alimentaciónlf se considera una perturbación medida, tanto en el

proceso de identificación como de validación.

La figura 3.5 presenta los resultados de validación para el modelo hı́brido identificado,

considerando variaciones en el flujo de alimentación y cambios en el valor de apertura de

la válvula de control, bajo un horizonte de tiempo de 600 min.
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FIGURA 3.5. Señales de validación para el nivel de pulpa en celda 1

3.3.2.2. Nivel de pulpa celdas intermedias

El nivel de pulpa de una celda intermedia depende de los cambios en los niveles de

pulpa de las celdas colindantes, dificultando su proceso de identificación. Las ecuaciones

(3.9) y (3.10) presentan la estructura hı́brida del modelo identificado. Además, la figura 3.6

muestra que el modelo hı́brido es válido en un horizonte de tiempo de 600 min.

hi
p(k) = θi(k)

[

hi
p(k − 1) hi−1

p (k − 1) vi−1(k − 1) vi(k − 1) hi+1
p (k − 1) 1

]⊤

(3.9)

θi(k) =















[

θ11 θ12 θ13 θ14 θ15 θ16

]

si hi
p(k − 1) ≤ hi

m

[

θ21 θ22 θ23 θ24 θ25 θ26

]

si hi
p(k − 1) > hi

m

(3.10)
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Donde:

hi
p, h

i−1
p , hi+1

p : nivel de pulpa del bancoi, i− 1 e i+ 1, respectivamente.

vi, vi−1 : valor de apertura de la válvula de control del bancoi e i− 1.

hi
m : nivel de pulpa lı́mite para el bancoi.

θi(k) : función hı́brida del vector de parámetrosi para un instantek.

θ1i , θ
2
i : parámetros asociados al modo 1 y 2, coni ∈ {1, 2, . . . , 6}.
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FIGURA 3.6. Señales de validación para el nivel de pulpa en banco 1
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3.3.2.3. Nivel de pulpa celda final

El nivel de pulpa de la celda final de una lı́nea de flotación, depende solamente de la

posición de la válvula de control y del nivel de pulpa del banco o celda precedente. Por lo

tanto, las ecuaciones (3.11) y (3.12) presentan la estructura hı́brida del modelo identificado,

donde el cambio de modo de operación se gatilla a través de la función de parámetros

hı́bridaθn(k), la cual contiene los parámetros identificados previamente para cada modelo.

hn
p (k) = θn(k)

[

hn
p (k − 1) hn−1

p (k − 1) vn−1(k − 1) vn(k − 1) 1
]⊤

(3.11)

θn(k) =















[

θ11 θ12 θ13 θ14 θ15

]

si hn
p (k − 1) ≤ hn

m

[

θ21 θ22 θ23 θ24 θ25

]

si hn
p (k − 1) > hn

m

(3.12)

Donde:

hn
p , h

n−1
p : nivel de pulpa del bancon y n− 1, respectivamente.

vn, vn−1 : valor de apertura de la válvula de control del bancon en− 1.

hn
m : nivel de pulpa lı́mite para el bancon.

θn(k) : función hı́brida del vector de parámetrosn para un instantek.

θ1i , θ
2
i : parámetros asociados al modo 1 y 2, coni ∈ {1, 2, . . . , 5}.

De manera similar, la figura 3.7 presenta las señales de validación para el modelo

formulado correspondiente al nivel de pulpa del segundo y último banco. Adicionalmente,

es posible apreciar que el modelo de predicción es robusto bajo variaciones en las válvula

de control, las cuales corresponden a las principales variables manipuladas en una planta de

flotación. Cabe mencionar, que los valores lı́mites para elnivel de pulpa de cada celdahi
m

con i ∈ {1, 2, . . . , n} pueden variar para cada banco. En este trabajo de investigación, los

puntos de operación para el nivel de pulpa junto a las alturas de espuma fueron definidas

con valores diferentes (ver tabla 2.1), con el fin de asemejarel simulador dinámico hı́brido

a una condición de operación real de una planta industrial.
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FIGURA 3.7. Señales de validación para el nivel de pulpa en banco 2

3.3.2.4. Ley de cola final

La ley de cola final depende de los rendimientos individualesde cada celda o banco de

una lı́nea de flotación, además de la ley de mineral en la alimentación. Las ecuaciones (3.13)

y (3.14) presentan la estructura hı́brida del modelo identificado. La figura 3.8 confirma que

el modelo hı́brido es válido en un horizonte de tiempo de 600min.

lt(k) = θt(k)
[

lt(k − 1) lf (k − 1) h1
p(k − 1) h2

p(k − 1) · · · hn
p (k − 1) 1

]⊤

(3.13)

θt(k) =















[

θ11 θ12 · · · θ1n θ1n+1 θ1n+2

]

si lt(k − 1) ≤ ltm
[

θ21 θ22 · · · θ2n θ2n+1 θ2n+2

]

si lt(k − 1) > ltm
(3.14)
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Donde:

lt, lf : ley de cola y alimentación de la lı́nea de flotación.

hi
p : nivel de pulpa asociado al bancoi, coni ∈ {1, 2, . . . , n}.

ltm : valor de ley de cola lı́mite.

θt(k) : función hı́brida del vector de parámetros para un instantek.

θ1i , θ
2
i : parámetros asociados al modo 1 y 2, coni ∈ {1, 2, . . . , n+ 2}.
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FIGURA 3.8. Señales de validación para la ley de cola final
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3.3.2.5. Validacíon como modelos de predicción

Dado que los modelos hı́bridos identificados se utilizaránen la estructura de un con-

trolador predictivo, se validará su capacidad de predicción, de acuerdo al diagrama de flujo

presentado en la figura 3.9, dondey(k) es la variable de salida,uj(k) con j ∈ N las va-

riables de entrada,θ1 y θ2 los vectores de parámetros identificados para cada modo de

operación,y el valor lı́mite,h el tiempo de muestreo,n el número de pasos entre dos pre-

dicciones consecutivas,N el horizonte de simulación ei una variable auxiliar.

Inicio

Cargar mediciones desde el proceso

?¿

Formar vector de salidas y entradas pasadas

?¿

Fin

No

Si

Si

No

Cargar vector de parámetros y

Cargar constantes y,

Valores iniciales 

,

, y

Modo 1: Modo 2:

?¿

Si

No

FIGURA 3.9. Diagrama de flujo para simulación de modelos hı́bridosde predicción
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La figura 3.10 presenta los resultados de simulación que permiten apreciar el buen

desempeño en la predicción de los niveles de pulpa y ley de cola final, bajo un horizonte

de simulaciónN = 600 min. Las predicciones fueron realizadas considerandoun tiempo

de muestreoh = 0.1 min y un número den = 30 pasos entre dos predicciones consecutivas,

lo cual equivale a 3 min. Este tiempo es similar al horizonte de predicción a utilizar en el

diseño de la estrategia de Control Predictivo. Cabe mencionar, que las entradasuj(k) se

consideran constantes a lo largo del horizonte de predicci´on, según figura 3.9.
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FIGURA 3.10. Resultados de predicción de los modelos hı́bridos identificados
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3.3.2.6. Modelos h́ıbridos identificados

La tabla 3.1 presenta los parámetros identificados para cada uno de los modelos hı́bri-

dos, correspondientes a los niveles de pulpa de la celda y bancos de la lı́nea de flotación

y a la ley de cola final, de acuerdo a figura 2.4. Cabe mencionar,que la principal dificul-

tad en el proceso de identificación radica en el alto nivel deacoplamiento existente entre

los diferentes bancos y en los efectos provocados en la modificación del valor de apertu-

ra de las válvulas de control. Esta última condición genera cambios en las constantes de

tiempo de cada celda o banco, siendo necesario disponer de metodologı́as de identificación

que permitan robustecer los resultados de los modelos. En consecuencia, la metodologı́a

desarrollada permite afrontar este tipo de problemas y obtener resultados válidos para su

utilización como modelos de predicción.

Posteriormente, los modelos se integrarán en un modelo hı́brido general bajo una es-

tructura de múltiples entradas y múltiples salidas, o también llamadaMultiple Input Multi-

ple Output(MIMO) para su utilización en el diseño y validación de estrategias de control

optimizante.

TABLA 3.1. Modelos hı́bridos identificados

Modelo Modo θ1 θ2 θ3 θ4 θ5 θ6
hm ltm

[m] [ %]

h1
p

1 0.580 0.007 -0.396 0.417 -0.145 -
4.05 -

2 0.645 0.004 -0.321 0.279 0.254 -

h2
p

1 0.579 0.085 0.122 -0.341 0.335 0.082
4.27 -

2 0.379 0.268 0.213 -0.306 0.075 1.315

h3
p

1 0.506 0.356 0.262 -0.435 0.713 -
4.35 -

2 0.709 0.166 0.172 -0.290 0.624 -

lt
1 0.865 0.040 -0.043 -0.022 -0.029 0.387

- 0.5
2 0.828 0.003 -0.014 -0.013 -0.007 0.243
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Finalmente, la tabla 3.2 presenta la raı́z cuadrada del error cuadrático medio oRoot

Mean Square Error(RMSE) de los resultados de predicción visualizados en lasfiguras

3.10. Se aprecia que los valores medios son pequeños en comparación a los rangos asocia-

dos a cada una de las variables.

TABLA 3.2. Error RMS resultados de predicción

Modelo PWARX
h1
p h2

p h3
p lt

[m] [m] [m] [ %]

Máx 4.2 4.37 4.52 1.04

Mı́n 2.28 2.92 3.30 0.06

Error RMS 0.0417 0.0441 0.0497 0.0901
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4. CONTROL PREDICTIVO H ÍBRIDO

4.1. Introducción

El Control Predictivo basado en Modelos oModel Predictive Control(MPC) corres-

ponde a un conjunto de estrategias de control que utilizan unmodelo del proceso para ob-

tener la señal de control mediante la minimización de una función objetivo. Los principales

elementos comunes a todo controlador predictivo son el modelo de predicción, una fun-

ción objetivo que se minimiza, un horizonte de control finito y deslizante para la obtención

de la señal de control y la repetición de este procedimiento en cada instante de muestreo.

Este tipo de controladores ha mostrado ser una estrategia decontrol con un sinnúmero de

aplicaciones exitosas en procesos industriales (Camacho &Bordons, 2004).

Por otra parte, los continuos avances en automatización deprocesos industriales han

llevado a formular nuevas técnicas de modelación que permitan incluir variables tanto con-

tinuas como discretas, junto a eventos que determinen cambios en las diferentes dinámicas

que gobiernan a un mismo proceso. Este tipo de representaci´on recibe el nombre de mode-

lación hı́brida y ha sido ampliamente estudiada en la última década (Camacho et al., 2010).

Bajo este contexto, Bemporad & Morari (1999) formularon unametodologı́a de Control

Predictivo Hı́brido basado en Modelos oHybrid Model Predictive Control(HMPC) consi-

derando variables continuas, discretas y reglas lógicas,mediante la utilización de un mo-

delo de predicción bajo una estructuraMixed Logical Dynamics(MLD) y la minimización

de la función objetivo como un problemaMixed Integer Quadratic Programming(MIQP)

incluyendo restricciones de operación.

El presente capı́tulo describe la aplicación de una estrategia HMPC a una lı́nea de flo-

tación de minerales con el objetivo de controlar la ley de cola final y mantener los niveles

de pulpa en rangos de operación adecuados. Además, se presentan los resultados de simu-

lación que permiten comprobar el buen funcionamiento del controlar predictivo hı́brido y

se detalla una propuesta de implementación para la estrategia diseñada.
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4.2. Control predictivo hı́brido basado en modelos

Una estrategia de Control Predictivo Hı́brido basado en Modelos oHybrid Model Pre-

dictive Control(HMPC) utiliza un modelo hı́brido de la planta, caracterizado por compor-

tamientos dinámicos y reglas lógicas, con el fin de predecir el efecto de las acciones de

control futuras a ser minimizadas mediante una función objetivo sujeta a restricciones de

operación. De acuerdo a Bemporad & Morari (1999) el modelo hı́brido de un controlador

predictivo debe ser diseñado bajo una estructuraMixed Logical Dynamics(MLD), consi-

derando variables continuas, discretas e inecuaciones bajo una representación en espacio

de estados. Un modelo MLD se describe en forma completa por:

x(k + 1) = Ax(k) +B1u(k) + B2δ(k) +B3z(k)

y(k) = Cx(k) +D1u(k) +D2δ(k) +D3z(k)

E2δ(k) + E3z(k) ≤ E1u(k) + E4x(k) + E5

(4.1)

Dondet es un entero,

x =





xc

xl



 xc ∈ R
nc, xl ∈ {0, 1}nl (4.2)

es el estado del sistema, cuyos componentes corresponden a variables continuasxc y

lógicasxl,

y =





yc

yl



 yc ∈ R
pc , yl ∈ {0, 1}pl (4.3)

es el vector de salida,

u =





uc

ul



 uc ∈ R
mc , ul ∈ {0, 1}ml (4.4)

corresponde al vector de entrada, junto conδ ∈ {0, 1}rl y z ∈ R
rc las cuales represen-

tan las variables auxiliares lógicas y continuas, respectivamente. Además,A, B1, B2, B3,

C, D1, D2, D3, E1, E2, E3, E4 y E5 son matrices de dimensión adecuada.
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El traspaso de las ecuaciones dinámicas y condiciones lógicas de un sistema dinámico

a una estructura MLD se puede realizar mediante el lenguajeHybrid Systems Description

Lenguage(HYSDEL) desarrollado por Torrisi & Bemporad (2004), el cual se encuentra

disponible para Matlabr. Este lenguaje permite describir los modelos asociados a unsiste-

ma dinámico y obtener fácilmente las matrices que conforman su modelo MLD.

Por otra parte, la formulación de un controlador predictivo hı́brido implica la resolu-

ción de un problema de optimización en cada instante de tiempok, el cual de acuerdo a

Bemporad & Morari (1999) puede definirse como:

mı́n
{uN−1

0
,δN−1

0
,zN−1

0 }

N−1
∑

i=0

‖u(i)− ue‖
2
Q1

+ ‖δ(i|k)− δe‖
2
Q2

+ · · ·

· · ·+ ‖z(i|k)− ze‖
2
Q3

+ ‖x(i|k)− xe‖
2
Q4

+ ‖y(i|k)− ye‖
2
Q5

(4.5)

Sujeto a:

x(N |k) = xe

x(i+ 1|k) = Ax(i|k) +B1u(i) +B2δ(i|k) +B3z(i|k)

y(i|k) = Cx(i|k) +D1u(i) +D2δ(i|k) +D3z(i|k)

E2δ(i|k) + E3z(i|k) ≤ E1u(i) + E4x(i|k) + E5

(4.6)

DondeQ1 = Q⊤
1 > 0, Q2 = Q⊤

2 > 0, Q3 = Q⊤
3 > 0, Q4 = Q⊤

4 > 0, Q5 =

Q⊤
5 > 0, uN−1

0 = {u(0), . . . , u(N − 1)}, δe, ze, ye corresponden a los puntos de equilibrio

determinados porxe y ue, ‖x‖2Q = x⊤Qx, x(i|k) ≡ x(k+ i, x(k), ui−1
0 , δi−1

0 , zi−1
0 ) y δ(i|k),

z(i|k) y y(i|k) son vectores definidos de forma similar.

Asumiendo que existe una solución para el problema de optimización y aplicando la

estrategia de Horizonte Móvil oReceding Horizon, se procede a considerar únicamen-

te como señal de control el primer elemento de la secuencia de control óptima, es decir

u(k) = u∗(0), descartándose los elementos restantes de la secuencia decontrol óptima

(Bemporad & Morari, 1999). El problema de optimización se vuelve a resolver para un

instantek + 1, considerando las nuevas mediciones disponibles desde el proceso.
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La obtención de una estrategia HMPC implica la reformulación del problema de op-

timización como un problema de programación cuadráticaentera mixta, también llamado

Mixed Integer Quadratic Programming(MIQP). En consecuencia, se definen los siguientes

vectores, los cuales contienen las variables de control y auxiliares del problema de optimi-

zación:

Ω =











u(0)
...

u(N − 1)











∆ =











δ(0)
...

δ(N − 1)











Ξ =











z(0)
...

z(N − 1)











(4.7)

Estos vectores se agrupan en un vector global, denotado por:

V =











Ω

∆

Ξ











(4.8)

Por lo tanto, el problema de optimización formulado por lasecuaciones (4.5) y (4.6)

puede reescribirse como un problema MIQP (Bemporad & Morari, 1999) en la forma:

mı́n
{V}

V⊤S1V + 2(S2 + x⊤
0 S3)V (4.9)

Sujeto a:
F1V ≤ F2 + F3x0 (4.10)

DondeSi y Fi coni = {1, 2, 3} son matrices definidas adecuadamente.

El problema de optimización puede resolverse empleando diferentessoftware, entre

los cuales se destaca CPLEX (disponible para Matlabr). Adicionalmente, las restricciones

de operación pueden incluirse de manera adecuada en las matrices de la inecuación (4.10).

Para mas detalles sobre la formulación de un controlador predictivo y la resolución del

problema de optimización asociado se recomienda consultar el trabajo de Maciejowski

(2001).
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4.3. Aplicación a flotación de minerales

4.3.1. Estado del arte

La flotación es uno de los procesos de separación mas utilizados en la industria de

procesamiento de minerales, especialmente en la recuperación de minerales sulfurados. Sin

embargo, a la fecha aun es un proceso bajo estudio y el cual presenta diversas ineficiencias

en su operación, en parte debido a la poca instrumentacióndisponible y con necesidades de

una mantención adecuada, a la falta de desarrollo de nuevastecnologı́as y a la antigüedad

de las plantas industriales, las cuales disponen de un alto número de celdas pequeñas que

dificultan el diseño de estrategias de control (Shean & Cilliers, 2011).

Laurila et al. (2002) divide el diseño de estrategias de control para flotación en cuatro

niveles (ver figura 4.1). El primer nivel corresponde a la instrumentación disponible en una

planta industrial, siendo la base para afrontar el diseño de estrategias de control de forma

satisfactoria, para lo cual también es necesario disponerde un amplio conocimiento del

proceso bajo análisis. El segundo nivel se centra en los lazos de control regulatorio, que

controlan los niveles de pulpa, los flujos de inyección de aire y las tasas de adición de reac-

tivos. Esta tarea se realiza habitualmente utilizando controladores PID convencionales. En

relación a los niveles superiores, el siguiente corresponde al control avanzado oAdvanced

Flotation Control (AFC) y el último a controladores que optimizan el proceso,también

llamadosOptimising Flotation Control(OFC).

El objetivo de los controladores AFC es rechazar las perturbaciones asociadas a las

entradas del proceso, manteniendo las leyes de mineral de salida y recuperación dentro

de rangos de operación aceptables. Desde un punto de vista del negocio de producción de

concentrado de cobre, los controladores OFC buscan maximizar la ley de concentrado y la

recuperación, o minimizar la ley de cola. Generalmente, los controladores AFC definen las

referencias de los controladores regulatorios del segundonivel; no obstante su desempeño

queda condicionado al desempeño particular de cada controlador convencional, afectando

la eficiencia global del sistema.
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FIGURA 4.1. Jerarquı́a de sistemas de control aplicados a flotación de minerales

A la fecha, diversas estrategias de control han sido aplicadas al proceso de flota-

ción, destacándose los trabajos de Thwaites (1983) y Thwaites (1986), los cuales propo-

nen el diseño de controladores regulatorios para el nivel de pulpa y adición de reactivos.

El trabajo desarrollado por Stenlund & Medvedev (2002), propone el control de los nive-

les de pulpa de una lı́nea mediante un controlador óptimo multivariable. Adicionalmente,

Kämpjärvi & Jämsä-Jounela (2003) realizan unbenchmarkingde diferentes estrategias de

control convencionales, controlando los niveles de pulpa de las celdas de una lı́nea.

En relación a la aplicación de estrategias de control avanzado, se destacan los trabajos

de Pérez-Correa et al. (1998) y Osorio et al. (1999), primero proponiendo la aplicación de

un controlador predictivo experto multivariable a una planta de flotaciónrougher, validado

mediante simulación, y posteriormente la aplicación de un sistema experto difuso a una

planta de flotación industrial. Por otra parte, el trabajo de Suichies et al. (1999) presenta

la aplicación de una estrategia MPC a una planta de flotación de minerales, manipulando

la adición de reactivos y controlando las leyes de mineral de salida del proceso, siendo

esta estrategia validada satisfactoriamente en una plantaindustrial. Finalmente, los traba-

jos de Shean & Cilliers (2011) y Hodouin (2011) presentan un completo resumen de las

principales estrategias de control aplicadas al proceso deflotación en los últimos años.
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4.3.2. Objetivo de la estrategia de control

El principal objetivo del controlador predictivo hı́bridodesarrollado en este trabajo es

minimizar el error entre la ley de cola de una lı́nea de flotación de minerales y su referen-

cia, bajo perturbaciones en las variables de entrada del proceso, con el fin de mantener su

rendimiento en una condición de óptima operación. Para cumplir esta tarea, se formulará la

función objetivo del controlador, el modelo dinámico de predicción de la planta bajo una

estructura MLD y las restricciones de operación que condicionan el buen funcionamiento

del proceso. Posteriormente, este problema de optimizaci´on será resuelto como un proble-

ma MIQP.

La figura 4.2 presenta el diagrama del sistema de control. La variable controlada es la

ley de cola final de la lı́nea (lt), las variables manipuladas son los porcentajes de apertura de

las válvulas de control (v1, v2 y v3) y las perturbaciones son el flujo de pulpa (Qf ) y la ley

de mineral (lf ), ambos en la alimentación de la lı́nea. Las variables medidas se encuentran

en concordancia con la instrumentación instalada en una planta de flotación industrial tı́pica

(Bergh & Yianatos, 2011).

FIGURA 4.2. Sistema de control HMPC aplicado a una ĺınea de flotaci´on
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4.3.3. Formulacíon del modelo de prediccíon

En el capı́tulo 3, se identificaron modelos hı́bridos lineales para predecir tanto los nive-

les de pulpa de la primera celda y bancos restantes, como la ley de mineral en la cola de la

lı́nea. Cada modelo se identificó de manera independiente,mediante datos de entrada-salida

generados desde el simulador dinámico, obteniéndose modelos MISO bajo una estructura

PWARX. La unificación de estos modelos en un único modelo MLD se lleva a cabo me-

diante elsoftwareHYSDEL (Torrisi & Bemporad, 2004), permitiendo definir la estructura

del modelo, obtener fácilmente las matrices asociadas y unificar los modelos PWARX in-

dependientes en un modelo de predicción del tipo entradas ysalidas múltiples, es decir

Multiple Input Multiple Output(MIMO).

La tabla 4.1 define las variables del controlador predictivohı́brido en relación al si-

mulador dinámico y utilizadas en la formulación del modelo MLD mediante HYSDEL.

TABLA 4.1. Variables del controlador predictivo hı́brido

Controlador Simulador
Descripción

Tipo Variable Variable

Entrada

u1 v1 Valor de apertura válvula de control, celda 1

u2 v2 Valor de apertura válvula de control, banco 1

u3 v3 Valor de apertura válvula de control, banco 2

Salida = Estado

y1 = x1 h1
p Nivel de pulpa de la celda 1

y2 = x2 h2
p Nivel de pulpa del banco 1

y3 = x3 h3
p Nivel de pulpa del banco 2

y4 = x4 lt Ley de cola final de la lı́nea

Perturbación
w1 Qf Flujo de pulpa en la alimentación

w2 lf Ley de mineral en la alimentación
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El código 1 presenta la estructura en lenguaje HYSDEL para generar el modelo de

predicción MLD a partir de un conjunto de modelos PWARX independientes, el cual es

utilizado en este trabajo. La estructura de este código se divide en dos secciones, la pri-

mera llamadainterface, permitiendo definir las variables a ser utilizadas en el modelo y

sus rangos de operación. Al interior de esta sección y de acuerdo a la tabla 4.1, se define

la subsecciónstateque contiene las variables de estadoxi y perturbacioneswj, la sub-

seccióninput que contiene las variables de entradaui, la subsecciónoutputque contiene

las variables de salidayi y finalmente la subsecciónparameterque contiene los paráme-

tros asociados a cada uno de los modelos PWARX identificados,definidos comoθijk con

i ∈ {1, 2, 3, 4}, j ∈ {1, 2} y k ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}, e incluyendo los valores lı́mitesh1
m, h2

m,

h3
m y ltm de cada modelo. Teniendo en cuenta que una planta de flotación de minerales no

dispone de entradas ni salidas discretas, todas las variables del modelo mencionadas son

continuas y por ende definidas mediante la sintaxisreal. Sin embargo, en el caso de existir

alguna variable discreta de cualquier tipo, ésta puede fácilmente expresarse mediante la

sintaxisbool.

La segunda sección, llamadaimplementation, se subdivide en seis subsecciones. En

la primera de ellas, llamadaaux, se definen todas las variables auxiliares a ser utilizadas

en la estructura del modelo MLD. En este caso se utilizaron cuatro variables discretas y

continuas, denotadas porδi y zi respectivamente. El objetivo de estas variables es permitir

la interacción entre las dinámicas continuas definidas por los modelos ARX a través de los

distintos modos de operación. La segunda subsección definida porAD permite establecer

las reglas lógicas asociadas a cada modelo PWARX, donde el valor de verdad de cada regla

se asigna a una de las variables discretas auxiliares ya definidas. La subsección siguiente,

denotada porDA, permite escoger uno de los dos modelos ARX asignado a cada modo de

operación de un modelo PWARX. Por lo tanto, el resultado a ser asignado a la variable con-

tinua auxiliarzi dependerá del valor lógico de la variableδi. Finalmente, las subsecciones

continuous, outputy mustpermiten asignar la evolución de las variables de estado y per-

turbaciones, de las salidas y establecer los rangos de operación admisibles a las variables

de entrada, respectivamente.
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Código 1: Modelo MLD a partir de modelos PWARX mediante lenguaje HYSDEL

1: Systempwarx2mld{

2: Interface {

3: State { realx1 [0,4.6];

4: realx2 [0,4.6];

5: realx3 [0,4.6];

6: realx4 [0,1.5];

7: realw1 [0, 55];

8: realw2 [0,1.5]; }

9: Input { realu1 [0,1];

10: realu2 [0,1];

11: realu3 [0,1]; }

12: Output { realy1;

13: realy2; }

13: realy3; }

13: realy4; }

14: Parameter{ realθ111, θ
1
12, θ

1
13, θ

1
14, θ

1
15, θ121, θ

1
22, θ

1
23, θ

1
24, θ

1
25, h1

m;

15: realθ211, θ
2
12, θ

2
13, θ

2
14, θ

2
15, θ

2
16,θ

2
21, θ

2
22, θ

2
23, θ

2
24, θ

2
25, θ

2
26,h

2
m;

16: realθ311, θ
3
12, θ

3
13, θ

3
14, θ

3
15, θ321, θ

3
22, θ

3
23, θ

3
24, θ

3
25, h3

m;

17: realθ411, θ
4
12, θ

4
13, θ

4
14, θ

4
15, θ

4
16,θ

4
21, θ

4
22, θ

4
23, θ

4
24, θ

4
25, θ

4
26,ltm; }

18: }

19: Implementation {

20: Aux { realz1,z2,z3,z4;

21: bool δ1,δ2,δ3,δ4; }

22: AD { δ1 = x1 ≤ h1
m;

23: δ2 = x2 ≤ h2
m;

24: δ3 = x3 ≤ h3
m;

25: δ4 = x4 ≤ ltm; }

26: DA { z1 = { if δ1 thenθ111 · x1 + θ112 · w1 + θ113 · u1 + θ114 · x2 + θ115

27: elseθ121 · x1 + θ122 · w1 + θ123 · u1 + θ124 · x2 + θ125; }

28: z2 = { if δ2 thenθ211 · x2 + θ212 · x1 + θ213 · u1 + θ214 · u2 + θ215 · x3 + θ216;

29: elseθ221 · x2 + θ222 · x1 + θ223 · u1 + θ224 · u2 + θ225 · x3 + θ226; }

30: z3 = { if δ3 thenθ311 · x3 + θ312 · x2 + θ313 · u2 + θ314 · u3 + θ315

31: elseθ321 · x3 + θ322 · x2 + θ323 · u2 + θ324 · u3 + θ325; }
32:

...
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33:
...

34: z4 = { if δ4 thenθ411 · x4 + θ412 · w2 + θ413 · x1 + θ414 · x2 + θ415 · x3 + θ416

35: elseθ421 · x4+ θ422 ·w2+ θ423 · x1+ θ424 · x2+ θ425 · x3+ θ426; }}

36: Continuous{ x1 = z1;

37: x2 = z2;

38: x3 = z3;

39: x4 = z4;

40: w1 = w1;

41: w2 = w2; }

42: Output { y1 = x1;

43: y2 = x2;

44: y3 = x3;

45: y4 = x4; }

46: Must { u1 ≤ 1;

47: −u1 ≤ 0;

48: u2 ≤ 1;

49: −u2 ≤ 0;

50: u3 ≤ 1;

51: −u3 ≤ 0; }

52: }}

Cabe mencionar, que las entradas del modelo MLD deben corresponder únicamente

a variables manipuladas, dado que serán incluidas en el vector de controlu(k). Dado que

tantoQf comolf son perturbaciones medidas del proceso de flotación, en el modelo MLD

del controlador predictivo serán consideradas perturbaciones y asignadas como variables

de estado en la secciónstatedel código HYSDEL. De esta forma, en cada instante de

muestreo del controlador predictivo dichas variables ser´an ingresadas al modelo de pre-

dicción MLD por medio del vector de estados inicialesx(0|k). Por lo tanto, el vector de

control contendrá únicamente las señales de control futuras correspondientes a las válvulas

de control en el flujo de cola de la primera celda y bancos de la lı́nea.
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4.3.4. Estrategia de control

El objetivo de control es minimizar el error entre la ley de mineral en la cola final de la

lı́nea de flotación y su señal de referencia, resguardandolos niveles de pulpa de la primera

celda y bancos dentro de un rango que permita una operación adecuada. Las variables

manipuladas corresponden a los valores de apertura de las v´alvulas de control situadas a la

salida de cada equipo, siendo sus variaciones también minimizadas.

La ecuación (4.11) describe la función objetivo del controlador predictivo hı́brido su-

jeta al modelo MLD desarrollado en la sección previa y a restricciones de operación para

los niveles de pulpa de la primera celda y bancos:

mı́n

{∆u,δ,z}

N−1
∑

i=0

‖y4(k + i+ 1|k)− r(k + i|k)‖2Q · · ·

· · · +‖∆u1(k + i|k)‖2R + ‖∆u2(k + i|k)‖2P + ‖∆u3(k + i|k)‖2S

(4.11)

Sujeta a:

x(k + 1|k) = Ax(k|k) +B3z(k|k)

y(k|k) = Cx(k|k)

E2δ(k|k) + E3z(k|k) ≤ E1u(k|k) + E4x(k|k) + E5

(4.12)

hj
p ≤ xj(k|k) ≤ h

j
p, j = {1, 2, 3} (4.13)

DondeN es el horizonte de predicción, las variables manipuladas son definidas por el

vectoru(k) = [u1(k), u2(k), u3(k), . . . , uN−1(k), uN−1(k), uN−1(k)]
⊤ y∆uj(k) = uj(k)−

uj(k − 1) sus variaciones conj = {1, 2, 3}, hj
p y hj

p son los limites máximos y mı́nimos

para los niveles de pulpa de la celda o bancoj. Finalmente,r(k) corresponde a la señal de

referencia para la ley de cola.
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4.4. Resultados de simulación

De acuerdo con la estrategia descrita por las ecuaciones (4.11), (4.12) y (4.13) se ca-

libró y validó el Controlador Predictivo Hı́brido aplic´andolo al simulador dinámico hı́brido

de una lı́nea de flotación de minerales descrito en el capı́tulo 2. La implementación del

Controlador Predictivo Hı́brido se realizó mediante elsoftwarede optimización CPLEX,

disponible para Matlabr, resolviendo un problema de optimización MIQP en cada instante

de muestreo del controlador.

La tabla 4.2 presenta los parámetros del Controlador Predictivo Hı́brido, de los cuales

el horizonte de predicciónN y los pesos asociados a la función objetivoQ, R, P y S se

obtuvieron mediante prueba y error. Además, se presentan los rangos de operación para los

niveles de pulpa, definidos porhi
p y hi

p. En este caso sus valores son iguales para todos los

equipos de la lı́nea, aún cuando podrı́an seleccionarse otros rangos de valores que permitan

lograr un adecuado desempeño de la planta.

TABLA 4.2. Parámetros de diseño Controlador Predictivo Hı́brido

Parámetro Valor Unidad Descripción

N 4 - Horizonte de predicción

Q 25000 - Peso de la función objetivo, ley de cola

R 11 - Peso de la función objetivo, variación válvula 1

P 11 - Peso de la función objetivo, variación válvula 2

S 11 - Peso de la función objetivo, variación válvula 3

h1
p 4.5 [m] Lı́mite superior del nivel de pulpa, celda 1

h1
p 4.1 [m] Lı́mite inferior del nivel de pulpa, celda 1

h2
p 4.5 [m] Lı́mite superior del nivel de pulpa, banco 2

h2
p 4.1 [m] Lı́mite inferior del nivel de pulpa, banco 2

h3
p 4.5 [m] Lı́mite superior del nivel de pulpa, banco 3

h3
p 4.1 [m] Lı́mite inferior del nivel de pulpa, banco 3

Ts 0.1 [min] Tiempo de muestreo del controlador predictivo
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La figura 4.3 presenta los resultados de simulación del Control Predictivo Hı́brido en

un horizonte de tiempo de 160 min. Se varió el flujo de pulpa y la ley de mineral en la

alimentación de la lı́nea, emulando el comportamiento queambas variables presentan en

una planta industrial. Además, se definió una señal de referencia para la ley de cola final,

considerando tres escalones de valores 0.125%, 0.10% y 0.075%. Cabe mencionar, que el

control de la ley de cola en un valor de referencia permite quela ley de concentrado final y la

recuperación, bajo condiciones de régimen permanente, alcancen valores derivados desde

balances metalúrgicos previamente realizados para una planta bajo análisis. Por lo tanto,

mediante la utilización del controlador avanzado desarrollado en este trabajo, al modificar

la referencia de la ley de cola puede variarse convenientemente la ley de concentrado y la

recuperación.

Los resultados de simulación permiten apreciar el buen desempeño del controlador, el

cual mediante la manipulación de los valores de apertura delas válvulas de control, varı́a

los niveles de pulpa y permite seguir satisfactoriamente lareferencia. Además, se aprecia

la disminución en las fluctuaciones del flujo de concentradofinal de la lı́nea, siendo esto

altamente beneficioso para una adecuada operación de una planta de flotación industrial.

De manera similar, se aprecia que las variaciones en los niveles de pulpa se mantienen entre

los valores lı́mites definidos en la etapa de diseño.

La figura 4.4 presenta las variaciones de los modos de operación de la primera celda

y de los bancos restantes de la planta de flotación, junto a los modos de operación del

modelo MLD perteneciente al Controlador Predictivo Hı́brido. Se aprecia claramente que el

controlador siguió satisfactoriamente los modos de operación de la planta, especialmente el

cambio de modo evidenciado en el tercer banco de la lı́nea. Esta caracterı́stica de modificar

el modelo de predicción del controlador predictivo de acuerdo al modo de operación actual

de la planta, es una de las principales ventajas de una estrategia HMPC. En relación al tercer

modo de operación, el cual corresponde a una condición de rebalse, no se evidencia en esta

simulación debido a que el lı́mite máximo definido para el nivel de pulpa corresponde a 4.5

m, siendo la altura máxima de una celda o banco 4.6 m. Este valor se ingresa como una

restricción de operación, de acuerdo a la inecuación (4.13).
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FIGURA 4.3. Resultados de simulación estrategia HMPC aplicada a una ĺınea de flotación
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FIGURA 4.4. Modos de operación celdas de flotación y controlador predictivo hı́brido

La figura 4.5 permite apreciar la relación que existe entre la ley de concentrado y la

recuperación de mineral de la planta, al variar la referencia de la ley de cola utilizando

la estrategia HMPC formulada. Esta curva es similar a las evidenciadas habitualmente en

plantas de flotación industriales, la cual permite apreciar el rendimiento del proceso de flo-

tación (Shean & Cilliers, 2011). Por otra parte, se visualiza el desempeño del Controlador

Predictivo Hı́brido, el cual dada una referencia de la ley demineral en la cola, permite

llevar la planta a diferentes puntos de operación.
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FIGURA 4.5. Ley de concentrado versus recuperación de mineral bajo estrategia HMPC

Con el objetivo de validar el desempeño del Controlador Predictivo Hı́brido, se com-

paró con un Controlador Predictivo convencional. La formulación de esta estrategia MPC

se realizó considerando los modelos ARX previamente identificados en el capı́tulo 3, solo

para el segundo modo de operación de la primera celda y bancos de la lı́nea, el cual corres-

ponde a la operación normal de la celda, es decir, bajo presencia de fases pulpa y espuma,

junto a los flujos de concentrado y cola asociados.

Los modelos ARX para los niveles de pulpah1
p, h

2
p y h3

p, y ley de cola finallt, co-

rrespondientes a la estrategia MPC, son formulados en un modelo en espacio de estados:

x(k + 1|k) = Ax(k|k) +Bu(k|k) +W

y(k|k) = Cx(k|k)
(4.14)

Dondex(k) es el vector de estados,y(k) el vector de salidas yu(k) el vector de en-

tradas. Además,A, B, C y W son matrices de dimensión adecuada y que contienen los

parámetros de los modelos ARX.
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Con el fin de comparar el desempeño del controlador HMPC, la función objetivo del

controlador MPC y los parámetros de diseño definidos en la tabla 4.2 serán los mismos, va-

riando únicamente el modelo de predicción. Por lo tanto, la estrategia MPC a ser aplicada a

la lı́nea de flotación queda definida por la función objetivo (4.11), el modelo de predicción

(4.14) y las restricciones de operación (4.13). Este problema se resuelve mediante su for-

mulación como un problema de Programación Cuadrática oQuadratic Programming(QP)

(Bemporad, 2005).
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FIGURA 4.6. Resultados de simulación comparación entre estrategias MPC y HMPC
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La figura 4.6 presenta los resultados de simulación que comparan el desempeño entre

las estrategias HMPC y MPC. Se aprecia que ambas estrategiaspermiten controlar la ley

de cola final de una lı́nea de flotación. La estrategia HMPC utiliza un modelo de predicción

MLD, el cual caracteriza un mayor número de dinámicas del proceso, obteniendo mejores

resultados en régimen transiente y permanente. En efecto,la tabla 4.3 presenta los errores

RMS entre la señal de referencia y la ley de cola final de la lı́nea para ambas estrategias de

control, visualizando que la estrategia HMPC desarrolladalogra un mejor desempeño en

comparación a una estrategia MPC.

Por otra parte, se destaca que la metodologı́a de identificación propuesta, permite obte-

ner modelos de predicción que pueden ser utilizados tanto para el diseño de controladores

predictivos convencionales como para el diseño de controladores predictivos hı́bridos.

TABLA 4.3. Error RMS controlador MPC y HMPC

Indicador
MPC HMPC Variación

[ %] [ %] [ %]

Error RMS 0.0082 0.0068 -17
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4.5. Propuesta de arquitectura para implementacíon

La figura 4.7 presenta una propuesta de arquitectura para la implementación de la es-

trategia de control avanzado formulada en este trabajo, la cual considera dos niveles. El

primero corresponde a la instrumentación requerida, mientras que el segundo considera los

módulos necesarios para el correcto funcionamiento de la estrategia HMPC. Ambos nive-

les se encuentran interconectados en una red integrada de instrumentación y control, la cual

permite la recepción y envı́o de señales entre ambos.

El sistema de control avanzado utiliza dos módulos de apoyo, el primero corresponde

al modelo hı́brido y el segundo a la obtención de las señales de control mediante la solución

de un problema de optimización MIQP. Finalmente, el sistema de control avanzado es con-

figurado y operado a través de una estación de trabajo remota. La identificación de modelos

hı́bridos PWARX debe realizarse de acuerdo a la metodologı́a descrita en la sección 3.3.1,

considerando la mayor cantidad de combinaciones posibles entre las válvulas de control. El

diseño del controlador HMPC se realiza de acuerdo a la estrategia formulada en la sección

4.3.4, siendo posible definir desde la estación remota los valores lı́miteshp y hp, junto a la

referencia de la ley de colalt.

FIGURA 4.7. Propuesta de arquitectura para implementación estrategia HMPC
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5. CONCLUSIONES

5.1. Conclusiones del trabajo de tesis

El presente trabajo de tesis abordó el problema de control de una planta de flotación de

minerales, mediante una estrategia de Control Predictivo Hı́brido. Para cumplir este obje-

tivo, se desarrolló un simulador dinámico de una lı́nea deflotación, el cual se calibró me-

diante datos de una planta industrial. Adicionalmente, se formuló una metodologı́a de iden-

tificación de modelos hı́bridos predictivos para diferentes modos de operación de una lı́nea

de flotación.

A continuación, se formuló un Controlador Predictivo Hı́brido, el cual minimiza el

error entre la ley de cola y su referencia, mediante la manipulación de los valores de aper-

tura de las válvulas de control de las celdas y bancos pertenecientes a la lı́nea. Este con-

trolador puede operar en condiciones de ausencia de rebose de concentrado en celdas y

bancos, variando su modelo de predicción de acuerdo a la condición de operación de los

equipos de la planta.

Como es sabido, una planta de flotación de minerales es un proceso complejo, com-

puesto por dinámicas no lineales y bajo configuraciones de circuitos de producción que

dificultan el desarrollo de metodologı́as de control. Sin embargo, a pesar de esta compli-

cación el simulador dinámico hı́brido desarrollado describe razonablemente el comporta-

miento de una lı́nea de flotación, evidenciando el acoplamiento que existe entre las celdas

que conforman la planta.

Por otra parte, el simulador representa adecuadamente las condiciones mineralógicas

del proceso bajo la presencia de diferentes granulometrı́as e incluyendo el efecto de li-

beración del mineral. La principal ventaja de esta consideración, radica en la posibilidad

de interconectar el modelo formulado con modelos de molienda. Además, el simulador

caracteriza diferentes condiciones de operación de las celdas que conforman una lı́nea, per-

mitiendo diseñar y validar estrategias de control bajo diferentes escenarios de operación.
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Los resultados de identificación muestran que la utilización de modelos hı́bridos facili-

tan la caracterización de las principales variables de unaplanta de flotación. De esta forma,

es posible obtener modelos individuales para ciertas condiciones de operación, particula-

rizando las no linealidades del proceso y prediciendo el comportamiento en horizontes de

tiempo razonables.

La metodologı́a de identificación propuesta permite abordar el comportamiento global

de una planta de flotación, con resultados satisfactorios.No obstante, se debe tener pre-

sente en la etapa de generación de datos entrada-salida el abarcar la mayor cantidad de

combinaciones posibles entre las válvulas de control de lalı́nea, dado que al variar el va-

lor de apertura de una o de un conjunto de ellas, se modifican las constantes de tiempo

de las celdas y bancos, afectando la efectividad de los modelos identificados. La metodo-

logı́a desarrollada junto a la utilización de modelos PWARX aborda satisfactoriamente esta

dificultad. Además, se comprueba que los modelos hı́bridosen la forma PWARX pueden

utilizarse satisfactoriamente en la formulación de controladores predictivos lineales.

La investigación realizada comprueba que el Control Predictivo Hı́brido es una herra-

mienta viable para el control de plantas de flotación de minerales, permitiendo afrontar

diferentes condiciones de operación mediante un único sistema de control. Los resultados

muestran el correcto desempeño del controlador bajo perturbaciones en el flujo de pulpa

y ley de mineral en la alimentación, junto a un mı́nimo erroren régimen permanente. Por

otra parte, la utilización de un modelo de predicción hı́brido permite obtener mejores re-

sultados en comparación a una estrategia de control predictivo convencional, mejorando

el desempeño del controlador en un 17 %, mediante simulaci´on. La implementación de

esta metodologı́a en una planta industrial debe considerarcomo requisito mı́nimo la instru-

mentación señalada y calibrada. Adicionalmente, se muestra que el Controlador Predictivo

Hı́brido permite reducir las variaciones de los niveles de pulpa, manteniendo dichas varia-

bles dentro de un rango de operación acotado. Además, permite controlar la ley de cola

final, la cual puede ser definida en un valor tal, de acuerdo a larelación entre la ley de

concentrado y la recuperación de mineral establecidas mediante balances metalúrgicos.
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5.2. Futuras ĺıneas de investigacíon

Como actividades de investigación futura, orientadas al diseño de metodologı́as de

control avanzado de plantas de flotación de minerales, se proponen las siguientes:

Modelar dinámicamente la altura de espuma en celdas de flotación, consideran-

do los efectos de la inyección de aire, la dosificación de espumante y los flujos

másicos relacionados con la fase espuma.

Estudiar la operación del Control Predictivo Hı́brido frente a variaciones en las

condiciones mineralógicas y operacionales de las etapas restantes del proceso de

flotación.

Estudiar la modelación dinámica de las etapas restantes del proceso de flotación y

su integración en un modelo global, el cual permita diseñar e implementar estrate-

gias de control optimizante.

Validar la estrategia de Control Predictivo Hı́brido en unaplanta piloto, en particu-

lar considerando diferentes lı́neas de flotación e identificando un modelo hı́brido

global de la ley de cola final.
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ANEXO A. CALIBRACI ÓN DEL SIMULADOR DIN ÁMICO H ÍBRIDO.

1. Cálculo del nivel de pulpa: En condiciones de estado estacionario, la variación

del nivel de pulpa al interior de una celdai cumpleḣi
p = 0. Asumiendo constantes

y medibles la altura de espumahi
e y la altura máxima de la celdahi

max, el nivel de

pulpa al interior de la celda se obtiene mediante la ecuación:

hi
p = hi

max − hi
e (A.1)

2. Cálculo de la constante de balance asociada al flujo de cola:En condiciones

de estado estacionario y considerando medibles el flujo volumétrico de pulpa en

la colaQi
t, la apertura de la válvula de controlvi, el nivel de pulpahi

p, el nivel de

pulpa de la celda siguientehi+1
p y la caı́da hidráulica entre dichas celdas∆hi, se

obtiene la constante de balance del flujo de pulpa en la cola deuna celdai:

αi
t =

Qi
t

vi
√

hi
p − hi+1

p +∆hi
(A.2)

3. Cálculo de la constante de balance asociada al flujo de concentrado: En con-

diciones de estado estacionario y considerando medibles elflujo volumétrico de

concentradoQi
c, el nivel de pulpahi

p, la altura de espumahi
e y la altura máxima

disponible de la celdahi
max, la constante de balance asociada al flujo de concen-

trado de una celdai, se obtiene mediante la ecuación:

αi
c =

Qi
c

hi
p + hi

e − hi
max

(A.3)

4. Cálculo de la masa de mineral en fases pulpa y espuma:En condiciones de

estado estacionario y considerando constantes los hold-upde aire en las fases pulpa

ǫip y espumaǫie, y medibles el nivel de pulpahi
p, la altura de espumahi

e y el área de

la celdaAi, se obtienen los volumenes de las fases pulpa y espuma:

V i
p = Aihi

p

(

1− ǫip
)

V i
e = Aihi

e (1− ǫie)
(A.4)
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Asumiendo conocidos los flujos volumétricos de pulpa en la colaQi
t y concentra-

do Qi
c, junto con los flujos másicos en la colaM ijk

t y concentradoM ijk
c , ambos

medidos para una clasej y granulometrı́ak, la masa de mineral asociada a cada

fase de una celdai, se obtiene mediante las ecuaciones:

mijk
p =

V i
pM

ijk
t

Qi
t

(A.5)

mijk
e =

V i
eM

ijk
c

Qi
c

(A.6)

5. Cálculo tasas de flotacíon y drenaje de mineral: En condiciones de estado es-

tacionario, la variación de la masa de mineral en las fases pulpa y espuma de una

celdai cumplenṁijk
p = 0 y ṁijk

e = 0, respectivamente. Considerando conocida

la tasa de flotaciónαijk
p , la masa de mineral en la fase pulpamijk

p y espumamijk
e ,

para una clasej y granulometrı́ak, el flujo volumétrico de concentradoQi
c y el

volumen de espumaV i
e ; la tasa de drenaje de mineral asociada a la fase espuma de

una celdai, se obtiene mediante la ecuación:

αijk
e = αijk

p

mijk
p

m
ijk
e

−
Qi

c

V i
e

(A.7)

Los valores de las tasas de flotaciónαijk
p , para una clasej y granulometrı́ak,

pueden ser definidos de acuerdo a los trabajos de Barrera & González (1993) y

Wills & Napier-Munn (2006). Además, una vez conocidos los valores de las tasas

de flotaciónαijk
p y drenajeαijk

e para una celdai, los flujos de colectorQcol y es-

pumanteQesp se ajustan según la metodologı́a propuesta por Barrera & González

(1993) y Pérez-Correa et al. (1998).

6. Cálculo ley de calcopirita asociada a cada clase:En condiciones de estado esta-

cionario, las leyes de cobre para una celdai, en el flujo de colalit y en el flujo de

concentradolic, se obtienen a partir de las siguientes ecuaciones:

lit = lcu
(M i11

t +M i12
t + · · ·+M i1r

t ) l1cp + (M i21
t +M i22

t + · · ·+M i2r
t ) l2cp

(M i11
t +M i12

t + · · ·+M i1r
t ) + (M i21

t +M i22
t + · · ·+M i2r

t )
(A.8)
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lic = lcu
(M i11

c +M i12
c + · · ·+M i1r

c ) l1cp + (M i21
c +M i22

c + · · ·+M i2r
c ) l2cp

(M i11
c +M i12

c + · · ·+M i1r
c ) + (M i21

c +M i22
c + · · ·+M i2r

c )
(A.9)

Conocido el flujo másico de colaM ijk
t y el flujo másico de concentradoM ijk

c ,

ambos para una celdai, clasej y granulometrı́ak, se define el flujo másico total de

colaM ij
tsum y flujo másico total de concentradoM ij

csum para cada clasej ∈ {1, 2}:

M i1
tsum = M i11

t +M i12
t + · · ·+M i1r

t

M i2
tsum = M i21

t +M i22
t + · · ·+M i2r

t

M i1
csum = M i11

c +M i12
c + · · ·+M i1r

c

M i2
csum = M i21

c +M i22
c + · · ·+M i2r

c

(A.10)

Además, considerando quelcu corresponde a la ley de cobre en una molécula de

calcopirita (34.61 %), las ecuaciones (A.8) y (A.9) son únicamente función de la

ley de calcopirita en la primera clasel1cp y segunda clasel2cp:

lit =
lcuM

i1
tsum

M i1
tsum +M i2

tsum

l1cp +
lcuM

i2
tsum

M i1
tsum +M i2

tsum

l2cp (A.11)

lic =
lcuM

i1
csum

M i1
csum +M i2

csum

l1cp +
lcuM

i2
csum

M i1
csum +M i2

csum

l2cp (A.12)

Por lo tanto, conocida la ley de cobre en el flujo de cola y concentrado de una celda

i, definidas porlitmed y licmed respectivamente, el cálculo de las leyes de calcopirita

para la primera clasel1cp y segunda clasel2cp es ajustado mediante la minimización

del error existente entre el valor medido y el calculado mediante las ecuaciones

(A.11) y (A.12). El problema de optimización queda definidopor:

mı́n
{l1cp,l2cp}

n
∑

i=1

(

litmed − lit
)2

+
(

licmed − lic
)2

Sujeto a: l1cpmin ≤ l1cp ≤ l1cpmax

l2cpmin ≤ l2cp ≤ l2cpmax

(A.13)

Donde l1cpmin, l2cpmin, l1cpmax y l2cpmax son valores mı́nimos y máximos definidos

para cada ley de calcopirita asociada a una clasej, y n el número de celdas.
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ANEXO B. MODELO DIN ÁMICO H ÍBRIDO PARA FLOTACI ÓN ROUGHER.

PUBLICADO EN CONGRESO INTERNACIONAL DE AUTOMATI-

ZACI ÓN EN LA INDUSTRIA MINERA, AUTOMINING 2012.
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ANEXO C. HYBRID DYNAMIC PREDICTIVE MODEL FOR ROUGHER FLO-

TATION. PUBLICADO EN 15TH IFAC SYMPOSIUM ON CONTROL,

OPTIMIZATION AND AUTOMATION IN MINING, MINERAL AND

METAL PROCESSING, MMM 2013.

84



85



86



87



88



89



90



ANEXO D. HYBRID MODEL PREDICTIVE CONTROL FOR FLOTATION

PLANTS, PUBLICACI ÓN SOMETIDA A EVALUACI ÓN EN REVIS-

TA MINERALS ENGINEERING, MARZO 2014.

91



92



93



94



95



96



97



98



99



100



101



102


	AGRADECIMIENTOS
	INDICE DE FIGURAS
	INDICE DE TABLAS
	RESUMEN
	ABSTRACT
	1. INTRODUCCIÓN
	1.1. Introducción
	1.2. Descripción del problema
	1.3. Objetivos
	1.3.1. Objetivo general
	1.3.2. Objetivos específicos

	1.4. Organización de la tesis

	2. MODELO DINÁMICO HÍBRIDO
	2.1. Introducción
	2.2. El proceso de flotación de minerales
	2.3. Variables del proceso
	2.4. Modelación de una celda de flotación
	2.4.1. Estado del arte
	2.4.2. Modos de operación
	2.4.3. Modelo dinámico híbrido

	2.5. Resultados de simulación
	2.5.1. Planta bajo análisis
	2.5.2. Calibración del modelo
	2.5.3. Resultados


	3. IDENTIFICACIÓN DE MODELOS HÍBRIDOS
	3.1. Introducción
	3.2. Identificación de modelos híbridos
	3.2.1. Modelos piecewise affine
	3.2.2. Método de identificación basado en clustering

	3.3. Aplicación a flotación de minerales
	3.3.1. Metodología de identificación
	3.3.2. Resultados de validación


	4. CONTROL PREDICTIVO HÍBRIDO
	4.1. Introducción
	4.2. Control predictivo híbrido basado en modelos
	4.3. Aplicación a flotación de minerales
	4.3.1. Estado del arte
	4.3.2. Objetivo de la estrategia de control
	4.3.3. Formulación del modelo de predicción
	4.3.4. Estrategia de control

	4.4. Resultados de simulación
	4.5. Propuesta de arquitectura para implementación

	5. CONCLUSIONES
	5.1. Conclusiones del trabajo de tesis
	5.2. Futuras líneas de investigación

	BIBLIOGRAFIA
	ANEXO A. Calibración del simulador dinámico híbrido
	ANEXO B. Publicación AUTOMINING 2012
	ANEXO C. Publicación MMM 2013
	ANEXO D. Publicación en evaluación revista Minerals Engineering




