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RESUMEN

Una caracteristica comtin de las economias emergentes es su dependencia a las ex-
portaciones de unos cuantos commodities primarios, cuyos precios en muchas ocaciones
estan correlacionados con el precio del petréleo. Contruimos un modelo que estudia el
efecto del precio del petrdleo sobre la estrategia de cobertura y el consumo 6ptimo en la
economia emergente. La economia tiene dos sectores productivos: uno de capital que usa el
petréleo como insumo de produccién y uno de recursos naturales que produce el commod-
ity local. Se asume que el recurso natural no es transable y que proporciona un dividendo al
sector de capital. El precio del petréleo sigue un proceso exponencialmente affine de n fac-
tores. Hay dos efectos directos del petrdleo sobre la economia: el efecto insumo que puede
ser positivo o negativo dependiendo del grado de aversion al riesgo, y el efecto correlacion
que puede ser positivo o negativo dependiendo de la correlacion entre el recurso natural y
el petréleo. Encontramos que la reversion a la media de los precios del petréleo, que puede
ser inducida por un retorno por conveniencia variante en el tiempo, juega un importante rol
en el consumo y estrategia de cobertura de la economia emergente. Influye sobre el efecto
insumo a través de la persistencia de los shocks en el precio del petréleo y de la volatilidad
de los contratos futuros, que son el instrumento de cobertura. Encontramos ademads que un
efecto correlacion mayor, debido a un parametro de correlacion positivo, implica que el
recurso natural actiia como una cobertura natural frente al petroleo. Finalmente mostramos
como encontrar una aproximacion razonable cuando no existe una solucioén cerrada. En
efecto, utilizamos una expansion asintética en dos parametros, la porcidn del petréleo den-
tro de los insumos y el tamaiio del dividendo del recurso natural, para obtener una solucién

cuando el precio del petréleo sigue un proceso de n factores.

Palabras Claves: Precios de commodities, precios de futuros, retorno por convenien-

cia, manejo del riesgo, mercados emergentes
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ABSTRACT

A common characteristic of emerging economies is that they rely on the export of a
few primary commodities. Many times these commodities are correlated with crude oil
prices. We build a model to study the effect of crude oil prices in the hedging strategy
and optimal consumption in an emerging economy. The economy has two technologies:
a capital sector that uses crude oil as an input to production and a natural resource that
produces the local commodity. The natural resource is assumed to be non-tradable and pays
a dividend to the capital sector. Crude oil prices follow a general n-factor exponentially
affine process. There are two direct effects from crude oil prices in the economy: the input
effect, which can be positive or negative depending on the degree of risk aversion parameter,
and the correlation effect, that can be positive or negative depending on the correlation
between the natural resource and the crude oil. We find that mean-reversion in crude oil
prices, which can be induced by a time-varying convenience yield, plays an important role
in the consumption and hedging strategy of the emerging economy. It affects the input
effect through the persistence of the oil price shocks and the volatility of futures prices,
which is the hedging instrument. We also find that a higher correlation effect due to the
a positive correlation parameter, implies that the natural resource acts as a natural hedge
against changes in crude oil. Finally, we show how to find a reasonable approximation
when there are no closed-form solution available. Indeed, we use the asymptotic expansion
technique in two parameters, the input share of oil to production and the size of the dividend
from the natural resource, to obtain a solution when the crude oil price follows the general

n-factor model.

Keywords: Commodity prices, Futures prices, Convenience yield, Risk Manage-

ment, Emerging Markets



Capitulo 1. INTRODUCCION

Las exportaciones de muchos paises en Latinoamérica y en el Africa subsahariana
estdn usualmente concentradas s6lo en unos pocos commodities primarios. Durante los
ultimos afios, los paises emergentes han experimentado tasas de crecimiento que préctica-
mente han duplicado a las de los paises desarrollados, mientras el indice de commodities
de Goldman Sachs ha triplicado su valor desde 1999. El comercio de Africa represent en
el ano 2000 un 2.5 % del total a nivel mundial, decreciendo desde un 6.3 % en 1980. En el
mismo periodo las exportaciones de productos manufacturados de este continente cayeron
desde un 7.8 %, del total de los paises desarrollados, a s6lo un 3 % (UNCTAD 2003). Per-
las, piedras preciosas y semipreciosas representaron por si solas en el afio 2000 el 15.3 %
del total de exportaciones del Africa subsahariana. Estos hechos muestran, no sélo que
Africa ha ido perdiendo presencia en el intercambio comercial global, sino que ademds
ha sido incapaz de diversificar sus exportaciones hacia productos manufacturados. A pesar
de que algunos paises latinoamericanos han logrado desempefiarse en general mejor que
los paises africanos, muchos todavia concentran la mayor parte de sus exportaciones en
commodities primarios. El cobre y sus derivados, por ejemplo, sumaron el afio 2005 casi
el 46 % del total de las exportaciones chilenas, representando mas del 15 % del total de in-
gresos fiscales. La dependencia a los commodities de estos paises hace que sus economias
sean extremadamente vulnerables a los shocks en sus precios. Habiyaremye (2005) repor-
ta que una caida del 28 % en los términos de intercambio entre 1980 y 1989, llevo a una

pérdida de 15 %-16 % en el PIB del Africa subsahariana en el periodo 1987-1989.

Para capturar la relacion entre los shocks en el precio del petréleo y el desempefio
macroeconomico del pais emergente, desarrollamos un modelo de equilibrio parcial para
la economia emergente. Consideramos la existencia de una tecnologia de produccién que
utiliza petréleo y capital como insumos. Suponemos ademds que el pais cuenta con una
dotacion inicial de recursos naturales, que no pueden ser transados en el mercado, pero que
entregan continuamente un dividendo que si es liquido. Es un hecho que muchas economias

emergentes optan por mantener y administrar sus recursos naturales, tanto por motivos



2

estratégicos como politicos, terminando de esta manera en una situacion de mercado in-
completo. Asumimos que el precio del petréleo esta determinado por un vector de estado
gaussiano de n factores y que el valor econémico del recurso natural sigue un proceso brow-

niano geométrico que puede estar correlacionado con los shocks del precio del petréleo.

Introducimos contratos futuros sobre el petréleo en nuestra economia, de manera que
el pais emergente puede cubrir el riesgo asociado a las fluctuaciones en su precio. También
asumimos que el pais maximiza la utilidad esperada del consumo, dada por un funcién del
tipo CRRA. De esta manera el problema que el pais resuelve, consiste en decidir cudnto

petréleo importar, cuantos contratos futuros comprar y cuanto capital consumir.

Desde una perspectiva de manejo del riesgo, el objetivo de nuestro trabajo es estudiar
la estrategia de cobertura del petréleo solamente, por lo que nos enfocamos en la deman-
da por contratos futuros. Basamos nuestra suposicion de que no existen contratos futuros
sobre el commodity local, en razones de mercado y de estrategia de su administracion.
Suponemos que el pais emergente incurriria en una pérdida de valor substancial si tratare
de cubrir la totalidad de su producciéon de commodity local, debido a que los agentes de
mercado demandarian menores precios de futuros, haciendo asi que la decision de cober-
tura sea poco atractiva. El Banco Mundial (World Bank 1999), reporta que las entidades
locales en economias basadas en commodities tienen poco o ninglin acceso a instrumen-
tos de manejo del riesgo. Ellos atribuyen este hecho a tres razones fundamentales: una
estructura del mercado local subdesarrollada, contratos con especificaciones que no calzan
con las necesidades del pais emergente y riesgos locales que generan mayores costos de
transaccion. A lo anterior se suma el hecho de que suponemos que el pais se expone al
riesgo del commodity local por razones estratégicas, ya que considera que tiene ventajas
comparativas, en relacion a otros agentes, para su administracion. Al estudiar las politicas
de cobertura para algunos paises emergentes de nuestra muestra, encontramos que esta su-
posicion es bastante razonable. Por ejemplo Codelco, la compaiiia estatal de cobre de Chile,

tiene solamente el 9 % de su produccion futura cubierta para el periodo entre 2006 y 2012.



Derivamos una solucion analitica aproximada utilizando una técnica basada en el anali-
sis de perturbacidn, para resolver la ecuacion altamente no lineal de Hamilton Jacobi Bell-
man (HJB) resultante en el modelo. El método consiste en encontrar un set de parametros
tales que la ecuacion tenga una solucion cerrada, y luego expandir en torno a ese espacio
de parametros. Kogan y Uppal (2003) muestran que éste método de perturbacion entrega
bastante buenas aproximaciones de primer orden para las politicas de consumo e inversion
y para otras variables econdmicas de interés, en el caso de un inversionista no logaritmico.
En su articulo, al definir que el pardmetro de aversion al riesgo es unitario, la expansion es
realizada en torno a la solucién con funcién de utilidad logaritmica. En contraste, nosotros
imponemos que los pardmetros del porcentaje de petréleo dentro de los insumos y del
dividendo son cero, de manera que nuestro problema se simplifica al problema estandar
de Merton con funcion de utilidad CRRA. La técnica de expansion asintética expande la

solucion de la ecuacion de HIB en torno a la solucion cerrada del problema de Merton.

La expansion asintotica nos permite derivar expresiones de equilibrio para el consumo,
las importaciones de petréleo y las posiciones en los contratos futuros de forma cerrada.
Nuestros resultados muestran que la demanda por futuros considera la demanda miope
estandar, un segundo término relacionado con los cambios en el conjunto de oportunidades
de inversion, y un tercer término que surge de la correlacion existente entre el precio del
petrdleo y el recurso natural de la economia emergente. Este ultimo término aparece de-
bido a que no existen otros instrumentos en la economia que permitan una cobertura ante

variaciones en la riqueza iliquida del pais.

Este documento estd organizado de la siguiente manera. En el siguiente capitulo se
presenta el marco tedrico de esta investigacion, realizdndose tanto una revision bibliografi-
ca, como un pequeilo resumen de los modelos de eleccion de portafolio. En el capitulo 3 se
presenta el modelo y se entrega una solucion analitica para la ecuacién de Hamilton Jacobi
Bellman, discutiéndose las politicas de consumo y cobertura resultantes. En el capitulo 4 se
analiza un caso simplificado con el fin de obtener una intuicion econémica del modelo. En
el capitulo 5 se presenta la estimacion empirica del modelo y se analizan sus implicancias

econdmicas. Finalmente en el capitulo 6 se presentan las conclusiones.



Capitulo 2. MARCO TEORICO

2.1. Literatura relacionada

Efecto de los precios de commodities sobre la economia

Una extensa literatura estudia la relacion entre los precios del petrdleo y la actividad
econdmica. Rasche y Tatom (1977), Darby (1982), Hamilton (1983, 1988), Burbidge y
Harrison (1984), Mork (1989), Carruth, Hooker y Oswald (1998) reportan evidencia que
apoya la hipétesis de que los precios del petrdleo tienen efectos significativos sobre el
producto de la economia. Articulos mds recientes como Lee, Ni y Ratti (1995) y Hamilton
(2003) proponen especificaciones alternativas para un shock en el petréleo, debido a la
disminucion observada del efecto de éstos sobre la actividad econdmica desde la mitad de
la década de los 80. Los autores, enfocandose no sélo en los shocks mismos, sino también
en el contexto en que €stos ocurren, logran mejorar el resultado de sus regresiones. Por otro
lado, Bernanke et al. (1997, 2004), Hamilton y Herrera (2004) y Leduc y Sill (2004), han
contribuido recientemente en el debate acerca del rol que ha jugado la politica monetaria,

en respuesta a los shocks en el precio del petrdleo, sobre las recesiones en EEUU.

Se ha encontrado evidencia de efectos importantes del precio del petréleo en otros
paises, ademds de EE.UU.. Mork, Olsen y Mysen (1994) estudian la respuesta asimétrica a
los shocks del petréleo para EE.UU. y otros paises perteneciente a la OECD, y encuentran
evidencia significativa indicando la existencia de una correlacién negativa entre el precio
del petrdleo y fluctuaciones en el PIB para la mayoria de los paises del estudio. Papapetrou
(2001) reporta evidencia empirica que sugiere que las variaciones del precio del petréleo,
afectan tanto la actividad econdmica real, como el empleo en Grecia. Cuiiado y Pérez de
Gracia (2003) estudian el caso de varios paises europeos y encuentran que los shocks en el
precio del petréleo tiene un efecto permanente y significativo sobre la inflacién y un efec-
to de corto plazo sobre la produccion industrial. De Miguel, Manzano y Martin-Moreno
(2003) desarrollan un modelo para una economia pequefia, en la que la tasa de interés es

exdgena. Sumodelo es capaz de replicar adecuadamente la evolucion del PIB espafiol entre



los afios 1973 y 1986, pero su poder explicativo disminuye de ahi en adelante. Finalmente,
Jiménez-Rodriguez y Sédnchez (2005) utilizan un enfoque de VAR para estudiar la relacion
entre el precio del petrdleo y la actividad econdmica real de los principales paises indus-
trializados de la OECD, y muestran que, en paises importadores de petréleo, aumentos en
su precio, tienen consecuencias negativas sobre el PIB. Jones, Leiby y Paik (2004) realizan
una extensa revision bibliografica sobre los efectos macroeconémicos de los shocks del

precio del petréleo.

Este trabajo se construye sobre una serie de esfuerzos tedricos por explicar el meca-
nismo a través del cual los precios de la energia afectan la produccion final de la economia.
Kim y Lougani (1992) incluyen explicitamente a la energia como un insumo en un modelo
RBC, considerando separadamente el efecto de los shocks del precio de la energia, del efec-
to de los shocks no observables de la tecnologia. Ellos encuentran que las variaciones en el
precio del petréleo debieran explicar s6lo una pequena parte de la volatilidad del producto
final. Rotemberg y Woodford (1996) consideran los efectos de competencia imperfecta y
encuentran que un modelo que contemple una colusion implicita en el mercado productivo
puede aumentar significativamente el efecto de los shocks de los precios de la energia. Finn
(2000) propone una explicacion alternativa basada en la relacion entre la tasa de utilizacion
de capital y los precios de energia. Este mecanismo de transmisioén para los shocks en el
precio del petroleo proporciona efectos cuantitativamente similares a lo de Rotemberg y

Woodford, pero en un marco de competencia perfecta.

Por otro lado, una serie de articulos estudia la relacién entre precios de commodi-
ties y el desempefio econdmico de una economia emergente, e.g., Deaton y Miller (1995),
Hoffmaister, Roldos, y Wickham (1998), Deaton (1999) y Dehn (2000). Deaton y Miller
examinan esta relacién en varios paises del Africa subsahariana utilizando un vector autore-
gresivo extendido, donde el PIB y sus componentes, consumo, inversion, gasto del gobierno
y exportaciones, son regresionados versus un indice de precios de commodities. Los autores
encuentran evidencia significativa que sugiere un efecto favorable de los booms en los pre-

cios de los commodities, aumentando el PIB, principalmente a través de la inversion. Hasta



nuestro conocimiento, existe solo una limitada cantidad de articulos que modelan la depen-
dencia de una economia emergente de sus recursos naturales en un marco econdémico como
el nuestro. Kose y Riezman (1999) desarrollan un modelo de equilibrio en tiempo discreto
y estudian los efectos de los shocks en los precios de commodities, entre otros términos
de intercambio, en una pequefia economia abierta, a la que se refieren como una “tipica
economia africana”. Los autores encuentran que los shocks en los términos de intercambio,

explican una parte importante de las fluctuaciones en el producto agregado.

Gestion del riesgo de precios de commodities en paises emergentes

Una amplia literatura se dedica al estudio de la forma en que los paises con economias
altamente dependientes de ciertos commodities deben gestionar los riesgos que esta condi-
cion implica. Los fondos de estabilizacién han sido la solucién méds comun hasta el mo-
mento, pero recientemente estrategias de cobertura basadas en instrumentos del mercado

financiero han sido propuestos por diferentes autores.

El problema fundamental relacionado con la volatilidad de los precios de los commodi-
ties que se exportan (importan) surge debido a que parte importante de los ingresos (egre-
sos) futuros del pais y por tanto su presupuesto fiscal, son desconocidos e impredecibles.
Una menor recaudacion fiscal, producto de una caida en los precios, puede llevar a impopu-
lares recortes en el gasto y ademas a la cancelacion de proyectos en curso, perdiéndose de
esta manera la inversion inicial ya realizada. Para evitar lo anterior, el pais podria intentar
recurrir a financiamiento externo, sin embargo éste generalmente tiende a ser prociclico,
siendo dificil por tanto obtenerlo precisamente cuando los precios de los commodities de
los que el pais depende han caido y éste mds los necesita. Por otro lado un aumento en los
precios de los commodities tampoco significa la ausencia de problemas, es sin duda un es-
cenario mas favorable que el anterior, pero un alza apresurada en el gasto, podria llevar a la
inversion de recursos en proyectos no rentables, debido a la sensacion general de abundan-
cia y la consecuente presion politica para gastar los nuevos recursos disponibles. Un alza
en el precio de los commodities que se exportan también puede causar lo que comtiinmente

se conoce como enfermedad holandesa, término que se refiere al deterioro de otros sectores



de la economia, por ejemplo el manufacturero, a causa de una apreciacion de la moneda

local y la consecuente pérdida de competitividad de estos sectores.

Los fondos de recursos naturales han sido la estrategia mas usada para lidiar con los
problemas mencionados. Estos fondos son creados generalmente con dos objetivos. El
primero se relaciona con la volatilidad de los precios de los commodities relevantes para la
economia local, en este caso se conocen como fondos de estabilizacion. El segundo motivo
que lleva a establecer uno de estos fondos es el de permitir el ahorro de cierto porcentaje
de los beneficios obtenidos para las generaciones futuras. Oman en 1980 y Kuwait en 1976
son dos ejemplo de paises que crearon fondos de reservas con sus ganancias de petréleo.
Segun Davis et al. (2001) estos fondos de ahorro también son capaces de proporcionar

cierto grado de cobertura en el corto plazo.

Sin embargo, los fondos de estabilizacién no han significado para un porcentaje im-
portante de paises que los han implementado, una solucién efectiva para los problemas
relacionados con la volatilidad del precio de los commodities. Por otro lado en cuanto a
los fondos de ahorro, no es claro hasta que punto la generacion actual estaria dispuesta a

reducir sus niveles de consumo, con el objetivo de favorecer a las generaciones futuras.

Es importante sefalar que la existencia de un fondo de estabilizacion no es garantia de
una menor volatilidad en el gasto fiscal. Por ejemplo, si el pais emergente emite una mayor
cantidad de deuda, aprovechando las condiciones favorables para ello en un escenario de
precios altos del commodity que exporta, eliminard el efecto de estabilizacién buscado con

el fondo.

Se debe considerar ademds que la efectividad de estos fondos depende directamente
de las propiedades de los precios de los recursos naturales. No es claro en qué medida los
precios revierten a la media, y en caso de que lo hicieran, esta media también resulta dificil
de estimar. Por lo tanto, los fondos de estabilizaciéon que funcionan con reglas fijas para
determinar sus ingresos y egresos, corren el riesgo de acumular recursos ilimitadamente en
el tiempo o de agotarse. Sin embargo una normativa de administracién de los fondos que

permita una mayor discrecionalidad por parte del gobierno puede llevar al uso ineficiente



de los recursos. Davis et al. (2001a) cuestiona la verdadera utilidad de los fondos de estabi-
lizacién. En su articulo resume una serie de aspectos negativos a considerar y cita los casos

de Nigeria y Venezuela.

En 1994 Nigeria tenia una serie de fondos para gastos extrapresupuestarios, financia-
dos con las ganacias del petréleo, que representaban casi un tercio del gasto fiscal total.
Pero una regulacion poco disciplinada asi como la falta de capacidad para administrar las
inversiones llevaron a la realizacion de costosos proyectos que terminaron teniendo bajas
tasas de retornos. Mientras que en el caso de Venezuela, los recursos del Fondo de Inversion
de Venezuela, establecido en la década de 1970, terminaron siendo utilizados para entrar
en la propiedad de empresas de diferentes rubros, incluyendo el manufacturero, resultan-
do en muchos casos en pérdidas. Ademads en afios posteriores se destinaron recursos para

subvencionar a compaiiias publicas del sector energético.

Finalmente, otro de los objetivos que a veces se menciona en favor de la creacioén de
fondos de estabilizacion tiene relacién con la posibilidad que estos sean utilizados para
manejar en cierta medida la tasa de cambio, al permitir la inversion de sus recursos en el
extranjero. Sin embargo, esto también puede ser logrado por el banco central o ministerio

de hacienda del pais, por ejemplo aumentando las reservas de moneda extranjera.

En uno de los pocos estudios empiricos sobre el tema, Davis et al. (2001a), analiza la
relacion entre un fondo de estabilizacion y los gastos del gobierno. Para ello considera una
muestra de 12 paises, 5 de los cuales han tenido un fondo de estabilizacién por un tiempo
considerable y otros 7 que no, para poder realizar la comparacién. Los autores estudian
ademads la posible existencia de quiebres estructurales en las series de tiempo de los paises
que establecieron fondos. Sus resultados permiten concluir por un lado que en general en
los paises con fondos de estabilizacion el gasto fiscal se ve menos afectado ante cambios
en los ingresos provenientes de las exportaciones de commodities. De los cinco paises con
fondos en tres (Chile, Kuwait y Noruega) la evidencia indica la ausencia de una relacién
positiva entre el gasto y las ganancias, mientras que en otro de los paises con un fondo la

relacion es positiva, pero no significativamente distinta de cero. Sin embargo, los autores
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concluyen también que la creacion de un fondo de estabilizacion no tuvo efectos sobre el
gasto fiscal. La evidencia para ello es bastante robusta para los cuatro paises en los que se

pudo realizar el test de un quiebre en el gasto tras la creacion del fondo.

En un articulo reciente Shabligh y Ilahi (2007) postulan sin embargo que para medir
la real efectividad de los fondos de estabilizacidn no basta con estudiar s6lo su impacto so-
bre los ingresos y el gasto fiscal, sino que se deben analizar ademds otros posibles efectos
macroecondmicos. Los autores ocupan datos de 15 paises, 9 de los cuales implementaron
un fondo de estabilizacion en el periodo de estudio que comprende 30 afios. Los resultados
obtenidos indican la existencia de beneficios macroeconémicos de los fondos no considera-
dos en la literatura existente. La presencia de un fondo de estabilizacion estaria relacionada
negativamente con la inflacion y con la volatilidad del dinero disponible en la economia.
Sin embargo segtin el estudio, sélo existiria una débil relacion entre la presencia de un
fondo y la volatilidad de la tasa de cambio. De esta manera sus resultados contradicen la
postura de los articulos mencionados anteriormente en relacion a que los fondos de esta-
bilizacién son prescindibles en el caso de una administracion responsable del gobierno, y

que por tanto no afectan el desempefio econémico del pais.

Existe s6lo una acotada literatura que estudia estrategias de cobertura del riesgo del
precio del petrdleo, basadas en instrumentos del mercado financiero. Claessens y Varangis
(1991) muestran como una empresa publica en un pais emergente, se puede beneficiar
con el uso de instrumentos financieros al disminuir con ellos la volatilidad del precio del
petroleo que importa. Los autores estudian el beneficio que se puede alcanzar para dife-
rentes tipos de petroleo al utilizar estrategias de cobertura basadas en instrumentos como
futuros, opciones o commodity swaps. Los resultados obtenidos permiten concluir que el
pais lograria reducciones importantes en el riesgo al que estd expuesto a través de la uti-
lizacién de diferentes instrumentos financieros, sin embargo se hace notar que factores
legales asi como otros politicos relacionados con publicidad negativa pueden impedir la

implementacion de este tipo de estrategias de cobertura.
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Daniel (2001) cuestiona la efectividad de los fondos de estabilizacion como estrategia
de cobertura debido a la forma en que el precio del petrdleo varia en el tiempo, ya que
segtin €l, éste no posee una media de largo plazo bien definida a la que revierte lo que
hace que los shocks sean practicamente permamentes. El autor plantea ademads, como ya se
menciond anteriormente, que un fondo por si solo no garantiza la estabilizacion del gasto
fiscal ya que debe ser acompafiado de otras politicas de control del presupuesto. A través
de simulaciones, se muestra en el articulo como una estrategia de cobertura que considere
futuros u opciones permite a un pais exportador de petréleo reducir la volatilidad de sus
ingresos. En particular se analiza el efecto que habria tenido en México una estrategia de
este tipo. Se simulan los ingresos que habria percibido este pais entre los afios 1990 y 2000
si se hubiera cubierto comprando contratos futuros a 12 meses. Los resultados indican que
se habria logrado una disminucion de la volatilidad en un 58 % en el periodo estudiado,
sin embargo, los ingresos habrian sido un 12 % menores. Daniel menciona ademas el posi-
ble uso de instrumentos OTC (Over the Counter), los que pueden ser creados para cubrir de
mejor manera las necesidades especificas de cada pais. Con ellos se logra eliminar el riesgo
base, que se relaciona con el hecho de que el instrumento financiero no siempre esta es-
crito sobre un subyacente que coincide perfectamente con las caracteristicas del commodity
cuyo rieso se quiere cubrir. El autor atribuye finalmente la poca utilizacién de instrumentos
financieros a problemas de economia politica asi como a la falta de capacidad institucional

para su adecuada gestion.

Devlin y Titman (2004) analizan el caso de un pais exportador de petréleo y postulan
que la estrategia de cobertura que éste debe implementar depende de la forma en que el pre-
cio del petrdleo evoluciona en el tiempo. Si el precio presenta altos grados de reversion a la
media, los shocks en el precio serdn sélo transitorios, por lo que los autores concluyen que
un fondo de estabilizacion seria suficiente en este caso. Pero por otro lado, si los cambios
en el precio son mas permanentes, es decir, presentan s6lo una leve reversion a la media,
la estrategia Optima debiera considerar instrumentos financieros como opciones o futuros,

ya que un fondo de estabilizacién no seria suficiente para lograr suavizar los ingresos y
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por tanto también el gasto fiscal. Los autores citan como ejemplo del uso del mercado fi-
nanciero la estrategia de cobertura del precio del petréleo seguida por el estado de Texas en
EEUU, donde a mediados de los anos 90 se implement6 un programa para cubrir alrede-
dor del 10 % de las ganancias del petrdleo, porcentaje que posteriormente fue aumentado a
25 %. Los autores destacan la forma en que se llevé a cabo el establecimiento del programa,
realizandose un esfuerzo por evitar el surgimiento de oposicion politica. Entre otras cosas,
la implementacion fue de manera gradual, se educé a los legisladores y a sus equipos y
se establecieron claros criterios de término del programa como una cantidad méxima de

dinero que éste podia perder.

Por otro lado, Caballero (2003), analiza el rol que debe jugar el IMF u otro organismo
internacional para ayudar a los paises emergentes. Plantea que el enfoque debe abarcar
no solo periodos de crisis exclusivamente, y comprender ademads el apoyo al desarrollo y
funcionamiento de soluciones de mercado para que puedan lidiar con la volatilidad de los

flujos de capital.

Modelos para precios de commodities

Los mercados de commodities han experimentado un enorme crecimiento en los ulti-
mos afios, aumentando tanto en valor como en complejidad. Este crecimieno ha sido acom-
pafiado por el desarrollo de modelos cada vez mds complejos y precisos para los precios de
los commodities y para los diferentes instrumentos derivados escritos sobres €stos, como

futuros, opciones y otros.

Los modelos actuales se pueden clasificar en estacionarios y no estacionarios. Los
modelos estacionarios, asumen que toda perturbacién en el precio del commodity es tem-
poral y eventualmente desaparece. De esta manera existe en ellos un valor de largo plazo al
cual los precios tienden. Por otro lado, los modelos no estacionarios asumen que los shocks
en el precio son permanentes, por lo que un aumento o disminucion en ellos no desapare-
cerd con el tiempo. Asi en este ultimo tipo de modelos no existe una media de largo plazo

a la cual reviertan los precios.
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Los primeros modelos de precios de commodities consideraban un solo factor es-
tocastico y asumian que el retorno por conveniencia era constante en el tiempo, como
por ejemplo en el modelo de Brennan y Schwarz (1985), donde se asume que el precio
spot sigue un proceso no estacionario. Sin embargo, un problema de estos modelos es
que en ellos todos los retornos de los futuros estan perfectamente correlacionados, una
caracteristica que va en contra de la evidencia empirica. Considerando esto y ademas la
evidencia que indicaba la presencia de reversion a la media en los precios, se comenzaron
a introducir modelos de mas factores en afnos posteriores. Gibson y Schwarz (1990) pre-
sentan un modelo de dos factores estocdsticos en el cual asumen que el precio spot sigue
un proceso browniano geométrico, suponiendo que tiene una distribucion estacionaria log-
normal. Ademas el segundo factor introducido corresponde al retorno por conveniencia del

commodity, el cual tiene reversion a la media.

Schwartz (1997) estudia la capacidad de diferentes modelos de uno, dos y tres factores
para explicar el comportamiento de precios de commodities. El modelo de un factor asume
un proceso del tipo Ornstein-Uhlenbeck para el (log) precio. Este modelo es estacionario
y considera reversion a la media. Por otro lado, el modelo de dos factores es una variaciéon
del modelo de Gibson y Schwartz (1990) mencionado anteriormente. En este modelo, el
segundo factor es el retorno por conveniencia el cual se asume que sigue un proceso con
reversion a la media y ademds que estd correlacionado positivamente con el precio spot.
Finalmente, el modelo de tres factores corresponde a una extension del modelo anterior,
considerando ahora que la tasa de interés también es estocdstica. El autor concluye que
los modelos de 2 y 3 factores son preferibles al de un solo factor, entre otros motivos,
por su capacidad de explicar de mejor manera la estuctura de volatilidad de los precios.
Ademads menciona la importancia de considerar la reversion a la media para la evaluacién

de proyectos relacionados con commodities.

Schwartz y Smith (2000) proponen otro modelo no estacionario de dos factores, que
son las desviaciones de corto plazo del precio spot del commodity y el nivel de equilibrio
del precio. El modelo asume que las desviaciones de corto plazo revierten a una media,

pero que el nivel de equilibrio de los precios no. De esta manera se tiene que el modelo
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corresponde al tipo no estacionario. Los autores muestran que a pesar de que su modelo
no considera explicitamente los cambios del retorno por conveniencia en el tiempo, es
equivalente a los modelos que si lo hacen como los de Gibson y Schwartz (1990) y Schwartz

(1997).

Cortazar y Schwarz (2003) proponen un modelo no estacionario de tres factores, en el
cual al contrario del modelo de Schwartz (1997), donde el tercer factor es calibrado con
precios de bonos, todos los factores son calibrados a partir de los precio de contratos futu-
ros. Los autores destacan ademas la simpleza de la metodologia de estimacion propuesta,

lo que facilita su implementacion.

Casassus y Collin-Dufresne (2005) desarrollan un modelo gaussiano de tres factores
que abarca las especificaciones analizadas por Schwartz (1997) asi como Brennan (1991),
Gibson y Schwartz (1990), Ross (1997) y Schwartz y Smith (2000). Los autores especifi-
can conjuntamente la dindmica del precio spot del commodity, de la tasa de interés y del
retorno por conveniencia. Este puede depender entonces tanto del precio spot como de la
tasa de interés. El modelo es maximal en el sentido de Dai y Singleton (2000), lo que quiere
decir que contiene la mayor cantidad de pardmetros econométricamente identificables. Uno
de los aspectos més interesantes del modelo dice relacion con la posibilidad de que exista
reversion a la media tanto en la medida real como en la ajustada por riesgo. En la medi-
da real, o histdrica, la reversién a la media puede ser producida por la depenendencia al
nivel de precios spot del retorno por conveniencia y/o por un premio por riesgo variable,
mientras que en la medida ajustada por riesgo la reversion a la media se debe sélo a la
relacion entre el retorno por conveniencia y el nivel de precios spot. Los autores encuen-
tran que la reversion a la media relacionada con el retorno por conveniencia tiene mayor
importancia en commodities utilizados para produccién, como petréleo y cobre, mientras
que la reversion a la media causada por el premio por riesgo variable es mas importante

para los commodities que se utilizan como activos de inversion, como son el oro y la plata.
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Finalmente, Cortazar y Naranjo (2006) estudian la capacidad de un modelo no esta-
cionario de N factores para explicar el comportamiento de precios de futuros. Para la es-
timacion de su modelo se introduce una metodologia de filtro de Kalman que utiliza toda
la informacién de precios disponibles, ya que se adapta al caso en que la cantidad de ob-
servaciones diarias varie en el tiempo. Los autores concluyen que se requieren tres factores
para modelar la estructura de precios y cuatro para explicar adecuadamente la estructura de

volatilidad.

Aversion al Riesgo y Mercados Incompletos

Este articulo se relaciona ademads con la literatura de agentes aversos al riesgo en mer-
cados incompletos, ya que en nuestro modelo el recurso natural es una activo no transable.
Kahl, Liu y Longstaft (2003) estudian el caso de un agente que posee una accion iliquida,
cuyo riesgo puede ser cubierto solo parcialmente. Henderson (2006) concluye que la opcion
de invertir de un emprendedor que enfrenta mercados incompletos es diferente en relacion
al caso de un mercado completo. En particular, la autora menciona como su principal resul-
tado el que existe una region de valores para los pardmetros del modelo en la cual para un
mercado incompleto el individuo decidiria invertir, sin embargo bajo un mercado completo
la decision seria la de esperar. Hugonnier y Morellec (2006) analizan como la aversion al
riesgo afecta el momento en que un ejecutivo que enfrenta un riesgo no diversificable toma
la decision de inversion. Miao y Wang (2006) incluyen en su modelo la optimizacion de las
politicas de consumo y ahorro de un agente que debe decidir ademads su inversion bajo un
mercado incompleto. En todos los casos, los autores encuentran desviaciones significativas

de las politicas de inversioén y consumo con respecto al caso de mercados completos.

Nuestro trabajo esta ligado de forma mds cercana a Schwartz y Tebaldi (2006), quienes
consideran un agente que cuenta con una dotacion inicial de riqueza iliquida, que no puede
ser totalmente cubierta en el mercado, pero que le proporciona un dividendo liquido. Ellos
estudian como esta restriccion de liquidez afecta las decisiones de consumo e inversion en
los diferentes activos disponibles en la economia. Nuestro modelo difiere en varios aspectos

de su articulo. El mas importante es que en vez de considerar un activo libre de riesgo y un
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mercado accionario disponibles para invertir los fondos liquidos, nosotros consideramos
que el agente debe decidir cuanto petréleo importar con el fin de utilizarlo como un insumo

en una tecnologia de produccién no lineal.
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2.2. Modelos de eleccion de portafolio

En esta seccion se realiza una breve revision del marco tedrico relacionado con los
modelos de eleccion de portafolio. A pesar de que el trabajo realizado para esta tesis cor-
responde a un modelo en tiempo continuo, se presentan primero los modelos en tiempo

discreto que permiten una aproximacién més intuitiva al tema.

Modelos en tiempo discreto

Los modelos multiperiodos en tiempo discreto representan la extension logica de los
modelos de eleccion de portafolio de un s6lo periodo, en los que un individuo simplemente
maximiza el valor final de su riqueza. En los modelos multiperiodos, se agrega la posibili-
dad de que el agente pueda consumir parte de su riqueza y ademads recalibrar su cartera en

ciertos momentos intermedios de tiempo.

Suponemos que el individuo debe determinar sus estrategias ptimas para el periodo
de tiempo comprendido entre t = 0y ¢t = T', donde 1" se puede interpretar como la fecha
de muerte del individuo que se asume conocida. Definimos como ¢;, y 6, a las politicas de
consumo e inversion del individuo en el tiempo ¢,, que mantendra hasta ¢,,, ;. Sean ademas
c=(c)ietotrotn Y 0 = (0)tctots,. ty_,- Porotro lado, asumimos que la utilidad que

obtiene el individuo a lo largo de toda su vida estd dada por la expresion:

Ule, Wr) = e u(c,) + e " u(Wr)

t=0

Se define la funcion de utilidad indirecta, J, como:

T
Jy, = sup Ey, Z e u(e) + e T a(Wr)
{c, 0} =0

Esta expresion corresponde a la maxima utilidad esperada que puede alcanzar el in-
dividuo a partir del instante ¢;. De esta manera el problema que debe resolver consiste en
determinar las politicas de consumo, ¢, y de inversion, #, que maximizan el valor esperado

de su utilidad a lo largo de toda su vida (.Jy).
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Algunas simples manipulaciones, permiten modificar la expresion anterior y obtener:

Ji, = sup {u(c;) At + e 0A B, [J,0] }
{e, 0}

Esta ecuacion se conoce como ecuacion de Bellman. Se observa que la decision que se
toma en ¢; se puede dividir en dos. Por un lado se deben escoger las politicas éptimas para
el periodo actual y por otro las politicas para todos los periodos futuros. Esta propiedad
es la base para poder solucionar el problema a través de un procedimiento recursivo de
programacion dindmica. Mas adelante cuando se presente el caso de modelos en tiempo

continuo se analizara el modo de encontrar una solucion con mas detalle.

Se necesita modelar ademas la forma en que evoluciona la riqueza del individuo en
funcién de las decisiones que toma. Asumiendo que el vector ¢, corresponde al monto
invertido en los diferentes activos, y que R;, es el vector con sus retornos entre t,, y t,,11,
se tendrd que el cambio en la riqueza del individuo entre un periodo y el siguiente estd dado

por:

Wt —th = Oy, TtnAt‘i‘e; Rtn +(ytn —Ctn)At

n+1

donde oy, corresponde a la inversion en el activo libre de riesgo y r;, a su tasa de
retorno. En la expresion anterior se incluye ademads el término y;, para considerar la posi-
bilidad de que el agente reciba un ingreso durante el periodo. Ahora, el retorno de los

activos riesgosos se puede descomponer en una parte conocida y otra estocdstica:

Rtn :MtnAt+gtn €t,, \/At

donde i, corresponde a los retornos esperados para el periodo, €, es el vector con los
shocks estocésticos y oy, es una matriz que determina la influencia que tienen estos shocks

sobre los retornos de los diferentes activos.

Finalmente se tiene que la evolucion de la riqueza del individuo esta dada por:
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Wi, — We

n

= [Oétn Ttn + Q; M, —+ Yt, — Ctn]A t+ 9; O¢, €, V At

n+1

Modelos en tiempo continuo

Los modelos en tiempo continuo representan en muchos aspectos una mejor descrip-
cién del comportamiento real de un individuo que debe decidir sus politicas de consumo
e inversion, ya que por ejemplo no restringen a este agente a tomar sus decisiones sélo en
ciertos momentos especificos de tiempo. Ademads los resultados para las estrategias Opti-
mas de consumo e inversion son generalmente mas claras que en los modelos de tiempo

discreto.

En estos modelos lo primero es definir un espacio de probabilidad estiandar (2, F, P)
con una filtracion [F, que resume la evolucion de la toda la informacion relevante para el
individuo. En tiempo continuo, el objetivo del individuo seguird siendo maximizar el valor
esperado de su utilidad, pero ahora sus decisiones corresponden a una tasa de consumo
y un proceso continuo para su portafolio en el intervalo [0, 7']. El objetivo entonces es

maximizar:

E [/OT e u(ey) + e ﬂ(WT)]

Nuevamente se define la funcién de utilidad indirecta, como la maxima utilidad esper-

ada que puede alcanzar el individuo, la cual estd dada por:

T
Jy, = sup E [/ e u(cy) + e_ETﬂ(WT)]
{c,0}e Az 0

Para encontrar la solucion al problema que enfrenta el agente existen dos métodos gen-
eralmente utilizados. Uno consiste en utilizar programacion dindmica como se comenzé a
explicar en el andlisis de los modelos en tiempo discreto, mientras la segunda alternativa
se conoce como método de la martingala. Esta tltima alternativa tiene la ventaja de no

requerir la existencia de un proceso de Markov X = X, tal que la funcién de utilidad
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indirecta se pueda escribir como J; = J(Wt, Xy, t), como sucede cuando se utiliza pro-
gramacion dindmica. Ademds esta alternativa permite un estudio de manera mas simple
acerca de la existencia de soluciones al problema. Sin embargo este método requiere que

los mercados sean completos para poder ser utilizado.

En la literatura de eleccidn de portafolio es més usual la utilizacién de programacion
dindmica estocdstica la que se basa en la solucién de la ecuacién de Hamilton-Jacobi-
Bellman (HJB) y permite obtener las politicas 6ptimas de control, como son el consumo y

la inversion, a partir de la solucion.

Sin embargo la ecuacion de HJB resultante es un muchas ocasiones una ecuacion
diferencial parcial altamente no lineal. Lamentablemente estas ecuaciones generalmente
no tienen solucidn, excepto por algunos casos mds simples. En la seccién siguiente se pre-

senta uno de ellos, y la forma de resolverlo.

Modelo de Merton

Para ejemplificar lo mostrado hasta el momento, se presenta a continuacion el Modelo
de Merton para el caso de horizonte de tiempo infinito. Merton analiza las decisiones de
consumo e inversion de un agente que quiere maximizar el valor esperado de su utilidad
y enfrenta incertidumbre sobre la forma en que evolucionan los precios de los diferentes

activos de la economia.

El problema de Merton para un horizonte de tiempo infinito considera un agente con
una funcién de utilidad dada por:

(otatl
I—7

UC)=e"? para > 0,7 #1

Donde v es el pardmetro de aversion al riesgo. En este modelo la riqueza final es irre-
levante para la utilidad del agente. Por otro lado, la evolucién del activo riesgoso estd dada

por:

d
?S =updt+odZ
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Entonces, el problema que tiene que resolver el individuo consiste en maximizar el
valor esperado de su utilidad que depende solamente de su consumo, eligiendo sus politicas
de inversion y de consumo.

Ahora, haciendo algunas manipulaciones, reemplazando las especificaciones de este

aJ

55+ la ecuacion de HIB resulta ser:

problema y utilizando la notacion Jy =

1—v

C 1
Oze_ptl +Jt—|—JW(W(r—|—p(u—r))—C)+§JWWW2p202

donde se ha definido p = % como la fraccién de la riqueza invertida en el activo riesgoso.

Como se trata de un problema relativamente simple, es posible en este caso particular
encontrar una solucion analitica, para lo cual se debe suponer primero que la funcién de
utilidad indirecta tiene una cierta forma y luego reemplazarla para verificar que cumple con

la ecuacion de HJB. La suposicion para este problema es:

Wl
JW,t)=e Pt AL —
L=y
donde A es una constante que depende de los parametros fundamentales del modelo.
Ahora, segin la condicién de primer orden para el consumo 6ptimo Ugx = Jyy, (envelope

condition), se tiene:

CH(W,t) = AW

El consumo 6ptimo resulta ser simplemente una fraccién constante de la riqueza del
individuo. Por otro lado, derivando la ecuacion de HJB con respecto a p se obtiene la
condicion de primer orden con respecto a la inversion en el activo riesgoso, la cual implica

que:
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De esta manera, se tiene que la inversion en el activo riesgoso también resulta ser una
fraccion constante de la riqueza. Ademds es interesante notar que mientras mayor sea la
aversion al riesgo del individuo, menor serd la cantidad de recursos que destine a invertir
en el activo riesgoso. Se observa que lo mismo sucede con un aumento de la volatilidad.
Por otro lado, como es de esperar, mientras mayor sea el retorno esperado del activo, o de
manera mds precisa, mientras mayor sea el exceso de retorno del activo por sobre la tasa

de interés libre de riesgo, mayor serd la inversion que hara el agente en él.

Estos resultados implican que tanto la razon entre consumo y riqueza como entre in-
version en activo riesgoso y riqueza serdn constantes para todos los individuos que tengan

la misma aversion al riesgo, independiente de su riqueza.

Este simple modelo de eleccion de portafolio ha sido extendido en la literatura en una
infinidad de maneras, pero el concepto basico continda siendo el mismo. Extensiones in-
teresantes resultan de considerar modelos con lo que se conoce como oportunidades de
inversion estocdsticas, donde se considera que variables como la tasa de interés, la vola-
tilidad o el premio por riesgo son también estocasticas. Merton en articulos posteriores
demostré que un agente bajo un escenario de oportunidades de inversion estocdsticas in-
cluird un término adicional en la expresion de la demanda por activos riesgosos, que se
denomina la demanda por cobertura (hedging demand). Este término adicional surge tam-
bién en el modelo presentado en esta tesis, por lo que serd analizado en detalle en secciones

posteriores.
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Capitulo 3. MODELO

En este capitulo se presenta el modelo general para el pais emergente. Se asume que
en éste existen dos sectores productivos, un sector de recursos naturales y uno de capital, a
partir de los cuales el pais obtiene recursos para cubrir sus diferentes necesidades. Por otro
lado, el pais debe comprar petréleo para su sector productivo y los recursos restantes puede

destinarlos a la compra de contratos futuros o a consumo.

Primero se modela al sector de recursos naturales de la economia que se asume no
es transable, lo que quiere decir que el pais no puede acudir al mercado para vender sus
reservas totales de commodities, pero este sector entrega en cada momento de tiempo un
dividendo que si es liquido. Luego se presenta la tecnologia de produccion del sector de

capital, la que utiliza petréleo y capital como insumos.

El precio del petréleo estd determinado en el modelo por un vector de estado gaussiano
de n factores, que puede estar correlacionado con el proceso browniano geométrico seguido
por el tamaiio de los recursos naturales. El pais emergente puede cubrir el riesgo asociado a
la volatilidad del petréleo mediante contratos futuros sobre su precio, sin embargo se asume

que no existen en el mercado contratos futuros sobre el commodity que el pais exporta.

Posteriormente se plantea el problema que tiene que resolver el pais emergente, en
particular, la expresion para la funcién de valor, a partir de la cual se obtiene la ecuacion de
Hamilton Jacobi Bellman para este modelo. Finalmente se resuelve la ecuacion anterior y
se presentan las expresiones para las politicas Optimas de consumo y cobertura, obtenidas

mediante una técnica de expansion asintotica.

3.1. Recursos Naturales y Capital en la Economia Emergente

Asumimos que existen dos sectores productivos en la economia emergente: un sector
de capital donde se utiliza petréleo como insumo y un sector de recursos naturales que

produce el commodity local. Este dltimo sigue un proceso browniano geométrico:

AV (t) = V() (1, — E)dt + V(t)a, dW (1), 3.1)
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donde 11, y o, son la tasa de crecimiento esperada y la volatilidad del valor econémico
de los recusos naturales, V' (), respectivamente. La tasa de crecimiento puede ser positiva
o negativa. Un valor negativo para y,, puede deberse por ejemplo a la depreciacion del
stock de commodities. El término & V (t)dt es el dividendo que obtiene el pais por efecto
de las exportaciones de su commodity local. Por dltimo, W (t) corresponde a un movimien-
to browniano estandar, que puede eventualmente estar correlacionado con los shocks del

precio del petréleo descritos en la siguiente seccion.

Existe ademas en la economia emergente una tecnologia de produccién no lineal que
utiliza capital, K (t), y petréleo, Q(¢), como insumos. Consideramos la siguiente dindmica

para el capital en la economia emergente:
dK(t) = (a K(t)""Q(t)" — S(HQ(t) + EV (t) — C(t)) dt, (3.2)

donde 7 es una constante que denota la porcién de petréleo en los insumos, S(t) es
el precio por unidad de petrdleo y C(t) es el consumo. El pais decide cuantas unidades de

petrdleo ()(t) comprar en todo momento de tiempo t.

El petréleo tiene un doble efecto sobre la economia emergente. Primero, existe un
impacto directo en la produccion final del pais, debido a que el petréleo es un insumo de la
economia. A esto llamaremos efecto insumo. Mientras més alto sea el precio del petrdleo,
menores seran los flujos de caja generados por el pais. El segundo efecto, surge de la posible
correlacion entre el precio del petrdleo y los recursos naturales no transables del pais. A

esto dltimo llamaremos efecto correlacion.

Finalmente, la economia emergente maximiza la utilidad esperada del consumo, dada

por:

I—y

U(t,C) = e‘ﬁtl— para v > 0,7 #1 (3.3)
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3.2. Proceso Gaussiano General para el Precio del Petroéleo

En esta seccion seguimos a Duffie y Kan, Duffie, Pan, y Singleton, y Dai y Singleton
(DS 2000), y se introduce una representacion candnica de un vector de estados gaussiano

de n factores, para el (log) precio del petréleo.

El modelo corresponde a la familia Ay(n) siguiendo la terminologia de DS 2000.

Asumimos que el precio spot del commodity S(¢) esta dado por:
X(t) :=log S(t) = ¢, + ¢ Y (t), (3.4)

donde ¢, es una constante, ¢,. esun vectordenx1,e Y ()" = (Y,(t),Y,(t),...,Y, (1))
es un vector de variables de estado que sigue un proceso de difusidén gaussiano bajo la me-
dida neutral al riesgo Q:

dY (t) = —rY (t)dt + dZ9(t), (3.5)

donde « es una matriz triangular inferior de n x n y dZ% es un vector de movimientos

brownianos independientes de dimensién n x 1.

Asumimos que en todo momento de tiempo ¢ se transan n contratos futuros sobre
el precio del petrdleo de madureces 7; > ¢t para ¢ = 1,...,n. Como es sabido (e.g.,

Duffie (1996)), el precio de un futuro FTi (t) de madurez T; en el tiempo ¢ es:

F, (t) = E2 [X(T)] = A OB 07V, (3.6)

7

donde A, (t) y B, (t) son la solucién al siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

ordinarias:
dA, (t) 1 -
W = BB, (1) (3.7)
dB.. (t
CZU = k' B, (t) (3.8)

con condiciones de borde A, (T;) = b, y B, (T;) = ¢, que puede ser resuelto de manera

cerrada.
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Elegimos la siguiente especificacion para el premio por riesgo:
dZ%(t) = dZ(t) + \dL. (3.9)

donde Z es un vector de movimientos brownianos de n X 1, en un espacio de probabilidad

estandar (2, F, P) y A es un vector de constantes de n x 1.

Se tiene entonces que el proceso para el precio del futuro que madura en tiempo 7;

bajo la medida de probabilidad histérica P estd dado por

(t)B,,(t)"Adt + F, (t)B,, (t)"dZ(t). (3.10)

Definimos el proceso dF,.(t) como el vector de dimensién n x 1 que agrupa los precios

de los diferentes contratos futuros df7, ():
dF,(t) = I, ()o, (DNt + I,.(t)o, (1)dZ(t) (3.11)

donde I, () es una matriz con los precios de los futuros F, (¢) en su diagonal, y o (t)

contiene los vectores B, (t) de dimensién n.
T

3.3. Politicas ()ptima de Consumo, Demanda y Cobertura para la Economia Emer-

gente

En esta seccion estudiamos el problema que enfrenta la economia emergente. El pais
tiene la posibilidad de tomar posiciones cortas o largas en los n contratos de futuros sobre el
precio del petrdleo, con el fin de cubrirse 6ptimamente ante esta fuente de incertidumbre.
Estos contratos aumentan ademads el set de oportunidades de inversion del pais, creando
incentivos adicionales para invertir en ellos. Definimos como () al vector de dimensién
n X 1, que contiene las posiciones en los n contratos futuros en el tiempo t. Asumimos que
7(t) corresponde a la razon entre el dinero invertido en los contratos y el capital disponible,
K (t). En otras palabras, en cualquier momento ¢, el vector K (t)[,.(¢t) 'm(t) representa el
nimero de contratos futuros de petréleo que el pais mantiene. Restringimos 7(t) a estar

en el conjunto de estrategias admisibles que llevan a procesos para el capital estrictamente
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positivos (K (t) > 0). Ademads consideramos solamente politicas no negativas para el con-
sumo y la demanda por petrdleo. La politica 6ptima de consumo-demanda-cobertura de la

economia emergente corresponde a la solucion del siguiente problema:

J(K(0),V(0),Y(0),0)= sup E [/00 U(S,C(s))ds] (3.12)
{r,C.Q}e¥ 0

sujeto a:

dK(t) = (aK@#)'"7"Qt)" — S(t)Q(t) + £V (t) — C(t)) dt +

Kt)m(t) 1,.(t)"'dF(t) (3.13)
dV(t) = V() (u, —&dt +V(t)o,(p dZ(t) + /1 —pTpdZ,( (3.14)
dY (t) = (A —rY(t)dt +dZ(t) (3.15)

donde dFr(t) estd definido en la ecuacién (3.11) y J(K(t),V(t),Y (t),t) es la funcién
de valor asociada a este problema. Reescribimos ademés el movimiento browniano asoci-
ado a los recursos naturales, W (t¢), como una combinacion lineal de movimientos brow-
nianos independientes. Definimos Z,, (t) = %p;zp(t), como un movimiento browniano
independiente del vector Z(t) que captura el riesgo idiosincratico del recurso natural. En
lo que resta del documento omitiremos el argumento del tiempo de las diferentes variables

para simplificar la notacion.

Para eliminar el tiempo como variable de estado, definimos la funcién de valor descon-
tada J(K,V,Y), como J(K,V,Y t) = e PJ(K,V,Y). La funcién J(K,V,Y) satisface

la ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman:

Cct=
0 = {mcéé}{l—'y —ﬁJ—l—(aKl_”Q"—SQ—l—fV—C~|—7TTOF>\K)JK—|—V(MV

1 1 1
+()\ — /’QY)TJY + §7TTJFO';7TK2JKK + 50‘2/‘/21]‘/\/ + §Traza[Jyy]

1l opo, KV gy + 7' 0. K Jgy + 0,0V Jyy }.

=& Jv

(3.16)
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El consumo 6ptimo es derivado entonces de la condicién de primer orden C* = .J ;1/ 7,
Por su parte, la demanda 6ptima por petroleo es independiente de la funcion de valor y del
valor econdmico de los recursos naturales. Se obtiene cuando el beneficio marginal de una
unidad extra iguala al precio del commodity S(t)

* 1— _ _ ﬂ ﬁ
Q —argénax{aK Q" SQ}—K( S) : (3.17)

La demanda 6ptima resulta ser decreciente en el precio del petrdleo. El resultado de la

tecnologia de produccién para Q*, i.e.,

a KX1(Q") — S Q" = a(l — 1) (%) e (3.18)

es lineal en K (t) y decreciente en S(t). La estrategia 6ptima de cobertura con futuros de

petréleo estd dada por el vector 7*(¢) de n x 1. La condicién de primer orden implica que:

. T —JK —Jky —V Jkv
= A —_ . 3.19
™= () ( K K PO K Ien (-19)

Las posiciones en los n contratos futuros tienen tres componentes. El primer término es la
demanda miope estandar presente en el modelo de Merton que captura la relacién riesgo-
retorno y la aversion al riesgo del pais. Su objetivo principal es tomar ventaja del set de
oportunidades aumentado, mas que generar una cobertura ante cambios en el precio del
petroleo. El segundo término es la demanda por cobertura ante cambios en el set de opor-
tunidades de inversion causados por cambios en las variables de estado Y (¢). En nuestro
modelo, el precio del petréleo afecta la riqueza de la economia solamente por ser un insumo
de produccién. La dindmica de Y (¢) determina la evolucién de los precios de los futuros
y estd ligada al valor de los recursos naturales, pero no al nivel de Y'(¢) directamente. Si
1 = 0 no existen incentivos para comprar petroleo y por tanto la demanda por cobertu-
ra desaparece. Esta demanda estd relacionada con el efecto insumo del petréleo. El ultimo
término incluye la correlacién entre el valor econémico V() y la incertidumbre en el precio
del petrdleo, correspondiendo asi al efecto correlacion. Un aumento en este efecto implica
que el recurso natural es un mejor método de cobertura frente a cambios en el precio del

petroleo. En efecto, como el capital del pais cambia debido a las posiciones en futuros,
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este término corresponde a la demanda del pais por contratos futuros para cubrirse ante
cambios en el valor econémico del recurso natural. Finalmente, utilizando la condicion de
primer orden para el consumo, se puede interpretar el término Jxy como la sensibilidad de

la utilidad marginal con respecto a V' (¢).

3.4. Solucion

En esta seccion utilizamos la homogeneidad del problema para reducir el nimero de
variables de estado. Ademas mostramos como utilizar un enfoque basado en una expansion
asintdtica para obtener una aproximacion de la solucion alrededor de un caso en particular

que tenga solucién en forma cerrada .

Dada la funcion de utilidad de aversion relativa al riesgo constante (CRRA) y la tec-
nologia de produccion Cobb-Douglas de elasticidad de sustitucién constante, podemos es-
cribir la solucion de la funcién de valor descontada como
(K egw,Y))l—7

K VY)=A""
‘]( 7V7 ) 1 1_,}/

(3.20)

donde la nueva variable de estado w es la (log) razén entre el valor econémico del recurso

natural y el capital, i.e., w = log [%] . Aqui, hemos definido la constante

1 1—
A== (ﬁ —a(l-7) - JATA) >0 (3.21)

Y Y
Reemplazando la ecuacién (3.20) y las politicas de control éptimas {C*, Q*, 7*} en la
ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman (3.16) se obtiene la siguiente ecuacion diferencial

para g(w, Y):
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_ 1=y

0 = =+ A (=) T+ 1) (a =) (ane @) T ge) (1 g)

H(1 =y =g+ (1= A =£KY) gy
1= (1= g)A+po, (1= = gu)g — guw) + (1 = 1)L = g)gy — gur)) "

2 T— (1= 7)(1—62) — 9o — 9o

(1= g) A+ po, (1 =7)(1 = gu)gw — Guw) + (1 = 7)(1 — gu)gy — Guy))

+1_T’Y (03(—% + (L= 7)g2 + guw) + 20,0 (1 = ¥)gugy + gw))

—— ’YTraza[(l —Y)gv gy + gvy]- (3.22)

Hasta donde llega nuestro conocimiento, esta ecuacion altamente no lineal no tiene
una solucion de forma cerrada. Ademas resulta ser dificil de resolver numéricamente por
ser una ecuacion de segundo orden en n + 1 variables. Sin embargo, puede ser resuelta uti-
lizando una técnica de aproximacion basada en una expansion asintdtica. La idea es encon-
trar un conjunto de pardmetros para los cuales la ecuacién (3.22) tenga solucién conocida
y luego realizar una expansion de Taylor en torno a ese espacio de parametros. El punto de
partida es el caso en que 7 = £ = 0. En este escenario, el petrdleo es irrelevante para la
economia, lo que implica que Q)* = 0. El problema que enfrenta la economia emergente
se reduce entonces al problema de Merton con funcidn de utilidad del tipo CRRA. En este
caso C* = A1 K y g(w,Y) = 0. La solucién encontrada es valida para n,¢ > 0, siempre
que estos pardmetros tengan valores cercanos a cero.! Como veremos mas adelante, inclu-
so para pequefios valores de 77 y £ existe una gran cantidad de accién en el modelo. Es de
esperar ademds que la tasa de dividendo &, que estd en términos anuales, sea menor a 10 %.
Por otro lado, es comun utilizar valores pequefios para 7 en la literatura de modelos RBC.
Por ejemplo Wei (2003) utiliza un valor de 4 % para la porcién del valor de la energia en

relacion a los inputs.

"En la siguiente seccién se realiza una prueba empirica del error de aproximacién generado por este método
de expansion asintética.
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Presentamos aqui la metodologia para una expansion de primer orden en 1 y &£, pero
ésta puede ser implementada para expansiones de mayor orden. Asumimos la siguiente

estructura para la solucién de la ecuacion (3.22):
9@, Y) = g"(w,Y)n+ ¢*(w, V) E+ g™ (w, Y)n €+ O(n*) + O(€) (3.23)

Esta solucion la reemplazamos entonces en la ecuacién de HIB (aqui, i(7, £)) y realizamos

una expansion de Taylor de primer orden de la ecuacién diferencial:
0= h(n, &) = hy(0,0) 1+ he(0,0) & + hye(0,0) n € + O(n*) + O(&%) (3.24)

Buscamos una solucién para ¢"(w,Y), ¢*(w,Y) y g™ (w,Y) tal que h,(0,0) = he(0,0) =
hye(0,0) = 0. Estas soluciones resultan ser bastante simples, incluso considerando el pro-
ceso gaussiano general para el precio del petréleo. Atin mds, encontramos que estas solu-
ciones son funciones affine de las variables de estado Y'(¢). Las siguientes expresiones

muestran la solucidn tras haber realizado la expansion de primer orden

g"(w,Y) = Aj+ ALY (3.25)
¢ w,Y) = Ale” (3.26)
FEW,Y) = (AT + A y)er (3.27)

donde los A’s son todos constantes que dependen de los parametros fundamentales del

modelo.
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Capitulo 4. UN PROCESO SIMPLE PARA EL PRECIO DEL PETROLEO

Resulta dificil estudiar el modelo general, por lo que en esta seccion se lo presenta en
un contexto simplificado. Consideramos el siguiente modelo gaussiano de un factor para el

proceso del precio del petréleo:

X(t) = logS(t) (4.1)
dX(t) = (r—5<t)—%a§)dt+axdzx@ (4.2)
5(t) = t, + ¥, X(t) (4.3)
dZ %) = dZ.(t)+ N dt (4.4)

Siguiendo a Casassus y Collin-Dufresne (2005), optamos por una representacion economi-
ca del modelo, la cual es mas intuitiva que la forma candnica de las ecuaciones (3.4) y (3.5).
El modelo para el precio del petrdleo anterior tiene exactamente las mismas propiedades
que la forma canénica para n = 1. A pesar de su simpleza, el modelo puede generar tan-
to contango como backwardation, siempre que ), > 0. Esta es una consecuencia de la
correlacion existente entre el retorno por conveniencia (t), y el log precio, X (¢). Aqui, el
retorno por conveniencia es variante en el tiempo, lo que como se verd méas adelante, tiene

un importante efecto en las decisiones del pais emergente.

La dindmica de los precios de los futuros F. (X (¢),t) bajo la medida histérica es:
dF,(t) = F. ()0 (A dt + Fr(t)o,.(1)dZ (1) (4.5)

con 0,.(t) = B,.(t) = o,e ¥xT=D El pardmetro de reversién a la media v, afecta la

volatilidad de los retornos de los futuros, y por tanto sus premios por riesgo.

La solucién aproximada de la funcion de utilidad indirecta de la economia emergente

J(K,V, X) tiene la misma forma que en las ecuaciones (3.20)-(3.27):

<K eg(log(%)’x)> o

1=~

J(K,V,X) = A]" (4.6)
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con

g(w, X) = (A§ + A% X)n + A5 e + (A" + A¥X)ng e 4.7)

Las constantes A7, A7, A5, AT*y A corresponden a la solucién de un simple sistema de

ecuaciones. En particular, obtenemos:

A5 = ((atporg)—p,) ' >0 (4.8)
Al = —a(A+v,) <0 (4.9)
A% = a A (A )t >0 (4.10)

Usamos estos valores para el andlisis. Las soluciones para A and A8€ son mas complejas

y son presentadas en el apéndice.

4.1. Consumo ()ptimo de Capital

El consumo 6ptimo de capital y la demanda por petréleo en este modelo, tienen la
misma estructura que en el modelo general. Si reemplazamos las ecuaciones (4.6)-(4.7) en
el consumo 6ptimo (i.e. C* = J I_(l/ ), resulta dificil obtener una adecuada comprension
de la solucién. En cambio, seguimos Kogan y Uppal (2003) y presentamos las aproxima-
ciones en una expansion asintdtica equivalente. Aplicamos una expansiéon de Taylor a las
variables (consumo, posiciones en futuros, etc) y consideramos solamente los términos de
primer orden. Notese que no requerimos hacer otras suposiciones, debido a que ya esta-
mos considerando valores pequefios para n y £. La aproximacién de primer orden para el

consumo es:
. 1—

CHK,V,X) ~ C(K,V,X) = A, <K A+ AL X K+ ASe v) . @11
Y

De esta ecuacion resulta mas simple observar el efecto de X (¢) y V (¢) sobre el consumo.

Si calculamos la expresion para C'x tenemos:

. 1—
Cy = v an

4.12
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Como es de esperar, la aversion al riesgo juega un rol crucial en el andlisis. En el caso
en que v > 1, el consumo total es decreciente respecto al (log) precio del petrdleo X ()
(i.e. C‘X < 0), ya que el efecto riqueza (negativo), domina al efecto sustitucion. Si v < 1,
entonces C'x > 0 ya que el consumo hoy pasa a ser mds barato comparativamente si el
precio del petréleo aumenta, y el efecto sustituciéon domina al efecto riqueza. Si v = 1
ambos se cancelan mutuamente. Estos efectos estdn escalados por 7, ya que la sensibilidad
del precio en la tecnologia de produccion aumenta con este pardmetro. La reversion a la
media en el precio del petrdleo, 1/, , juega un rol particular en el consumo. Sucede que el
coeficiente de sensibilidad entre los precios y el consumo, C'x, es menos importante para
mayores grados de reversion a la media. La razén es simple. Mientras mayor sea el grado
de reversion a la media, menor serd la persistencia de los shocks en el precio del petrdleo.
Un shock positivo en los precios tendra solamente un efecto de corto plazo sobre consumo

y riqueza. En el limite en que v, — oo podemos ver que Cx — 0.

El consumo es creciente ademads en el flujo de caja £ V, ya que éste afecta directamente
la acumulacion de capital. Ademas, es natural esperar mayores niveles de consumo para
mayores valores de V' (¢), ya que el pais es mas rico. Este efecto, al menos en la expansion
de primer orden, es independiente de la aversion al riesgo. Si expandimos el valor marginal
del recurso natural relativo al capital, encontramos:

Jy

P=-—
JK

~ AS¢ (4.13)

Esto sugiere que Ag actda como un factor de descuento perpetuo, ya que $1 extra en el
stock de commodity local genera un flujo de caja perpetuo de £. En efecto, restringimos Ag
a ser positivo, debido a que o + p o, A, es un aproximacion de primer orden de la tasa de
descuento y 1, es la tasa de crecimiento. Si y = 1, entonces el consumo es proporcional a

la riqueza total X' + PV, usando el valor marginal para el recurso natural.
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4.2. Estrategia ()ptima de Cobertura

Antes de analizar la estrategia 6ptima de cobertura, necesitamos modificar la ecuacién
(3.19), ya que ahora el factor es directamente el (log) precio, X (¢), en vez del vector de
variables latentes Y (¢). En un modelo de un factor para el precio del petrdleo, el pais
necesita tomar posicion en s6lo un contrato futuro . (X (¢), t) para cubrirse ante los shocks

en el petréleo. La estrategia de cobertura esta dada por:

_1) (/\ _JK JKX VJKV) '

(4.14)

"= ) N R T Y R ger " Ko

donde ), es el precio por riesgo de mercado del petréleo y p es la correlacion entre el (log)

precio del petrdleo y el retorno del recurso natural local.

Las aproximaciones de primer orden para cada uno de los término de la estrategia de

cobertura son:

—Jk A v
A, — o~ X142 4.15
YK Jkk Y ( * K (5:15)
JKx 1—7
V Jkv ASev
— ~ — 4.17
pO-VKJKK po-V K ( )

El primer término es la demanda miope estdndar que es proporcional al premio por riesgo

—Jk
K JkKk

A - El término es diferente a v, ya que K es sélo una parte de la riqueza total del

pais. En efecto, una consecuencia de la homogeneidad de la solucién es que:

—JKi 1 ( VJKV)
=1+ (4.18)
K Jxk Y K Jrk

El segundo término de la estrategia 7* es la demanda por cobertura ante cambios en el
precio del petréleo. Como es de esperar, esta demanda depende de la sensibilidad del con-
sumo respecto al precio del petréleo, C'y. La interpretacion de este término es similar a las
demandas por cobertura en Merton y Breeden, con la excepcion de que en este caso no es

el conjunto de oportunidades de inversion que estd cambiando (i.e. precio de los futuros),
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sino que el producto final de la economia. El pais estd preocupado porque un aumento en
los precios del petrdleo tiene un efecto en la produccion futura, independiente de la es-
trategia de cobertura 7. Si el pais no toma posiciones en los contratos futuros, existe de
todas maneras cierta sensibilidad a los shocks en el precio del petréleo, ya que éste es un
insumo de la economia. Esta es la razén de porqué este término es creciente en 7, por tanto,
tenemos al efecto insumo nuevamente. Tal como en el andlisis del consumo 6ptimo, este
efecto depende ademds de cuan permanentes son los shocks. Un mayor grado de reversion
a la media implica que los shocks son més transitorios, de manera que el pais se preocupa
menos y esta demanda por cobertura pasa a ser menos importante (A% es decreciente en el
grado de reversion a la media). La demanda por cobertura serd positiva (negativa) cuando
el grado de aversion al riesgo sea mayor (menor) a la unidad (notar que A% < 0). Asi, el
efecto del petrdleo sobre el consumo sera negativo (positivo), de manera que el agente se

cubrird tomando posiciones positivas (negativas) en los contratos futuros.

El término de la ecuacion (4.17) aparece debido a que la riqueza no transable (recur-
so natural local) estd correlacionada con los contratos futuros. Esta demanda es negativa
mientras la correlacion p sea positiva (recordar que AS > (). Si este es el caso, se tiene que
un shock positivo en los precios tiene un efecto positivo tanto sobre el commodity local
como sobre los contratos futuros. Debido a que el recurso natural estd positivamente cor-
relacionado con el precio del petréleo, el pais tomard una posicion menor en los contratos
futuros. Esto sugiere que el recurso natural actia como una cobertura natural frente a cam-
bios en el precio del petréleo. Por esta razén este término es creciente en el flujo de caja

producto del recurso natural hacia el capital £V

Finalmente, la reversion a la media tiene un segundo efecto en la estrategia de cobertura
a través de la volatilidad de los contratos futuros en la ecuacién (4.5). Para mayores grados
de reversion a la media, la volatilidad o, es menor, lo que implica que el pais necesita
tomar posiciones mayores en los contratos futuros. Lo mismo sucede con la madurez de los
contratos. El pais tomard mayores posiciones en contratos de madurez mayor, para lograr
el mismo resultado que con contratos de madurez menor. Este es el unico lugar donde la

madurez de los contratos importa.
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Capitulo 5. RESULTADOS EMPIRICOS

En este capitulo se analizan los principales resultados. Primero, se estima el modelo
para el precio del petréleo y se calibran los pardmetros de las funciones de utilidad y de
tecnologia del pais. Se concentra el andlisis en el modelo de un factor para el petréleo que
ya ha sido discutido, con el objetivo de conectar los resultados empiricos con los teéricos
analizados anteriormente. Se comparan los resultados de la expansion de primer orden con
otra de mayor orden para tener una estimacion de los errores de aproximacion inducidos al
truncar. Luego se analiza el efecto del recurso natural y de su correlacion con el petrdleo
sobre el consumo y la estrategia de cobertura. Finalmente se revisan los efectos particulares
de la reversion a la media y del premio por riesgo de los precios, asi como de la aversion al

riesgo sobre la economia.

5.1. Estimacion de Parametros

5.1.1. Parametros del Modelo de un Factor para el Precio del Petréleo

El modelo de un factor para el precio se estima a partir de las ecuaciones (4.1)-(4.4).
Se usa el set de datos y la técnica de estimacién de Casassus y Collin-Dufresne (2005).
Los datos corresponden a observaciones semanales de precios de futuros desde 1/2/1990
hasta 8/25/2003 de NYMEX, con madurez de 1, 3, 6, 9, 12, 15, 18, 24, 30 y 36 meses.
Una caracteristica especial de los contratos futuros es que el ultimo dia en que se transan,
corresponde a un dia especifico de cada mes. La solucién para los precios de los futuros de
las ecuaciones (3.6)-(3.8) considera el hecho de que la madurez de los contratos varia en el

tiempo.

Se estima el modelo utilizando maxima verosimilitud, usando tanto datos de la serie
de tiempo como de la seccidn transversal. Se sigue el enfoque de Chen y Scott (1993) y
Pearson y Sun (1994) asumiendo que ciertos datos son observados sin errores . En par-
ticular, se sigue Collin-Dufresne, Goldstein, y Jones (2002) y Casassus y Collin-Dufresne
(2005) y se opta por ajustar el primer componente principal de la curva de futuros. Como

el componente principal permanece affine en la variable de estado, puede ser facilmente
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invertido para obtener la variable de estado X (¢). Los componentes principales restantes
de la curva de futuros estdn entonces sobre identificados y son observados con “errores de
medicién”, los que se asume que siguen un proceso AR(1).!

CUADRO 5.1. Estimacion por Médxima Verosimilitud del Proceso del Precio del
Petréleo

Resultados de la estimacién por mdxima verosimilitud para el modelo de un factor de las ecuaciones
(4.1)-(4.4), para precios semanales entre 1/2/1990 y 8/25/2003.

Parametro Valor Estimado
(Error Std.)
T 0.030
Y, -0.790
(0.029)
Y 0.271
(0.010)
Ay 0919
(1.021)
o 0.263
(0.006)
auto-corr. error 0.797
0.011)
Log-verosimilitud 22119.6

La tabla 5.1 presenta los resultados de la estimaciéon por maxima verosimilitud del
modelo de las ecuaciones (4.1)-(4.4). La tasa de interés se fijaen » = 0,03. No es estimada,
ya que el modelo estd intencionalmente sobre indentificado para separar la tasa de interés
del retorno por conveniencia en la ecuacion (4.3). Los resultados, incluso en el modelo
de un factor, son consistentes con lo encontrado por Casassus y Collin-Dufresne (2005).
Primero, los pardmetros del retorno por conveniencia y la volatilidad de los retornos del
petroleo son todos significativamente distintos de cero. Aun mads, el pardmetro de reversion
a la media que juega un rol importante en el consumo y en la estrategia de cobertura, es
positivo y significativo (¢, = 0,271). Ademas se tiene que el pardmetro del premio por
riesgo A, no es significativo. Casassus y Collin-Dufresne (2005) también encuentran que
incluso para una especificacion mas rica para el premio por riesgo, los pardmetros para
el petréleo resultan ser menos significativos que para cobre, plata y oro. Dado ademaés

IPara el petréleo se usan los componentes principales de los contratos con madurez de 18 meses, porque son
los tnicos contratos disponibles para todo el periodo estudiado.



38

que en este estudio queremos destacar el efecto del recurso natural en la estrategia de
cobertura, se opta por definir A\, = 0 en el andlisis, eliminando de esta manera el efecto de
la demanda miope en la estrategia de cobertura. En la seccidn siguiente, se hace un anélisis
de sensibilidad del consumo y de la estrategia de cobertura respecto al premio por riesgo

del precio del petréleo A, .

5.1.2. Parametros del Pais Emergente

Los parametros para del pais son estimados en base a informacion disponible para
Chile. Se escoge este pais, ya que las caracteristicas de su economia se ajutan bastante bien
a las de un pais emergente como el considerado en el modelo. Ademds esta seleccion tiene
la ventaja de que Chile no ha sufrido mayores problemas de gobernabilidad en los tltimos
afios, como si ha sucedido en otros paises de Africa y de América Latina, por lo que sus
datos econdmicos estdn mas relacionados con las variables consideradas en el modelo y

menos con factores politicos omitidos.

Los valores se seleccionan tratando de replicar la realidad de este pais de la mejor
manera posible y ademds considerando que las condiciones de las ecuaciones (3.21) y (4.8)

se cumplan. La tabla 5.2 muestra estos valores.

CUADRO 5.2. Parametros del Pais Emergente

Parametros usados para las tecnologias del pais y la funcién de utilidad.

Parametro Valor Estimado
« 0,093
n 0,03
& 0,034
1 -0,10
o, 0,212
P 0,289
¥ 3
I6] 0,05

El parametro « se conoce en la literatura como la productividad total de factores (PTF).
A su vez la productividad marginal del capital, se obtiene al considerar este factor multi-

plicado por la importancia relativa del capital dentro de los inputs de la funcién, es decir,



39

en este modelo corresponderia a « (1 — 7). Existe una amplia literatura que trata de esti-
mar estos valores. Bergoeing y Morandé (2002) calculan este valor para el caso de Chile a
partir de una funcién de produccion del tipo Cobb-Douglas, que asumen tiene como inputs
el capital y el trabajo. Despejando la PTF de esta funcioén y reemplazando valores para
Chile obtienen un valor de 0,45. Los autores consideran este valor extremadamente alto, ya
que implicaria en su modelo una productividad marginal para el capital de 0,23. Por ello
deciden utilizar datos de paises desarollados para asi obtener un valor de 0,3 para la PTF,
el cual implica una productividad marginal de capital de 0,15, que corresponde a un valor

mds razonable en su opinidn.

Caselli y Feyrer (2007) estudian la productividad marginal del capital para una serie
de paises, intentando explicar las aparentes diferencias que se observan entre ellos. Los au-
tores corrigen la productividad marginal del capital tanto por recursos naturales como por
efectos de diferencias de precios. La primera correccion se realiza considerando que los re-
cursos naturales son un input generalmente omitido en las funciones de produccion, pero su
importancia difiere entre paises desarrollados y en vias de desarrollo, siendo generalmente
mayor en estos dltimos. Por otro lado la segunda correccion se realiza para considerar el
hecho de que el precio del capital relativo al output en paises en desarrollo es generalmente
mayor que en paises desarrollados. De esta manera los autores concluyen que las supuestas
diferencias que citaba la literatura entre los diferentes paises desaparecen tras realizar las
correcciones mencionadas, obteniéndose una productividad marginal de capital de 8,4 %
para paises ricos y de 6,9 % para paises pobres. En lo que se relaciona a esta tesis, los

autores calculan un valor para Chile de 9 %.

Para el modelo presentado se opta entonces por utilizar una productividad marginal del
capital de 9 %. Ahora, para encontrar el pardimetro « se debe estimar ademas el valor de 7.
Articulos como Finn (2000) y Wei (2003), estiman que el porcentaje que ocupa la energia
como input dentro de los insumo de la economia de EEUU es de 4 %. Para la eleccion del
valor a utilizar en este caso se toman en cuenta dos factores. Primero, segiin la Comision

Nacional de Energia de Chile (CNE) en la matriz energética, el petréleo corresponde a un
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35 % del total. Por otro lado, los paises en vias de desarrollo son generalmente mas inten-
sivos en el uso de energia y petrdleo que los paises desarrollados. Segun Birol (2004) esta
mayor utilizacion corresponderia en promedio a aproximadamente el doble en los primeros
respecto a los segundos. Por ejemplo, respecto a los paises de la OECD, Brasil seria un

48 % mas intensivo, los paises africanos un 138 %, China un 132 % e India un 188 %.

Considerando tanto los datos de la matriz energética para Chile, como las conclusiones
de Birol (2004) el valor que se usa para el anélisis es de n = 0, 3. Por lo tanto, se tiene que
0,09 _

el valor para « debe ser a = 5= = 0,93.

La estimacion del valor del pardmetro ¢ se realiza utilizando los valores para las reser-
vas de mineral y produccion anual de CODELCO (Corporacion del Cobre), la empresa
estatal a cargo de la explotacion del cobre en Chile. Segtin datos de la Comisién Chilena
del Cobre (COCHILCO), el afio 2006 las exportaciones totales del pais ascendieron a 1,68
millones de toneladas de cobre 2, mientras las reservas del mineral estimadas el afio 2007
son de aproximadamente 50 millones.?> Entonces, dividiendo la produccién anual por las

reservas totales, se obtiene que £ = 3,4 %

Para estimar la volatilidad del commodity local y su correlacion con el precio del
petroleo, se utilizaron datos mensuales de precios de contratos futuros del periodo com-
prendido entre agosto de 1995 y septiembre de 2007. Considerando que se quiere aproxi-
mar el precio spot se usaron para el cdlculo los contratos con la menor madurez disponible,
obteniéndose una volatilidad mensual anualizada de 21,2 % para el cobre y una correlacién

de 28,9 % entre éste y el petrdleo.

La seleccion del valor para el parametro j, que corresponde a la tasa de depreciacién
de las reservas del commodity local, es quizds la mas arbitraria. Para escoger un valor se
debi6 considerar restricciones propias del modelo, que imponian la necesidad de que este

valor fuera negativo, de manera de que fuera posible la obtencién de una solucion.

2Fuente: Cochilco, Anuario de Estadisticas del Cobre y Otros Minerales 1987-2006
3Fuente: Cambios en la estructura de la industria del cobre: La perspectiva de Codelco, José Pablo Arellano,
29 de Marzo de 2007
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Finalmente para seleccionar el pardmetro de aversion al riesgo () y la tasa de des-
cuento intertemporal () se utilizan valores estdndar de la literatura. Dada la importancia
del primero de estos pardmetros, se realiza mas adelante en esta seccion una analisis de

sensibilidad del modelo respecto a él.

5.2. Precision de la Expansion Asintética
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FIGURA 5.1. Comparacién entre la aproximacion de primer y segundo orden para
el consumo en funcidn de la tasa de dividendo £ para diferentes tamafos relativos
del recurso natural V/ K. El parametro d da cuenta del mayor orden utilizado en la
expansion asintdtica de la solucion, i.e., d = ¢ es la expansion de orden ¢ — ésimo.
Usamos los pardmetros de las tablas (5.1) y (5.2).

Para el andlisis general se utiliza una expansion asintética de primer orden tanto para 7
como para &, en torno a la solucién del modelo de Merton (n = £ = 0). Una aproximacién
de primer orden resulta adecuada desde un punto de vista econémico, ya que permite un
mejor entendimiento del modelo. Claramente, para valores pequefios de 7 y &, la aproxi-
macion es mejor. Desde una perspectiva prictica resultaria interesante saber cuan buena es
la aproximacidn respecto a una solucion exacta. Dado que no se cuenta con una solucién en
forma cerrada, el enfoque estandar consiste en utilizar un método numérico para obtener la

solucion “exacta” buscada. Desafortunadamente, aun para el modelo de un factor, es dificil
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FIGURA 5.2. Comparacién entre la aproximacion de primer y segundo orden para
la estrategia de cobertura en funcién de la tasa de dividendo & para diferentes
tamafios relativos del recurso natural V/K. El pardmetro d da cuenta del mayor
orden utilizado en la expansién asintética de la solucion, i.e., d = ¢ es la expansion

de orden ¢ — ésimo. Usamos los parametros de las tablas (5.1) y (5.2).

implementar un método de solucién numérica, debido a la dimensionalidad del problema.

Por esta razon, se opta por comparar la aproximacion de primer orden con la de segundo

orden. Una aproximacién de mayor orden de la solucion es mds exacta, pero a su vez mas

compleja y menos intuitiva. Considerando que es mas probable una tasa de dividendos mas

elevada, del orden de 5 % — 10 %, que un mayor 7, se estudia una expansién de mayor orden

sOlo para £ y se mantiene una expansion de primer orden para 7). La solucién de la funcién

de valor en nuestra expansion de segundo orden tiene una estructura similar a la ecuacion

(3.23), pero incluye los nuevos términos de orden mayor. La funciéon de valor continua

siendo affine en los n factores de Y'(¢), sin embargo, deja de ser lineal en ¥ = V/ K.

Por otro lado, para estudiar la estrategia de cobertura resulta interesante comparar la

inversion en contratos futuros con el gasto en petréleo. Definimos por lo tanto, como 6

la razén entre el dinero invertido en estos contratos y el dinero destinado a la compra de
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petroleo. Recordemos que 7 correspone a la razén entre el dinero invertido en contratos

futuros y el capital disponible, de modo que:

p_ T K(t)
=50
De igual modo, definimos §! = HSLQ“) , 0% = HSLQ(” y 03 = FSSLQ“)

Las figuras 5.1 y 5.2 comparan las expansiones de primer y segundo orden para la
razén de consumo y la estrategia de cobertura respectivamente. Ellas muestran que si el
tamafio relativo del recurso natural es pequefo (V//K = 0,2), entonces las aproximaciones
de primer orden son bastante correctas para tasas de dividendos, & menores a 4 %. Sin
embargo, a medida que £ o V/K aumentan, las aproximaciones empeoran rapidamente.
De los graficos podemos observar que lo que realmente importa para la precisiéon de la
aproximacion es el producto £ V/ K. En efecto, dado que V' (¢) afecta solamente al flujo de
caja £ V' y que sigue un proceso browniano geométrico, se tiene que la variable importante
para el modelo es £ V/ K (notar que % = %). Esto también se puede ver de la expansion
de la funcion de valor en las ecuaciones (3.23) y (3.25)-(3.27), que muestran que la solucion
es una funcién de £ V/ K. Se discutira el efecto de £ (o V/K) en la razén de consumo y
estrategia de cobertura en las siguientes secciones. Notar que todas las lineas convergen
cuando £ — 0, pero este valor es diferente al del modelo de Merton, ya que tenemos por

un lado una tecnologia de produccién para el capital y por otro 1 > 0.

5.3. Analisis de los Resultados

Para el andlisis es importante comparar, tanto el consumo como la cobertura, respecto
a las variables principales del modelo. Se opt6 por usar la expansion de segundo orden para
obtener resultados més precisos, pero como se vera mas adelante, muchos de los resulta-
dos obtenidos anteriormente para el caso “asintoticamente equivalente” de la expansion de
primer orden siguen siendo vélidos para aproximaciones de mayor orden. No se presenta
el efecto del nivel del precio del petréleo, ya que el consumo y la estrategia de cobertura

no son muy sensibles a esta variable. Para todo el anélisis se asume que el precio inicial del
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log precio, X (0), corresponde al valor incondicional de la variable, que con los pardmetros

calculados resulta ser X (0) = 3,127.

5.3.1. Consumo

FIGURA 5.3. Consumo sobre capital C'/K y sobre el recurso natural C'/V en
funcidén del tamaro relativo del recurso natural V/ K. En estos gréficos se utilizan
los parametros de las tablas (5.1) y (5.2).

Existe mas de una manera de mostrar el efecto del tamafio del recurso natural sobre el
consumo, ya que hay varias maneras de presentar la razén de consumo. En el modelo de
Merton, la razén entre el consumo y la riqueza es constante. En nuestro modelo la riqueza
del pais tiene dos componentes, el capital y el recurso natural. Resultaria deseable medir
el consumo relativo a la riqueza total, sin embargo dado que el mercado es incompleto, no

existe un Unico valor para el recurso natural.

La figura 5.3 muestra el efecto del tamafio relativo del recurso natural para dos razones
de consumo diferentes. El grafico de la izquierda muestra que el consumo sobre el capital
es creciente en el tamafio del recurso natural. La razén es puramente el efecto riqueza, ya
que aumenta el dividendo que se obtiene del recurso natural £ V. Incluso para parametros
bastante desfavorables en la dindmica de V' (t) (i.e. u, negativo o o, elevado), el pais
prefiere tener el recurso natural a no tenerlo. El gréifico de la derecha de la figura 5.3,
muestra que la razon entre el consumo y el tamafio del recurso natural es decreciente en
V/K. La razén es que el recurso natural es s6lo parte de la riqueza. Basicamente, si dos

paises son idénticos, pero uno tiene el doble de recurso natural que el otro, entonces el
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primero consume menos que el doble del segundo. El pais con mayores recursos naturales
tiene una mayor riqueza, pero ésta no es el doble que la del otro pais, debido a que ambos

tienen el mismo stock de capital.

5.3.2. Estrategia de Cobertura y Correlacion
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FIGURA 5.4. Estrategia de cobertura 6 para diferentes coeficientes de correlacion
entre el recurso natural y los retornos del petréleo en funcién del tamafio relativo
del recurso natural V/K. En este grafico se utilizan los pardmetros de las tablas
G.DHyG5.2).

Como fue discutido en la seccion anterior, un shock positivo en el precio del petrdleo
tiene dos efectos directos sobre la riqueza del pais: el efecto insumo y el efecto correlacion.
Esta seccion se concentra en el efecto correlacion. Si la correlacion es positiva, entonces un
shock positivo incrementara el flujo de caja proveniente del recurso natural hacia el capital.
Bajo esta suposicion, el recurso natural actia como una cobertura natural para el pais contra
cambios en el precio del petréleo. Esto implica que paises con mayores recursos naturales
que estén positivamente correlacionados con los retornos del petrdleo, se preocuparan de

cubrir el riesgo del precio del petréleo en una menor medida.
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FIGURA 5.5. Componentes de la estrategia de cobertura 6 en funcion del tamafio
relativo del recurso natural V/K. 6' es la demanda miope, 2 es la demanda por
cobertura ante cambios en el precio del petréleo y 62 es la demanda ocasionada por
el recurso natural. En este gréfico se utilizan los pardmetros de las tablas (5.1) y
(5.2).

La figura 5.4 confirma que la correlacién juega un rol importante en la cobertura.
Mientras mayor es la correlacion, mayor es el efecto de la cobertura natural producto del
commodity local, lo que produce una disminucion en las posiciones de los contratos futu-
ros. Este efecto es creciente en el tamafio relativo del recurso natural. Si la correlacion es
negativa, entonces la estrategia de cobertura consiste en tomar mayores posiciones en los
contratos futuros. Obviamente, hay otras variables que afectan la estrategia de cobertura.
Recordemos que se ha elegido un premio por riesgo nulo de manera de aislar los efectos
del modelo estiandar de Merton. La figura 5.5 muestra las diferentes componentes de la
cobertura para el caso en que p = 0,289. Con el set de pardmetros escogido, el tamafio del
recurso natural es la principal variable afectando la decision de cobertura. En el grafico la
demanda miope esta representada por 6! = 0, ya que A\, = 0. La demanda por cobertura

es importante en particular para paises que no tienen recursos naturales. En efecto, 2 > 0
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porque v > 1y es una linea plana para los diferentes valores de V/ K. Finalmente, el efecto

de la cobertura natural estd representado por 62, el cual es decreciente ya que p > 0.

5.3.3. Reversion a la Media y Premio por Riesgo del Precio del Petroéleo
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FIGURA 5.6. Razdn entre consumo y capital, C'/K, en funcién de la reversion
a la media del (log) precio del petrdleo 1, para diferentes tamafos relativos del
recurso natural V/ K. En estos graficos se utilizan los parametros de las tablas (5.1)

y (5.2).

El otro efecto del petroleo sobre las diferentes decisiones es a través del efecto insumo
y la reversion a la media es fundamental para entenderlo. Si la reversion a la media es
pequeia, entonces el efecto de los precios dura por muchos afios, ya que los shocks son
muy persistentes. Si consideramos mayores grados de reversion a la media, entonces los

shocks serdn temporales, y los flujos de caja serdn afectados sélo en el corto plazo.

La figura 5.6 muestra este efecto de la reversion a la media sobre el consumo. La linea
horizontal corresponde a la solucién de Merton, ya que V' = 1 = 0, de manera que no tiene
sensibilidad con respecto al precio del petrdleo. Para los otros casos, la reversion a la media
aumenta el consumo para v > 1, ya que un shock positivo en los precios tiene un efecto
de corto plazo solamente. Encontramos los mismos resultados que en la discusion tedrica

de la seccidn anterior. La figura 5.7 también es concordante con los resultados teéricos. La
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FIGURA 5.7. Estrategia de cobertura 6 en funcion de la reversion a la media del
(log) precio del petrdleo v, para diferentes tamafos relativos del recurso natural
V/K. En estos grificos se utilizan los pardmetros de las tablas (5.1) y (5.2).

estrategia de cobertura es decreciente en la reversion a la media debido a que los shocks en

el precio del petréleo son menos significativos para mayores valores de ésta.

Recordemos que se ha obviado la demanda miope intencionalmente. Las figuras 5.8 y
5.9 presentan los resultados tipicos de la literatura de eleccion de portafolio. La demanda
miope es creciente en el premio por riesgo, ya que la compensacion por tomar la misma
cantidad de riesgo aumenta. En este modelo, el pais toma posiciones en los contratos porque
éstos son atractivos, aun en el caso en que no exista recurso natural o que el petréleo no
sea un insumo. Si el pais es mas averso al riesgo que un agente con funcién de utilidad
logaritmica (i.e. 7 > 1), el cual es el caso aqui, entonces la tasa de consumo aumenta con
el valor absoluto del premio por riesgo. Aun si el conjunto de oportunidades de inversion
es mas atractivo, y el consumo relativo de mafiana es més barato, el pais desea suavizar el

consumo, por lo que aumenta la tasa de consumo de hoy también.
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FIGURA 5.8. Razoén entre consumo y capital C'/ K en funcién del premio por ries-
go de mercado del (log) precio del petréleo A, para diferentes tamafios relativos
del recurso natural V/ K. En estos gréficos se utilizan los parametros de las tablas
5.1)y(5.2).

5.3.4. Aversion al Riesgo

Las figuras 5.10 y 5.11 muestran la razon entre consumo Yy capital, y la estrategia de
cobertura para diferentes valores del coeficiente de aversion al riesgo. Como antes, la linea
mads oscura representa el modelo de Merton. Notar que el modelo de Merton es igual al caso
en que no hay recursos naturales (/K = 0) cuando v = 1. Esto sucede porque en ausencia
de recursos naturales, la tinica diferencia entre ambos es la demanda por cobertura, la que

desaparece para el caso de un agente logaritmico.

En principio puede llamar la atencion el hecho de que el consumo aumente con la aver-
sion al riesgo, pero en la figura 5.10 se observa que este comportamiento también ocurre
para el modelo mds simple de Merton, por lo que no corresponde a un fendmeno exclusivo
del modelo considerado, sino que surge en funcién de la relacién entre el pardmetro de

aversion al riesgo, el premio por riesgo y la productividad total de factores.
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FIGURA 5.9. Estrategia de cobertura € en funcién del premio por riesgo de mer-
cado del (log) precio del petréleo A, para diferentes tamaios relativos del recurso
natural V/ K. En estos graficos se utilizan los pardmetros de las tablas (5.1) y (5.2).

5.4. El caso de Chile

Finalmente en esta seccidn se analiza cual debiera ser la estrategia de cobertura del
precio del petroleo en Chile, considerando la correlacion que existe entre éste y el pre-
cio del cobre. Como ya se explicé anteriormente los pardmetros utilizados para el analisis
presentado fueron seleccionados tratando de replicar en la mejor manera posible las carac-

teristicas de la economia de este pais.

Para realizar el calculo se necesita estimar el valor de la razon entre las reservas de
cobre del estado y el capital del pafs. Esta dltima cantidad es conocida y como ya se
presentd anteriormente corresponde a aproximadamente 50 millones de toneladas de co-
bre. Las que valoradas a un precio de 3,053 délares la libra, precio promedio del afio 2006,*

corresponden a aproximadamente 337 mil millones de dolares.

El capital es més dificil de estimar para un pais, por lo que en vez de hacerlo direc-

tamente, se hace a través de la funcién de produccién del modelo. Asi, considerando que

4Fuente: Codelco, Memoria Anual 2006
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FIGURA 5.10. Razén entre consumo y capital C'/K en funcion de la aversion
al riesgo del pais ~y para diferentes tamaifios relativos del recurso natural V /K. En
estos gréficos se utilizan los pardmetros de las tablas (5.1) y (5.2).

el output de esta tecnologia corresponde al PIB del pais, se puede encontrar el capital de
éste a partir de la expresion para la produccién 6ptima dada por la ecuacién (3.18). Para el
célculo se escoge un precio del petrdleo de 65 ddlares que fue el promedio del afio 2006 y
se reemplazan los valores de los pardmetros para Chile. De esta manera se obtiene que la

razon entre las reservas de cobre y el capital en Chile es de 17 %.

Al evaluar la expresion para la estrategia de cobertura con los pardmetros de la tabla
(5.2) y reemplazando un valor de 17 % para la razén entre reservas de cobre y capital,
se obtiene para # un valor de -0.37. Es decir, segtin el modelo, Chile no debiera comprar
futuros sobre el petréleo, y ain mas, dada la importancia del cobre en la economia, este pais
debiera tomar posiciones cortas en estos contratos para tratar de cubrir el riesgo relacionado
a este ultimo commodity. Cabe destacar sin embargo, lo sensible que es este resultado a la

razon entre reservas de cobre locales y capital, como se observa en las figuras 5.4y 5.5.
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FIGURA 5.11.

Estrategia de cobertura § en funcién de la aversion al riesgo del
pais ~y para diferentes tamafios relativos del recurso natural V/ K. En estos graficos
se utilizan los pardmetros de las tablas (5.1) y (5.2).
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Capitulo 6. CONCLUSIONES

Una caracteristica en comun de las economias emergentes es su dependencia a las
exportaciones de unos pocos commodities primarios, cuyos precios estdn en muchas oca-

siones correlacionados con el precio del petrdleo.

En este articulo, construimos un modelo para estudiar el efecto del precio del petréleo
sobre las estrategias 6ptimas de cobertura y consumo en la economia emergente. Esta tiene
dos tecnologias, un sector del capital que utiliza petréleo como insumo de produccién y un
sector del commodity local. Asumimos que este Gltimo no es transable y que entrega una

tasa de dividendos al sector del capital.

El precio del petroleo sigue un proceso gaussiano general exponencialmente affine de n
factores. Existen dos efectos directos del petrdleo sobre la economia: el efecto insumo, que
es siempre negativo, y el efecto correlacion, que puede ser positivo o negativo dependiendo

de la correlacion entre el commodity local y el precio del petréleo.

Esta tesis muestra como encontrar una aproximacion razonable cuando no existen solu-
ciones en forma cerrada disponibles. En efecto, usando una técnica de expansion asintética
en dos pardmetros, la importancia relativa del petréleo como insumo de produccién y el
tamaiio del dividendo del commodity local, obtenemos una solucién analitica para el caso

en que el precio del petroleo sigue un proceso general de n factores.

Encontramos que la reversion a la media en el precio del petroleo, que puede ser in-
ducida por un retorno por conveniencia que varia en el tiempo, juega un rol importante en
el consumo y en la estrategia de cobertura de la economia emergente. Por un lado influye
sobre el efecto insumo modificando la persistencia de los shocks en el precio del petréleo

y por otro afecta la volatilidad de los contratos futuros.

Encontramos ademds que a medida que el efecto correlacién aumenta, para un parametro
de correlacion positivo, el recurso natural mejora como cobertura natural ante cambios en

el precio del petréleo, lo que disminuye las posiciones en los contratos futuros.
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Finalmente, se evalua si Chile debiera implementar o no una estrategia de cobertura
frente al riesgo del precio del petrdleo. Tras estimar una relacion de 17 % para las reservas
de cobre sobre capital en este pais, se obtiene que Chile no debiera preocuparse del riesgo
del petréleo, ya que la importancia del cobre en la economia es tal, que su correlacién con el
petréleo permite cubrir este riesgo totalmente. Es mas, el modelo indica que Chile debiera
tomar una pequena cantidad de posiciones cortas en estos contratos, dado que permiten

cierto grado de cobertura frente a variaciones en el precio del cobre.
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ANEXO A. EXPANSION DE PRIMER ORDEN
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En esta seccion se presentan las expresiones de la solucion aproximada de la funcion

de utilidad indirecta de la economia emergente J(K,V, X), para el caso del modelo sim-

plificado de un sélo factor:

<K eg(log(%)vx)> o

A
J(K,V,X) = A; — (A1)
con
g(w, X) = (A7 + AL X)n + ASE e + (AT + AKX )ng e (A2)
Donde las constantes A;, A%, Ag, Ag£ y A"X5 estdn dadas por:
n —1 Oi UX/\X —1
A = (a4 (10g(0477)—1—(7“—7+T—¢o)(/h+"¢x) ) (A3)
A5 = ((a+poA) —p)™ (A4)
AL = —a(A + )t (A.5)
3 ¢ o3 £\—1 1
Ay = —aAy(log(an) —1—(r+po A, — 5 ~%)((A5)7 +9x)7) (A6)
A% = a((A) "+ v (A7)



