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Capitulo 1

Introduccion

La propiedad de estacionaridad en las series de tiempo es una hipotesis que no
necesariamente se cumple. En la practica se pueden encontrar una gran variedad de
series de tiempo en donde la estructura de covarianza, la media y la varianza del
proceso no son constantes en el tiempo. Una de las metodologias propuestas, lla-
mada procesos localmente estacionarias (LS) desarrollada por Dahlhaus (1997) se
esta convirtiendo en una herramienta importante para el andlisis de series de tiempo
no estacionarias. Esta metodologia toma como hipdtesis, que los parametros de las
series de tiempo no estacionarias varian suavemente en el tiempo, con lo cudl estas

series podrian ser aproximadas localmente mediante series de tiempo estacionarias.

Muchos autores han sugerido definiciones para este tipo de procesos LS, incluyen-



do a Silverman et al. (1957), Priestley (1965) y Dahlhaus (1996b) quién desarrollé una
definicion formal de una familia de procesos LS que ha sido ampliamente discutida
en la literatura, como por ejemplo Dahlhaus and Giraitis (1998), Dahlhaus (2000),

Dahlhaus and Polonik (2006) entre otros.

La estimacién de los parametros ha sido estudiada por Dahlhaus (1996b), Dahl-
haus (1996a), Dahlhaus (1997) para procesos localmente estacionarios de corta me-
moria (LSSM). Sin embargo, la estimacion de la media de tales procesos ha recibido
mucha menos atencién.

Por otra parte, la teoria de los procesos LS se ha ampliado a series de larga
memoria (LSLM), ver por ejemplo Beran (2009), Genton and Perrin (2004) y Jensen
and Whitcher (2000).

La estimacién de parametros para los proceso LSLM ha sido estudiada por Jensen
and Whitcher (2000), Beran (2009), Palma and Olea (2010), entre otros. Sin embargo,
al igual que en los procesos LSSM, la estimacién de la media de tales procesos ha
recibido poca atencion.

En este trabajo estudiaremos al estimador lineal e insesgado de varianza minima
(BLUE) para la media de un proceso LSSM, para lo cual veremos la consistencia,
varianza asintética y un teorema del limite central para este estimador. Ademés

compararemos el BLUE con el estimador de minimos cuadrados ordinarios (LSE),



mediante la eficiencia relativa en donde se analizard si tienen un comportamiento
asintotico de igual orden o no, ya que en los procesos estacionarios de corta y larga
memoria (ARMA, ARFIMA), la eficiencia relativa converge asintéticamente a 1. Ver
Grenander and Rosenblatt (1957), Adenstedt (1974) y Palma (2007).

Los siguientes capitulos de este trabajo estan organizadas como sigue. En el capitu-
lo 2 se introducen los procesos localmente estacionarios de corta y larga memoria, en
donde se dan algunos ejemplos clasicos. El capitulo 3 se enfoca a las propiedades

asintoticas del estimador BLUE de 3 del siguiente modelo de regresion:

Yir = X'(L)8+er, t=1,.,T

Donde X’(%) = (:1:1(%), ,xk( )) es un vector (fila) de & componentes no es-

Nl

tocasticas, tales que x;(-) € CQ([O, 1]) i=1,..,k, 6 = (f1,...,0c) un vector de
pardmetros de la regresiéon y €,7 es un proceso localmente estacionario de medias
méviles de orden ¢ (LSMA(q)).

Notamos que si k = 1y 21(u) = 1 para todo u € [0, 1] tenemos el caso particular de
un proceso LSMA (¢) de media constante p. Por otro lado si k = 1y 21(-) € C2([0, 1])
no constante, tenemos el caso particular de un proceso LSMA(q) con de tendencia de
variacién en el tiempo.

El capitulo 4 trata de dar una extension de estos resultados para procesos local-

mente estacionarios autorregresivos de medias méviles de ordenes p, ¢ respectivamente



(LSARMA(p, q)), dando conjeturas de las varianzas a asintoticas del BLUE de (3 para
este caso.

En el capitulo 5 se estudia la eficiencia relativa de los estimadores BLUE y LSE en
el caso de media constante y en un modelo de regresion como en el capitulo anterior.
Para esto se veran simulaciones para distintos casos en donde el parametro de medias
méviles varia en el tiempo de forma lineal, trigonométrica, etc.

En el capitulo 6 se estudia la eficiencia relativa de los estimadores BLUE y LSE
en el caso de media constante y en un modelo de regresion como en el capitulo
anterior pero esta vez usaremos el método de Whittle (ver Dahlhaus (1996b),Dahlhaus
(1996a),Dahlhaus (1997)) para estimar los pardmetros del proceso LSMA(q). Para
esto se veran simulaciones para distintos casos en donde el parametro de medias
moviles varia en el tiempo de forma lineal, cuadrética, etc.

En el capitulo 7, se da una aplicacién a datos reales, en donde se ve el estimador
BLUE comparado con el estimador LSE, esta es analizada mediante la eficiencia
relativa. Es importante mencionar que de este analisis se obtiene la respuesta si es o
no necesario buscar el estimador BLUE o simplemente quedarnos con el estimador
LSE, ya que este iltimo es més rapido (computacionalmente) de calcular y no depende
de los parametros. Finalmente, el capitulo 8 estan las conclusiones de este trabajo,
mientras que las demostraciones de los resultados establecidos se encuentran en el

apéndice.



Capitulo 2

Procesos Localmente Estacionarios

2.1. Definicion

Definicién 2.1.
Un proceso Localmente Estacionario con funcién de transferencia A° y funcién de

tendencia p puede ser definido por la representacion espectral
Yir = /L(%) + / AgT()\)emdB()\) (2.1)

parat =1,...,7. Donde B(\) es un un movimiento Browniano en [—m, 7|, p(-) es una

funcién continua, y existe una constante K positiva y una funcién A : [0, 1] x R — C,

2w— periddica, con A(u, —\) = A(u, A) tal que

sup ‘A?}T — A(1 )\)‘ <
tA

T

S=

(2.2)

para todo T



Se tiene que la funcién de transferencia A?,()\) de esta clase de procesos no es-
tacionarios cambia suavemente en el tiempo de manera que se pueden aproximar

localmente por un proceso estacionario.

Para analizar las propiedades asintéticas de los procesos que satisfacen la defi-
nicién 2.1, Dahlhaus (1996b) establecié un reescalamiento de el tiempo mediante el
cambio de variable u = t/T", con esto, se puede analizar de mejor manera las propie-
dades asintoticas de los estimadores, se tiene ademas que si T es lo suficientemente
grande, se tendra mayor informacion disponible de la estructura local de la serie, ya
que se tendria una grilla mas fina del intevalo [0, 1].

Por otro lado se puede notar que si A” no depende de ¢ y T', entonces Y; r no depende
de T, y se obtiene la representacion espectral ordinaria de un proceso estacionario y
asi la teoria asintética de los procesos estacionarios es un caso particular de este tipo

de procesos.

A continuacién se presentan algunos ejemplos de procesos LS:

Ejemplo 2.1.1.

Suponga que {Y;}; es un proceso estacionario con representacion espectral

Y, = / ' A(N)eMdE(N)

—T



donde A(\) es la funcién de transferencia del proceso {Y;}:. Sean

w01 — R, o:[0,1] - R"

funciones continuas. Entonces

es un proceso LS con A? 1(A) = A(%, ) = o (%) A(N)
Ejemplo 2.1.2.
Considere el siguiente proceso
Yir = ¢(%)Yt—1,T + 0(%)67:, t €z, (2.3)

donde {¢ }; una secuencia independiente idénticamente distribuida (iid) de media
cero y varianza uno. Asumimos que o(u) y ¢(u) son continuos en R con o(u) = o(0),
d(u) = ¢(0) parau <0y o(u) =o(1), p(u) = ¢(1) para u > 1, las restricciones para
los pardmetros son |¢(u)| < 1y o(u) > 0 para todo u € [0, 1] y ademds son derivables
para todo u € (0, 1) con derivada acotada.

Dado que la secuencia {¢;}; es iid, el Teorema de Cramer garantiza que

€ —/ (2%)’1/zei’\tdf()\), para todo ¢,

—T



Se puede ver que

Vg = / €M AL (A)E(N),

—T

donde

{—1

o) o)

=0

o0

A=)

=0

es la solucién de la ecuacién (2.3). Ahora que se conoce A7 1(\), se puede mostrar

que la funcion A(u, \) definida por

A, X) = o) (1~ gzﬁ(u)e_iA)l,

cumple que

sup ‘AgT(}\) — A(i )\)| <K
A

es decir, satisface la condicién (2.2) de la definicién 2.1, ver Dahlhaus (1996b)

para mas detalles.

Ejemplo 2.1.3.

Otro ejemplo de procesos LS esta dado por la siguiente expansion infinita de medias

moviles



donde {¢;}; es una secuencia de ruido blanco gaussiano de media cero y varianza
unitaria, y {t;(u)}; son coeficientes que satisfacen Z;io ¥;(u)? < oo para todo u €
[0,1]. En este caso, la funcién de transferencia del proceso dado por la ecuacién

(24), es AV (N) = o (%) > Vi (£)e™™ = A(L,\), la cual satisface trivialmente la
condicién (2.2). El modelo dado por la ecuacién (2.4) generaliza la expansion de Wold

para procesos lineales estacionarios permitiendo que los coeficientes de la expansion

infinita de medias méviles varien suavemente en el tiempo.

2.2. Procesos Localmente Estacionarios de Corta

Memoria

Las funciones de autocovarianza y autocorrelacién se conocen como indicadores
de la memoria de una serie de tiempo. Una manera sencilla de clasificar el tipo de
memoria de una serie de tiempo estacionaria es mediante la cuantificacién de la tasa de
decaimiento de autocovarianzas o autocorrelaciones. En concreto, si la autocorrelacion
de un proceso {Y;}; tiene un tipo de decaimiento exponencial a cero al incrementar el
lag (k). Entonces {Y;}; es un proceso de corta memoria (SM), tales como los procesos
ARMA. Ver Brockwell and Davis (1991) para obtener més detalles. Este concepto se
puede extender a los procesos LS, mediante la siguiente definicién, ver Ferreira et al.

(2013) y Palma et al. (2013).
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Definicién 2.2.

Un proceso {Y;r}: dado por la definicién 2.1 con representacién infinita de medias
moéviles definida por la ecuacién (2.4), se dice Localmente Estacionario de Corta
Memoria (LSSM) si existen constantes a y K positivas tales que los coeficientes de la

expasion de medias moviles cumplen lo siguiente
i1 veel0], |l < Ke. (2.5)

Ejemplo 2.2.1.

Sea el proceso definido por

Yir = > 6(5) ey, (2.6)
j=0

donde {e;}; es una secuencia de ruido blanco gaussiano de media cero y varianza

unitaria, y ¢(u) = 0.5u+ 0.1, wu € [0, 1], luego vemos que para j > 1

|¢(U)J’ _ 6jln(O.5u+O.1)
< 6jln(().6)
Luego de acuerdo a la definicién 2.2, K = 1y a = —1In(0.6). Por tanto el proceso

dado por la ecuacién (2.6) es un proceso LSSM.

11



2.2.1. Procesos Localmente Estacionarios de Medias Modviles
de Orden q

Definiciéon 2.3.
Un caso particular del proceso dado por la ecuacién (2.4) es el proceso de medias

moviles de orden ¢ definido por
q
Yir = p() +o(F) 2 0i(F)ea (27)
=0
parat=1,...,7T, donde pu(-), o(-) son funciones continuas y o(u) > 0 para todo

€ [0,1], Op(u) = 1y {€;: }+ es una secuencia de ruido blanco de media cero y varianza

uno. (¢ ~ RB(0,1)). La funcién de transferencia es

ALY = o(£) 8L, 25)

(2.9)

para A € [—m, 7.

Proposicion 2.2.1.

12



De la definicion 2.3 se tienen las siguientes propiedades:

1) E(Y;r) = M(%)

3) CovYir,Ysr)= =0

parat,s =1, T, t>sy0;(u) =0 sij>q.

Ejemplo 2.2.2.

Un caso particular de (2.7) es un proceso localmente estacionario de medias méviles

de orden ¢ = 1, LSMA(1), dado por

Ver = n(5) +0 () [0($) e+ ],

t =1,...,T donde {¢}; es una secuencia de ruido blanco de media cero y varianza

uno. La estructura de covarianza del modelo estd dada por

¢

i) , s=t—1
Cov(Yir,Ysr) = !
l)y | s=t+1

13



En este caso, la funciéon de transferencia esta dada por

ver Dahlhaus (1996a).

2.3. Procesos Localmente Estacionarios de Larga

Memoria

Un proceso de larga memoria {Y;7}; localmente estacionario puede ser definido

especificando la decadencia hiperbdlica de la funcién de autocovarianzas, ver Ferreira

et al. (2013) y Palma et al. (2013).

Definiciéon 2.4.

Un proceso {Y:r}: dado por la definicién 2.1 con representacién infinita de medias
moéviles definida por la ecuacién (2.4), se dice Localmente Estacionario de Larga
Memoria (LSLM) si existe una constante K positiva tal que los coeficientes de la

expasion de medias moviles cumplen lo siguiente

i(u)] < Kjo (2.10)

14



Para u € [0,1] y algin d € (0,1/2).

Ejemplo 2.3.1.
Una generalizacion del modelo de ruido fraccionario es el proceso de ruido fraccionario
localmente estacionario (LSFN), el cual estd dado por la ecuacién (2.4) en donde los

coeficientes

[+ d(u)]
7+ HT{d(w)]

viu) = ¢
donde I'() es la funcién Gamma y d(-) es el pardmetro de larga memoria que varia

suavemente en el tiempo. De Palma (2010), se tiene que las covarianzas del proceso

LSFN son

o oy T[1—d(2) —d(L)]T[s —t —d(3)]
Cov(Yir, Yar) = o (7)o (7)1 M—d()]T[dE)] T [s—t+1-d(5)]

para s,t € {1,....,T}, s > t y la densidad espectral que varia en el tiempo

estd dada por

para A € [—m, 7]. Ademads se tiene que

Py ) ~ T 2,

2T

Donde ay ~ by significa que ay/by — 1 si |A] = 0

15



Ejemplo 2.3.2.
Otro ejemplo es el proceso localmente estacionario integrado fraccionadamente de

medias moviles LSARFIMA (O, d(u), 1), el cual estd dado por la ecuacién
YVir=0(4) [1+6(%)B] (1 — B)~/T,

donde B es el operador de rezagos, 0(-) es el pardametro de medias méviles que
varia suavemente en el tiempo, con la condicién |f(u)| < 1 para todo u € [0,1] y
d(-) es el pardametro de larga memoria que varia suavemente en el tiempo. De Palma

(2010), se tiene que las covarianzas del proceso LSARFIMA (0, d(u), 1) son

b ey T[1=d(2) —d(&)]T [s—t—d(2)]
Cov(Yyr,Ysr) = U(T)U(T)F [1—d(2)]T[d(2)] T [s—t+1—d(L)]
t L S

para s,t € {1,....,T}, s>t

2.4. Covarianza Local

Definicién 2.5.
Sea {Y:r}: un proceso LS que satisface la definicién 2.1, con densidad espectral que
1

evoluciona en el tiempo dada por f(u,\) = 2—|A(u, A2 Se define la autocovarianza
7r

local de lag k£ del proceso en el tiempo u por

16



Y(u, k) = flu, N dx, ke Z. (2.11)

de Dahlhaus (1996b) se tiene que el proceso tiene a nivel local la misma funcién

de autocovarianza, pues

COU(Y[uT],T,Y[uTHk,T) = / A([)UT},T()\)A[OUT]—FIC,T(_)\)ei/\kd)\

—Tr

= y(u, k) +O(T™), (2.12)

uniformemente en u y k. Asi la expresién v(u, k) justifica la covarianza local del

proceso en el tiempo u = ¢/T.

Proposicion 2.4.1.

Para un proceso LSMA(1) con media constante i y o(u)® =1, definido por
Yir=p+0(%)e1 + e,

se tiene que

17



Capitulo 3

Regresion Lineal con Errores

LSMA (q)

En este capitulo estudiamos el marco tedrico de las propiedades asintoticas del
BLUE para el vector de pardmetros  de una regresién lineal, en donde los k (> 1)
regresores son no estocasticos de variacion suave en el tiempo, y las perturbaciones
son un proceso LSMA(q), es decir, analizaremos la teorfa suponiendo que los pardme-
tros del proceso LSMA(g) son conocidos. Ademés se comparan las varianzas tedricas

exactas, muestrales y asintoticas del BLUE de § mediante estudios de simulacion.

18



3.1. Definicion

Definicién 3.1.
Un proceso Localmente Estacionario con funcién de transferencia A° puede ser defi-
nido por la representacion espectral

™

Yo = X'(§)8+ [ Al (eNaBO) (3.1)

_—
parat =1,..,T. Donde X'(%) = <x1 (%), ..., xk(%)) es un vector de k componentes
no estocasticas, tales que x;(-) € 02([0, 1]) i=1,...,k, B=(B1,...,0k) es un vec-
tor de parametros desconocidos de la regresiéon, B(\) es un un movimiento Browniano
en [—m, 7], ademds existe una constante K positiva y una funcién A : [0,1] x R — C,

2w — periddica, con A(u, —\) = A(u, A) tal que

para todo T

Observacién 3.1.1.

Notamos que si k = 1y z1(u) = 1 para todo u € [0,1] tenemos el caso particular
de un proceso con media constante p. Por otro lado si k = 1y z1(-) € C2([0,1]) no
constante, tenemos el caso particular de un proceso con de tendencia de variacion en

el tiempo z(u)p.
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Definicion 3.2.

Un ejemplo de estos procesos esta dado por la siguiente expansion infinita de medias

moviles
Yor = X'(3)B+0(3) D vi(f)e— (3.3)
5=0
Donde X’(%) = (zl(%), - xk(%)> es un vector de k componentes no estocasti-

cas, tales que x;(-) € 02([0, 1]) i =1,.,k, 8 = (p1,...,0k) es un vector de
pardametros desconocidos de la regresion, {¢ }; es una secuencia de ruido blanco de me-
dia cero y varianza unitaria, y {1;(u)}; son coeficientes que satisfacen ZJO.';O i(u)? <

oo para todo u € [0, 1].

Definicién 3.3.
Otro ejemplo de estos procesos esta dado por la expansion de medias méviles de orden

q dada por
q

Yir = X'($)B+0(7) D_0i(1)es (3.4)

7=0
parat =1,....,T, donde 0y(u) = 1y {€}; es una secuencia de ruido blanco de media
cero y varianza uno. X'(%) = (:vl(%), s xk(%)> es un vector de k componentes no

estocésticas, tales que x;(-) € 02([0, 1]) i=1,..,k = (0., 0k) es un vector

de parametros desconocidos de la regresion.
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3.2. Estimacion

Consideremos el proceso {Y;r}: dado por la definicion 3.3, ahora si definimos
Yr =i, Yor,....Yrr), Xrlamatriz de disenio de la regresiéon y I' la matriz de

covarianzas de er = (€17, ...,err) dada por

I'= {/ ei/\(r_S)Ag,T()‘>Ag,T()\)d)‘} )
[_Wfﬂ']

r,s=1,...,T
y
q . .
Ar(N) = o(F) D 0i(F)e™ = A(£, ) (3.5)
§=0
se tiene que el BLUE de 3 esta dado por

. -1
fro = (XIxp) Xprlyy (3.6)

donde © = (04, ...,6,,0)". Por otro lado, tenemos que BLUE es insesgado y su

varianza, es
~ , 1 —1
Var(fre) = (XTP— XT> . (3.7)

Ahora nos interesa estudiar el comportamiento asintdtico de Var(BT@), pero de
(3.7) notamos que en primer lugar la matriz I" debe ser invertible, esto se aborda en la
proposicion 3.3.1. Luego necesitamos conocer la forma de I'"!, pero por otro lado se
sabe que el nimero de operaciones para invertir una matriz cuadrada de dimensiones
T x T es del orden O(T?), ver Gastinel (1966), por tanto a priori es complicado
obtener una expresién simplificada para Var(gTye).
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3.3. Teoria Asintdtica

En esta seccién se daran las principales propiedades asintoticas del BLUE de
para un proceso LSMA(q). Concretamente, se mostrard la consistencia de este estima-
dor, también veremos la tasa de crecimiento de la varianza y por ultimo un Teorema
del Limite Central. Estas propiedades estan dadas bajo las siguientes condiciones de

regularidad.

Supuestos 3.1.

53.1 De la definicion 3.3, 0y(u) = 1 para todo u € [0,1], 6;(-) € C*([0,1]) para todo

j€{1,...,q} con derivadas acotadas.

53.2 Las raices del polinomio p(z) = 1+ 601(u)z + 02(u)z? + - - + 0,(u)2? estdn fuera

del disco unitario para todo u € [0, 1].
53.3 o(-) € C2([0,1]) tal que o(u) > 0 para todo u € [0, 1].

S8.4 Los vectores regresores no estocastico son funciones continuas tales que /l%m X(t/T) =
t/T—u

X (u) para todo u € [0, 1].
53.5 Cada componente del vector X (-) estd en C*([0,1]).

S3.6 Ezisten constantes positivas a y K, tales que |o(u);(u)| < Ke ™, para j > 1y

para todo u € [0, 1].

Proposicién 3.3.1.
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Sea {Y:r}: un proceso que satisface la definicion 2.3 y cumple con los supuestos S3.1-

S3.6. Entonces la matriz

,,,,,

es tnvertible.

Teorema 3.1 (Varianza asintdtica).
Sea {Y;r}e un proceso que satisface la definicion 3.3 y los supuestos S3.1-53.6. Sea

BNT@ el BLUE de (3. Entonces

- -1

_ /1 X (u) X' (u)
TVCLT(ﬁT’@> — V= du . (38)

olu)? [Z 2 <u>]

Jj=0

Cuando T'— oco. En términos de la densidad espectral se tiene que

X (u) X (u)

TVar(fre) — V =2« lwdu . (3.9)

Cuando T — oo.

La consistencia esta establecida en el siguiente Teorema

Teorema 3.2 (Consistencia).
Sea {Y; 1}t un proceso que satisface la definicion 3.3 y los supuestos S3.1-S3.6. Sea
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BT@ el BLUE de 3. Entonces BT@ es un estimador consistente, es decir,
5 P
ﬂT7® — B:

cuando T — oo.

Teorema 3.3 (Normalidad).

Sea {Yir}t un proceso que satisface la definicion 3.3 y los supuestos S3.1-53.6, donde
{e:}: es una secuencia de errores independientes e idénticamente distribuidas tal que
E(e,) =0, Var(e) =1y el n—ésimo cumulante k, < oo para todo n > 3. Sea BT,@
el BLUE de (3. Entonces

VT (fre — ) 3 N(0,V)
cuando T — oo, donde V' estd dado por (3.8).

Ejemplo 3.3.1.
Sea el proceso

Yir=p+ 9(%)@_1 +6, t=1,..T.

Donde ¥V u € [0,1],0(u) = 6 constante, tal que |0] < 1y ¢ ~ RB(0,1). Es decir
{Yi7r}: es un proceso MA(1). Sea fire el BLUE de p, luego por el Teorema 3.1 se

tiene que
! 1
TVar(fire) ~ ——du| =[1+06
0 [1 + e(u)}
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Ejemplo 3.3.2.
Sea el proceso

K’T:M—Fe(%)ﬁg,l—'—ﬁt, tzl,,T

Donde 0(u) = a + bu+ cu? , tal que las constantes a, b, c camplen que |0(u)| < 1 para
todo u € [0,1] y ¢ ~ RB(0,1). Es decir {Y; 1} es un proceso LSMA(1). Sea fir e el

BLUE de p, luego por el Teorema 3.1 se tiene que

1
1
TVar(fire) ~V = / 5 du
0 [1+a—|—bu+cu2]

2 2
SeaA:4ac—b2,luegoV:A(1+aib+c)+zcg(a,b,c)y
(9 b+ 2c b
A [arctanh<ﬁ> — arctanh(\/f_A)} , A<O
4c
a,b,c)=¢ ——— _
g( ) = b(b+ 20) , A=0yc#0

2 b+ 2c b

\ ﬁ[arctan<ﬁ>—arctan<ﬁ>] , A>0

Ver Gradshteyn and Ryzhik (2000, p. 79-80).

Ejemplo 3.3.3.
Sea el proceso

Vir=p+0(t)e1+ea, t=1,..T

Donde 6(u) = cos(u)® — 1y ¢ ~ RB(0,1). Es decir {Y;r}; es un proceso LSMA(1).
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Sea fire el BLUE de p, luego por el Teorema 3.1 se tiene que

1
1
TVar(jire) ~V = / — _du
0 [cos(u)?’}

De Gradshteyn and Ryzhik (2000, p. 158), se tiene que

V= [% tan(1)® + gtam(l)‘3 + tan(l)] _1.

Ejemplo 3.3.4.
Supongamos que k = 2,q = 1y o(u) = 1 para todo u € [0, 1], asi tenemos el siguiente
modelo de regresién:
Vi = X(R)8+0(E)e +e
= 3’;1(%)61+l’2(%)52+9(%)6t71+6t7 t= 1,...,T.
Tal que z1(+), 22(-) € C*([0,1]), 6(u) € C* con derivadas acotadas y |0(u)| < 1

para todo u € [0,1], 8 = (p1,52)" v & ~ RB(0,1).

Sea fr,e el BLUE de § definido por

~ —1
fro = (XiT X)) XG0 1Yy
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Donde X7 es la matriz de diseno de la regresion dada por

XT: )

Yr = Yir,Yar,....Yrr) y I es la matriz inversa de Var(Yr) =T.
Entonces

TVar(BT,@) — Q!

Cuando T' — oo. Donde
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3.4. Estudio de Simulacion

Esta seccién trata sobre el calculo de la varianza del BLUE de ( para el proceso
{Y:1}: que satisface la definicién 3.3, se mostrara la exactitud de la férmula asintdti-
ca dada por el Teorema 3.1, comparandola con la varianza muestral del BLUE de
obtenida a partir de varias simulaciones y la varianza tedrica del BLUE de 3, dada
por la ecuacion (3.7). Estas comparaciones se ilustran con un proceso LSMA(1) y
LSMA(2) con pardametros de variacién en el tiempo que evolucionan mediante polino-
mios, funciones armonicas, logaritmicas, etc. Y regresores tales que z;(+) € 02([0, 1])

parai € {1,....k}.

Ejemplo 3.4.1.
En este primer ejemplo, estudiamos el comportamiento de la varianza del BLUE de

la media constante p de un proceso LSMA(1), definido por

Yir = p+ 9(%)@4 + €&

donde ¢ N(0,1) y 6(u) = 3.5(u—0.5)%, u€[0,1].
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Figura 3.1: Funcién de variacién en el tiempo 6(u) = 3.5(u — 0.5)2.

serie
o
1

2 4

4 J

0 200 400 600 800 1000

tiempo

Figura 3.2: Simulacién de un proceso LSMA(1) con pardmetro 6(u) = 3.5(u — 0.5)2.
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ACF

ACF

Partial ACF

Series y[1:200]

Series y[401:600
Series y[801:1000]
;:::,::f:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::‘:::J:::E:::::::::::::
Figura 3.3: ACF de un proceso LSMA(1) con parametro 6(u) = 3.5(u — 0.5)%.
Series y[1:200]

:: 7777777777777777777777777777777777777777777777777777777 ‘ 7777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777
] A
Series y[401:600)
| |

Series y[801:1000]

Figura 3.4: PACF de un proceso LSMA(1) con pardmetro 6(u) = 3.5(u — 0.5).
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proceso LSMA(1) con pardmetro 6(u) = 3.5(u — 0.5)2.

Tabla 3.1: Comparacién varianza tedrica del BLUE de la media constante p de un

Método Tamano Muestral

T=1000 T=2000 T=3000 T=4000 T=5000
Exacta 0.00149496 0.00074763 0.00049845 0.00037385 0.00029909
Muestral 0.00150447 0.00073363 0.00048347 0.00037694 0.00030638
Asintética 0.00149555 0.00074777 0.00049851 0.00037388 0.00029912
Método Tamano Muestral

T=6000 T=7000 T=8000 T=9000 T=10000
Exacta 0.00024924 0.00021364 0.00018693 0.00016617 0.00014955
Muestral 0.00025559 0.00020976 0.00018160 0.00016783 0.00014391
Asintética 0.00024927 0.00021366 0.00018695 0.00016618 0.00014956
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Observacién 3.4.1.

Las muestras de este proceso LSMA(1) fueron simuladas mediante el algoritmo de re-
cursién usando 1000 trayectorias de tamanos 1" = 1000, 7' = 2000, 7T = 3000, T =
4000, T =5000, T =6000, T =7000, 7T =8000, 7T =9000y T = 10000.La
tabla 3.1 muestra el estudio de simulacion para ilustrar el calculo de la varianza del
BLUE de p, en donde se compara la varianza muestral del BLUE, la varianza exacta
del BLUE, que esta dada por la ecuacién (3.7) y la varianza asintética del BLUE,

que estd dada por la expresién (3.8).

Ejemplo 3.4.2.
En este ejemplo, estudiamos el comportamiento de la varianza del BLUE del parame-

tro de tendencia 3 con errores LSMA(1), definido por

Vir = (3)8 4 6(£)er +

donde ¢; N(0,1), x(u)=sin(2ru), we€[0,1]yO(u)=02—-u, ue]l0,1].
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Figura 3.6: Simulacién de un proceso LSMA(1) con parametro 6(u) = 0.2 — u.
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un proceso LSMA(1) con pardmetro 6(u) = 0.2 — u

Tabla 3.2: Comparacion varianza tedrica del BLUE del parametro de tendencia 5 de

Método Tamano Muestral

T=1000 T=2000 T=3000 T=4000 T=5000
Exacta 0.00058534 0.00029348 0.00019584 0.00014695 0.00011760
Muestral 0.00056946 0.00029517 0.00020067 0.00014465 0.00011463
Asintética 0.00058868 0.00029434 0.00019623 0.00014717 0.00011774
Método Tamano Muestral

T=6000 T=7000 T=8000 T=9000 T=10000
Exacta 0.00009802 0.00008403 0.00007353 0.00006537 0.00005883
Muestral 0.00009945 0.00008835 0.00007085 0.00006972 0.00006107
Asintética 0.00009811 0.00008410 0.00007358 0.00006541 0.00005887
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Observacién 3.4.2.

Las muestras de este proceso LSMA(1) fueron simuladas mediante el algoritmo de re-
cursién usando 1000 trayectorias de tamanos 1" = 1000, 7' = 2000, 7T = 3000, T =
4000, T =5000, T =6000, T =7000, 7T =8000, 7T =9000y T = 10000.La
tabla 3.2 muestra el estudio de simulacion para ilustrar el calculo de la varianza del
BLUE de p, en donde se compara la varianza muestral del BLUE, la varianza exacta
del BLUE, que esta dada por la ecuacién (3.7) y la varianza asintética del BLUE,

que estd dada por la expresién (3.8).

Ejemplo 3.4.3.
En este otro ejemplo, estudiamos el comportamiento de la varianza del BLUE de (8

de una regresion lineal con errores LSMA(1), definido por

Yir = Il(%)ﬁl + $2(%)52 + 9(%)@—1 + &

donde ¢ & N(0,1), z(u) =u? zo(u) = €%, u € 0,1y 0(u) = log(0.5+

w), wu€l0,1].
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Figura 3.10: Simulacién de un proceso LSMA(1) con parametro 6(u) = log(0.5 + u).
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Tabla 3.3: Comparacion matriz de covarianza tedrica del BLUE de § de una regresion

lineal con errores LSMA(1) con pardmetro 6(u) = log(0.5 + u).

Método Varianza Covarianza
Bl,T,@ BZT,@ (Bl,T,@a BZ,T,@)
T=1000
Exacta 0.01824951 0.00065214 -0.00259328
Muestral  0.01821636 0.00068231 -0.00260742
Asintética  0.01804399 0.00063624 -0.00253320
Método Varianza Covarianza
Bl,T,@ BZ,T,@ (Bl,T,@a BQ,T,@)
T=3000
Exacta 0.00603814 0.00021389 -0.00085123
Muestral — 0.00586865 0.00021478 -0.00084573
Asintotica  0.00601466 0.00021208 -0.00084440
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Método Varianza Covarianza
BLT,@ Bz,:r,@ (Bl,T,@a BQ,T,@)
T=5000
Exacta 0.00361730 0.00012790 -0.00050911
Muestral  0.00377108 0.00012826 -0.00053240
Asintética 0.00360880 0.00012725 -0.00050664
Método Varianza Covarianza
BLT,@ Bz;r,@ (Bl,T,@a BQ,T,@)
T=10000
Exacta 0.00180653 0.00006379 -0.00025394
Muestral  0.00181822 0.00006302 -0.00025665
Asintética  0.00180440 0.00006362 -0.00025332
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Observacién 3.4.3.

Las muestras de este proceso LSMA(1) fueron simuladas mediante el algoritmo de
recursion usando 1000 trayectorias de tamanos 7' = 1000, T = 3000, T = 5000 y
T = 10000. La tabla 3.3 muestra el estudio de simulacién para ilustrar el calculo de
la matriz de covarianza del BLUE de 3, en donde se compara la matriz de covarianza
muestral del BLUE, la matriz de covarianza exacta del BLUE, que estd dada por la
ecuacion (3.7) y la matriz de covarianza asintdtica del BLUE, que estd dada por la

expresion (3.8).

Ejemplo 3.4.4.
En este ejemplo estudiamos el comportamiento de la varianza del BLUE de  de una

regresion lineal con errores LSMA(2), definido por

Yor = a1(7)B1 + 22(7) B2 + 0 (7) [02(F) -2 + 01 (7) -1 + ]

donde ¢; N(0,1), x(u)=wu, z2(u)=e" wel0,1], ou)=+/05+u, uc

0,1] y 61(u) =u—0.5, 6s(u) =0.5y/u—0.5 uelo1l].
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Tabla 3.4: Comparacién matriz de covarianza tedrica del BLUE de 8 de una regresion

lineal con errores LSMA(2) de pardmetros 61(u) = u — 0.5, 6y(u) = 0.5y/u— 0.5y

o(u) =+0.5+u.

Método Varianza Covarianza
Brre Bare (Bire, Poro)

T=1000

Exacta 0.00800724 0.00083814 -0.00136840

Muestral  0.00757377 0.00082073 -0.00118721

Asintotica  0.00778900 0.00074928 -0.00123067

Método Varianza Covarianza
Brre Bare (Biro: Poro)

T=3000

Exacta 0.00262482 0.00026107 -0.00042800

Muestral  0.00249987 0.00025377 -0.00040002

Asintotica  0.00259633  0.00024976 -0.00041022
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Método Varianza Covarianza
BLT,@ Bz,:r,@ (Bl,T,@a BQ,T,@)
T=5000
Exacta 0.00156864 0.00015413 -0.00025288
Muestral  0.00154800 0.00015354 -0.00025606
Asintética 0.00155780 0.00014986 -0.00024613
Método Varianza Covarianza
BLT,@ Bz;r,@ (Bl,T,@a BQ,T,@)
T=10000
Exacta 0.00078177 0.00007606 -0.00012485
Muestral  0.00079948 0.00008216 -0.00013725
Asintética  0.00077890 0.00007493 -0.00012307
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Observacién 3.4.4.

Las muestras de este proceso fueron simuladas mediante el algoritmo de recursién
usando 1000 trayectorias de tamanos 7' = 1000, T = 3000, T = 5000y T = 10000.
La tabla 3.4 muestra el estudio de simulacion para ilustrar el calculo de la matriz de
covarianza del BLUE de 3, en donde se compara la matriz de covarianza muestral del
BLUE, la matriz de covarianza exacta del BLUE, que estd dada por la ecuacién (3.7)

y la matriz de covarianza asintética del BLUE, que estd dada por la expresién (3.8).
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Capitulo 4

Extensiones

La idea de este capitulo es extender a un proceso LSARMA(q) las propiedades
asintoticas del BLUE para el vector de parametros 3 de una regresion lineal como fue
visto en el capitulo anterior.

Realizaremos simulaciones para ver el comportamiento asintético de la varianza del
BLUE para la media constante p de un proceso LSARMA(p, q), es decir, analizaremos
la teoria suponiendo que los pardametros del proceso LSARMA(p, ¢) son conocidos.
De lo anterior, extendemos el estudio de simulaciones para el caso u(%) =X’ (%)5 .

Donde X'(%) = (xl(:%), o Tk (%)) es un vector de k componentes no estocésticas,

tales que x;(-) € C*([0,1])) i=1,...k, B=(B,...,5).
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4.1. Extension a un Proceso LSARMA (p, q)

Definicién 4.1.

Sea el proceso

Yir = %mZ@ 8 (Yiur = X'(55)8) +0 (4) Ze (£)ersr (4.1)
para t = 1,...,T. Un proceso de corta memoria LSARMA(p, ¢), donde X’(%) =

<$1(%), ,xk(%)> es un vector de k componentes no estocésticas, tales que z;(+) €

C*([0,1]) i=1,...k, B=(Bi,....0)" Las raices del polinomio

O(z,u) =14+ ¢1(u)z+ - + dp(u)2?
estdn fuera del disco unitario D = {z € C : |z| < 1} para todo u € [0,1] y ¢ ~
RB(0,1).

Sea I matriz de covarianzas del proceso LSARMA (p, ¢) dada por

I = { / eiA<T-5>A27T(A)Ag,T(A)dA} :
[_7r77r] s

Apr(N) = W™
=0
Donde » 7% [Wy 7] < oo
La densidad espectral de este proceso esta dada por

2
;1':0 0, (u)e™

2 1o Puu)e™

Donde 0y(u) = 1, ¢o(u) = —1 para todo u € [0, 1].

o(u)

f(u7/\) =

. uwel0,1], X € [—m, 7]
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Conjetura 4.1.1.

Para el proceso dado en la definicion 4.1 se tiene que el BLUFE de (8 estd dado por

- —1
Bre = (X{plﬂleT> XYy

donde © = (01, ...,0,,0)', Yr= Yir,Yor,...Yrr) y X} esla matriz de diseno.

Luego la varianza de Bre es

Var(Bre) = (X’Trle)_l.

Luego la varianza asintotica estd dada por

| x| S|
ar(Bre) ~ V= 0 ()2 9,(u) u

En términos de la densidad espectral se tiene que

. 1 X (u) X (u)
TVCZ?”(ﬂ]ﬁ@) ~ 2 ; Wdu

Ejemplo 4.1.1.

(4.3)

Supongamos que k =2,p=1,¢ =0y o(u) = 1 para todo u € [0, 1], asi tenemos el

20



siguiente modelo

Yio = X'(8)8+06(£) (Yerr — X' (5)8) +
= 2i(§)B+aa(£)B+
6() (Yirir = ma ()81 + 22 32) + e
parat =1,..,T. Tal que Yo r = 0,21(-), z2(-) € C2([0,1]), ¢(u) € C*([0,1]) con
derivadas acotadas y |¢(u)| < 1 para todo u € [0,1], 8 = (81, 32)" vy & ~ RB(0,1).

Sea ﬁNT@ el BLUE de 8 definido por

- —1
Bre = (X’TF*XT) XTIy

Donde X7 es la matriz de diseno de la regresion dada por

) w(z)
ri(z) 22(7)

Xr = ,

el
el

1 (

S

i(z) w2(7)

Yr = (Yir,Yor,....Yrr) y ! es la matriz inversa de Var(Yr) =T.
Entonces

TVar(fre) — Q7!

Cuando T' — oo. Donde

! ri(u)?  xy(u)zs(u
Q/ [p(u) — 1]? ) ) ) du.

o(u)x1(u) 952(“)2
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4.2. Estudio de Simulacion

En esta seccion estudiamos el comportamiento de la varianza teérica del BLUE me-
diante simulaciones para procesos localmente estacionarios de corta memoria LSAR(q)
y LSARMA(p, q). Compararemos las férmulas asintéticas de las varianzas dadas por
las Conjeturas antes mostradas con la varianza muestral del BLUE de p y la varianza

tedrica del BLUE de u, dada por la ecuacion (4.2).

Ejemplo 4.2.1.
En este primer ejemplo, estudiamos el comportamiento de la varianza del BLUE de

la media constante p del proceso LSAR(3), definido por

Yir = pt 6 (8) (Yiorr = 1) + 6a() (Yoo — ) + 05(5) (Yioar — 1) + e

donde ¢ % N(0,1), ¢1(u) = Z(u— 0.5)2, ¢o(u) = 5 (1202 — 4u + 3) y ¢(u) =

(=4 +2u+4), uel01].
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Figura 4.2: Simulacién de un proceso LSAR(3) con pardmetros ¢i(u) = £(u —

0.5)%,  ¢o(u) = 1—12(12u2 —4du+3)y ¢p3(u) = 1—15(—4u2 + 2u + 4).
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Tabla 4.1: Comparacion varianza tedrica del BLUE de la media constante p del pro-
ceso LSAR(3) con pardmetros ¢1(u) = Z(u—0.5)%  ¢o(u) = 55(12u* — 4u+3) y

¢3(u) = 1= (—4u? + 2u + 4).

Método Tamano Muestral

T=1000 T=2000 T=3000 T=4000 T=5000
Exacta 0.00357312 0.00178953 0.00119369 0.00089552 0.00071653
Muestral 0.00384710 0.00179665 0.00126256 0.00085099 0.00070820
Asintética 0.00358510 0.00179255 0.00119503 0.00089627 0.00071702
Método Tamano Muestral

T=6000 T=7000 T=8000 T=9000 T=10000
Exacta 0.00059718 0.00051191 0.00044795 0.00039819 0.00035839
Muestral 0.00060775 0.00051299 0.00044356 0.00040788 0.00037213
Asintética 0.00059751 0.00051215 0.00044813 0.00039834 0.00035851
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Observacién 4.2.1.

Las muestras de este proceso LSAR(3) fueron simuladas mediante el algoritmo de

recursion. La tabla 4.1 muestra el estudio de simulacion para ilustrar el calculo de la

varianza teodrica del BLUE de pu.

La varianza exacta estd dada por (4.2) y la varianza asintética estd dada por (4.3).

Notamos que las férmulas dadas por las Conjeturas tienen una buena precision, con

lo cual nos queda la tarea de poder demostrar estas férmulas.

Ejemplo 4.2.2.

Sea el proceso LSARMA(1,1) con media constante u, definido por

Yir =p+ ¢1(%) <Yt—1,T - M) +9(%)€t—1,T + €,

donde ¢, ¥ N(0,1), ¢(u) = L(u—0.5)2 y O(u) = L(—6u2 + 2u + 5),
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Figura 4.5: Funciones de variacion en el tiempo ¢(u) = £(u—0.5)? y 0(u) = §(—6u*+
2u +5).

Figura 4.6: Simulacién de un proceso LSARMA(1,1) con pardmetros ¢(u) = &(u —

0.5)% y 0(u) = §(—6u® + 2u +5).
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proceso LSARMA(1,1) con pardmetros ¢(u)

Tabla 4.2: Comparacién varianza tedrica del BLUE de la media constante p de un

= 2(u—0.5)*y O(u) = §(—6u’+2u+5).

Método Tamano Muestral

T=1000 T=2000 T=3000 T=4000 T=5000
Exacta 0.00499939 0.00250116 0.00166780 0.00125099 0.00100086
Muestral 0.00484383 0.00240858 0.00155947 0.00130238 0.00099043
Asintética 0.00500568 0.00250284 0.00166856 0.00125142 0.00100113
Método Tamano Muestral

T=6000 T=7000 T=8000 T=9000 T=10000
Exacta 0.00083408 0.00071495 0.00062560 0.00055610 0.00050050
Muestral 0.00082930 0.00073423 0.00067886 0.00055901 0.00050325
Asintética 0.00083428 0.00071509 0.00062571 0.00055618 0.00050056

29



Observaciéon 4.2.2.

Las muestras de este proceso LSARMA(1,1) fueron simuladas mediante el algoritmo
de recursion. La tabla 4.2 muestra el estudio de simulacién para ilustrar el calculo de
la varianza teérica del BLUE de p.

La varianza exacta estd dada por (4.2) y la varianza asintética estd dada por (4.3).
Al igual que el caso anterior, notamos que las férmulas dadas por las Conjeturas
tienen una buena precision, con lo cual nos queda la tarea de poder demostrar estas

formulas.

Ejemplo 4.2.3.
En este ejemplo, estudiamos el comportamiento de la varianza del BLUE de ( para

un proceso LSAR(1), definido por

Vir = X'(§)8+0(3) (Yior = X'(5)5) + e
= a(B)a+ o)+

O(£) (Yiorr =21 (5B +22(5)8:) + e

parat = 1,...,T. Tal que Yor =0, z1(u) = u,z2(u) = Vu, ¢(u) =u—02y

e " N(0,1).
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Figura 4.9: Funcién de variacién en el tiempo ¢(u) = u — 0.2.
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Figura 4.10: Simulacién de un proceso LSAR(1) con pardmetro ¢(u) = u — 0.2.
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Figura 4.11: ACF de un proceso LSAR(1) con pardmetros ¢(u) = u — 0.2.
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Figura 4.12: PACF de un proceso LSAR(1) con pardmetros ¢(u) = u — 0.2.
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Tabla 4.3: Comparacion varianza tedrica del BLUE de S del proceso LSAR(1) con

pardmetro ¢(u) = u — 0.2.

Método Varianza Covarianza

BI,T,G BQ,T,@ (Bl,T,@» BZT,@)

T=1000

Exacta 0.1798362 0.08475683 -0.11910079

Muestral ~ 0.1923121 0.08994938 -0.12680360

Asintética  0.1804738  0.08492883 -0.11943959

Método Varianza Covarianza

Bl,T,@ BZ,T,@ (Bl,T,@a BZ,T,@)

T=3000

Exacta 0.06008659 0.02829029 -0.03977523

Muestral ~ 0.06365710 0.02973039 -0.04213601

Asintética  0.06015792  0.02830961 -0.03981320
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Método Varianza Covarianza
BLT,@ Bz,:r,@ (Bl,T,@a BQ,T,@)
T=5000
Exacta 0.03606905 0.01697880 -0.02387423
Muestral  0.03625299 0.01711079 -0.02408282
Asintética 0.03609475 0.01698577 -0.02388792
Método Varianza Covarianza
BLT,@ Bz;r,@ (Bl,ﬂ@a BQ,T,@)
T=10000
Exacta 0.01804095 0.00849114 -0.01194054
Muestral  0.01781084 0.00836629 -0.01179634
Asintética 0.01804738 0.00849288 -0.01194396
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Observacion 4.2.3.

Las muestras de este proceso LSAR(1) fueron simuladas mediante el algoritmo de
recursion. La tabla 4.3 muestra el estudio de simulacion para ilustrar el calculo de la
varianza teodrica del BLUE de §.

La varianza exacta estd dada por (4.2) y la varianza asintética estd dada por (4.3).
Notamos que las férmulas dadas por las Conjeturas tienen una buena precision, con

lo cual nos queda la tarea de poder demostrar estas férmulas.
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Capitulo 5

Eficiencia Relativa

Este capitulo trata de visualizar el comportamiento de la eficiencia relativa entre el
LSE y el BLUE de u (constante) para el caso particular del proceso LSMA(1), donde
0(u) toma la forma lineal y/o trigonométrica. Mostraremos la superficie y curvas de
nivel que se generan para el caso lineal #(u) = a + bu donde |f(u)| < 1 y veremos
ejemplos en donde la eficiencia es cercano a 1 y otros donde es muy lejano a 1.

También compararemos las matrices de covarianzas del LSE y el BLUE del vetor

de pardametros [ para el caso de una regresion lineal con errores LSMA(1) y LSMA(2).

66



5.1. Proceso LSMA con Media i Constante

Estudiaremos la eficiencia relativa del LSE y BLUE para procesos localmente

estacionarios de corta memoria LSMA(1) con distintas funciones 6(u).

Definicién 5.1.
Sea el proceso

}/vt’T:M—{—e(%)Et_l—‘—Et, tzl,,T

Donde 6(-) € C2([0,1]), tal que |f(u)| < 1 para todo u € [0,1] y & ~ RB(0,1). Es
decir {Y; r}+ es un proceso LSMA(1).
Sean fir, firg el LSE y BLUE de p respectivamente, con esto definimos el radio

de eficiencia relativa
(5.1)

Proposicién 5.1.1.
Sea el proceso

Yir=p+ U(%)[G(%)et,l +ea)l, t=1,..,T.

Un proceso localmente estacionario de corta memoria LSMA(1), tal que ¥V u €
[0,1], |0(u)] < 1, o(-) € C*([0,1]), tal que o(u) > 0 para todo u € [0,1] y & ~
RB(0,1).

Sea
no_ Zle }/t,T
2 -7
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El LSE de p.
Luego el comportamiento asintotico de la varianza de este, estd dado por

TVar(pr) ~ /Oa(u)2[1+9(u)]2du. (5.2)

Donde ap ~ by significa que ap /by — 1 cuando T — oc.

5.1.1. Caso 6 Constante

Sea el proceso
Yir =p+ 6’(%)@_1 +6, t=1,..T.
Donde V u € [0,1],0(u) = 6 constante, tal que |6] < 1y ¢ ~ RB(0,1). Es decir
{Y;7r}: es un proceso MA(1).
Sean jip, firg el LSE y BLUE de p respectivamente, luego por el Teorema 3.2

se tiene que

' 1
TVar(jirg) ~ / ——du| =[1+0"
0 [1 + H(U)}

Sea [ir el estimador LSE de u, luego por la Proposicion 5.1.1

TVar(fir) ~ /0 [1+0(uw))* du = [1 + 6]

Luego la eficiencia relativa

_ Var(pr) 1+ 6] B
Rr(9) = Var(firg) 1+ 02

Como fue establecido en Grenander and Rosenblatt (1957).
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5.1.2. Caso 6 Funcion Lineal

Supongamos que la funcién de variacién en el tiempo 6(u) sigue un comporta-

miento lineal, es decir,
O(u) =a+bu, wuel0,1]tal que |#(u)| <1 para todo wu.

Asi tenemos que el radio de eficiencia es

Var(jir)
Var(fir,)

~ 1[1 + a+ bul’du 1 %dv (5.4)
0 o [1+a-+bv

Graficamos las curvas de nivel y la superficie R(G(a, b))

R(0(a,b)) =

Figura 5.1: Curvas de nivel de R(6(a,b)) para 6(u) = a + bu.
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Figura 5.2: Superficie R(6(a,b)) para 6(u) = a + bu.

70



De lo anterior apreciamos que en algunos puntos del dominio de R(@(a,b)) el
LSE es menos eficiente, esto lo podemos notar del grafico de las curvas de nivel.

Observamos que si a — —1 6 si a +b — —1 la eficiencia relativa es mucho mayor a 1.
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Ejemplo 5.1.1.
Para observar esto definamos 6(u) = u—0.8, u € [0, 1]. Luego simulamos 1000 series
de tiempo LSMA(1) de largo T" = 1000, 3000, 5000 y 10000.

Y obtenemos la siguiente tabla resumen para el radio de eficiencia de los estima-

dores LSE y BLUE para la media constante y de un proceso LSMA(1).

Tabla 5.1: Radio de Eficiencia: Varianza LSE v/s varianza BLUE de la media cons-

tante p de un proceso LSMA(1) con pardmetro 6(u) = u — 0.8.

R Tamano Muestral

T=1000 T=3000 T=5000 T=10000

Exacto 2.35 2.37 2.38 2.38

Asintético 2.38 2.38 2.38 2.38

Observacién 5.1.1.

De la tabla 5.1 notamos que la varianza tedrica y asintotica del LSE es aproximada-
mente un 238 % mayor que la varianza tedrica y asintética del BLUE de p. El radio
exacto fue obtenido mediante la ecuacién (5.3) y el radio asintético estda dado por

(5.4).
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Ejemplo 5.1.2.
Ahora definamos 6(u) = 0.2 + 0.5u, u € [0,1]. Luego simulamos 1000 series de
tiempo LSMA(1) de largo 7" = 1000, 3000, 5000 y 10000.

Y obtenemos la siguiente tabla resumen para el radio de eficiencia del LSE y

BLUE para la media constante p de un proceso LSMA(1).

Tabla 5.2: Radio de Eficiencia: Varianza LSE v/s varianza BLUE de la media cons-

tante p de un proceso LSMA(1) con pardmetro 6(u) = 0.2 + 0.5u.

R Tamano Muestral

T=1000 T=3000 T=5000 T=10000

Exacto 1.04 1.04 1.04 1.04

Asintético 1.04 1.04 1.04 1.04

Observacién 5.1.2.

De la tabla 5.2 notamos que la varianza tedrica y asintotica del LSE es aproximada-
mente un 4 % mayor que la varianza tedrica y asintética del BLUE de pu, por tanto
el LSE de p es relativamente eficiente en este caso. El radio exacto fue obtenido

mediante la ecuacién (5.3) y el radio asintético esta dado por (5.4).
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5.1.3. Caso 6 Funcion Trigonométrica
Supongamos que la funcién de variacién en el tiempo 6(u) sigue un comporta-
miento trigonométrico, es decir,

O(u) = sin(a + bu), wu € [0,1] tal que |#(u)| < 1 para todo u € [0, 1].

Asi tenemos que el radio de eficiencia es

Var(fir)
Var(fire)

~ 1[1 + sin(a 4 bu)]?du 1 - sdv | (5.6)
; o [L+sin(a + bv)]

De lo anterior apreciamos que en algunos puntos del dominio de R(@(a,b)) el

R(0(a,b)) (5.5)

LSE es menos eficiente, esto lo podemos notar del gréafico de las curvas de nivel.
Observamos que si a + bu — —7/2 + 2kw, k € Z la eficiencia relativa es mucho

mayor a 1.
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Ejemplo 5.1.3.
Para observar esto definamos 6(u) = sin(—0.2 — 1.1u), u € [0, 1]. Luego simulamos
1000 series de tiempo LSMA(1) de largo 7" = 1000, 3000, 5000 y 10000.

Y obtenemos la siguiente tabla resumen para el radio de eficiencia del LSE y

BLUE para la media de un proceso LSMA(1).

Tabla 5.3: Radio de Eficiencia: Varianza LSE v/s varianza BLUE de la media cons-

tante p de un proceso LSMA(1) con pardmetro 0(u) = sin(—0.2 — 1.1u).

R Tamano Muestral

T=1000 T=3000 T=5000 T=10000

Exacto 8.17 9.26 10.17 10.75

Asintético 10.97 10.97 10.97 10.97

Observacién 5.1.3.

De la tabla 5.3 notamos que la varianza tedrica y asintética del LSE es aproxima-
damente un 1000 % mayor que la varianza tedrica y asintética del BLUE de la me-
dia constante u. El radio exacto fue obtenido mediante la ecuacién (5.3) y el radio

asintdtico esta dado por (5.4).
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Ejemplo 5.1.4.
Ahora definamos 6(u) = sin(0.5u +0.2), wu € [0, 1]. Luego simulamos 1000 series de
tiempo LSMA(1) de largo 7" = 1000, 3000, 5000 y 10000.

Y obtenemos la siguiente tabla resumen para el radio de eficiencia del LSE y

BLUE para la media constante p de un proceso LSMA(1).

Tabla 5.4: Radio de Eficiencia: Varianza LSE v/s varianza BLUE para la media cons-

tante p de un proceso LSMA(1) con pardametro 6(u) = sin(0.5u + 0.2).

R Tamano Muestral

T=1000 T=3000 T=5000 T=10000

Exacto 1.03 1.03 1.03 1.03

Asintético 1.03 1.03 1.03 1.03

Observacién 5.1.4.

De la tabla 5.4 notamos que la varianza tedrica y asintotica del LSE es aproximada-
mente un 3 % mayor que la varianza tedrica y asintética del BLUE de pu, por tanto
el LSE de p es relativamente eficiente en este caso. El radio exacto fue obtenido

mediante la ecuacién (5.3) y el radio asintético esta dado por (5.4).
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5.2. Regresion Lineal con Errores LSMA

En esta seccion compararemos las matrices de covarianzas del LSE y el BLUE del

vetor de pardmetros [ para el caso de una regresién lineal con errores LSMA(1).

Definicién 5.2.

Sea el proceso

Vir =i (B)6n +va(F)fa -0 e 1= LT,

Tal que z1(-), z2(-) € C2([0,1]), 6(-) € C2([0,1]) con derivadas acotadas y [f(u)| <
1 para todo w € [0,1], 8= (p1,52) v & ~ RB(0,1).
Sean BT, BT,(; el LSE y BLUE de (8 respectivamente, con esto definimos el radio

de eficiencia relativa

det(Var(BT))
det(Var(BT,g)) '

R(O) = (5.7)

Proposicién 5.2.1.

Sea
Vir = a0 (£)6 + 2a(3) B+ o ()B(E)e ). 1=1,..T.
Tal que x1(-),2z2(-) € C2([0,1]), 6() € C2([0,1]) con derivadas acotadas y
|0(u)| <1 para todo uw € [0,1], B = (p1,02) ye ~ RB(0,1).

Sea BT el estimador LSE de [ definido por

N -1
Br = (XpXr) XpYe
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Donde X1 es la matriz de diseno de la regresion dada por

ri(z) 22(7)
i(z) w2(7)

Xr = ,

Sl
Sl

el
el

Ll
SN——
Ll
N—"

il‘l( 1‘2(

eYr =Y, Yor, ... Yrr)

Se tiene que

Var(Gr) = (X;,XT) 1X’TFXT<X’TXT>1.

Entonces

TVar(fr) — 'Qu~L

Cuando T — oco. Donde
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Ejemplo 5.2.1.
En este ejemplo, estudiamos el comportamiento de la varianza del BLUE de 3 de una

regresién lineal con errores LSMA(1), definido por

Yir = 1’1(%)51 + 372(%)52 + 9(%)&—1 + €

Donde ¢, N(0,1), zi(u) =u, z2(u)=sin(27u), ue€ 0,1y f(u)=0.5—
u?, wuw € [0,1]. Luego simulamos 1000 series de tiempo LSMA(1) de largo T =

1000, 3000, 5000 y 10000.
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Tabla 5.5: Matriz de covarianza tedrica del LSE de 8 de una regresién lineal con

errores LSMA(1) de pardmetro 6(u) = 0.5 — u?.

Método Varianza Covarianza

Bl,T BQ,T (Bl,T?BZT)

T=1000

Exacta 0.00423115 0.00420429 0.00268254

Muestral ~ 0.00401619 0.00417747 0.00268177

Asintética  0.00424268  0.00420828  0.00268747

Método Varianza Covarianza

Bl,T B2,T (Bl,T?BZ,T)

T=3000

Exacta 0.00141295 0.00140232 0.00089528

Muestral ~ 0.00136537 0.00136908 0.00086790

Asintética  0.00141423  0.00140276  0.00089582
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Método Varianza Covarianza
Bl,T BQ,T (/él,T7 Bz,T)
T=5000
Exacta 0.00084808 0.0008415  0.00053730
Muestral  0.00090352 0.00085823 0.00055899
Asintética  0.00084854 0.00084166 0.00053749
Método Varianza Covarianza
Bl,T BQ,T (/él,T7 BZT)
T=10000
Exacta 0.00042415 0.00042079 0.00026870
Muestral  0.00043715 0.00045810 0.00028685
Asintética  0.00042427 0.00042083 0.00026875
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errores LSMA(1) de pardmetro 6(u) = 0.5 — u?.

Tabla 5.6: Matriz de covarianza teédrica del BLUE de 8 de una regresion lineal con

Método Varianza Covarianza
Bl,T,@ BZT,@ (Bl,T,@a BZ,T,@)
T=1000
Exacta 0.00293252 0.00359134 0.00194498
Muestral  0.00271893 0.00345475 0.00174226
Asintética  0.00292604 0.00358879 0.00193800
Método Varianza Covarianza
Bl,T,@ BZ,T,@ (Bl,T,@a BQ,T,@)
T=3000
Exacta 0.00097608 0.00119655 0.00064679
Muestral ~ 0.00092131 0.00117628 0.00060615
Asintética  0.00097535  0.00119626 0.00064600
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Método Varianza Covarianza
BLT,@ Bz,:r,@ (Bl,T,@a BQ,T,@)
T=5000
Exacta 0.00058547 0.00071786 0.00038789
Muestral  0.00057087 0.00069827 0.00038477
Asintética  0.00058521 0.00071776 0.00038760
Método Varianza Covarianza
BLT,@ Bz;r,@ (Bl,T,@a BQ,T,@)
T=10000
Exacta 0.00029267 0.00035891 0.00019387
Muestral  0.00028689 0.00038069 0.00019915
Asintética  0.00029260 0.00035888 0.00019380
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Tabla 5.7: Radio de Eficiencia: Determinante varianza LSE v/s determinante varianza

BLUE de (3 para una regresién lineal con errores LSMA(1) de pardmetro 6(u) =

0.5 — u?.

Tamano Muestral

T=1000 T=3000 T=5000 T=10000

Exacto

Asintético

1.569 1.574 1.574 1.575

1.576 1.576 1.576 1.576

Tabla 5.8: Radio de Eficiencia: Varianza LSE v/s varianza BLUE para (; de una

regresion lineal con errores LSMA(1) de pardmetro 6(u) = 0.5 — u?.

Tamano Muestral

T=1000 T=3000 T=5000 T=10000

Exacto

Asintético

1.442 1.447 1.448 1.449

1.449 1.449 1.449 1.449
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Observacién 5.2.1.

Las muestras de esta regresion fueron simuladas mediante el algoritmo de recursion.
La tabla 5.5 muestra el estudio de simulacion para ilustrar el cdlculo de la varianza
tedrica del LSE de (8 y la tabla 5.6 muestra el estudio de simulacién para ilustrar el
calculo de la varianza tedrica del BLUE de S.

Para el LSE, la varianza exacta esta dada por (5.8) y la varianza asintética estda dada
por (5.9) y para el BLUE, la varianza exacta estd dada por (3.7) y la varianza asintoti-
ca estd dada por (3.8). De la tabla 5.7 notamos que el determinante de la matriz de
varianza tedrica y asintética del LSE es aproximadamente un 57 % mayor respecto al
determinante de la matriz de varianza teorica y asintética del BLUE. Y de la tabla
5.8 notamos que la varianza tedrica y asintotica del LSE de [3; es aproximadamente

un 44 % mayor respecto a la varianza tedrica y asintética del BLUE de f;.

Ejemplo 5.2.2.
En este ejemplo estudiamos el comportamiento de la varianza del BLUE de § de una

regresion lineal con errores LSMA(2)

Yir = a1(3) B+ w2(5) B2 + 0 () [02(5) €12 + 01 (7) €61 + ]

donde ¢, N(0,1), z(u)=u, z2(u)=ec¢™ wel0,1, ou)=+v05+u, uc

0,1] y 61(u) =u—0.5, 6Os(u) =0.5y/u—0.5 uel1].
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Tabla 5.9: Comparacion matriz de covarianza teodrica del LSE de 8 de una regresion

lineal con errores LSMA(2) de pardmetros 61(u) = u — 0.5, 6y(u) = 0.5y/u— 0.5y

o(u) =+0.5+u.

Método Varianza Covarianza
Bl,T B2,T (Bl,Ta BZ,T)

T=1000

Exacta 0.01425052 0.00283452 -0.00489251

Muestral  0.01485995 0.00297628 -0.00512581

Asintética 0.01424579 0.00280557 -0.00487114

Método Varianza Covarianza
Bl,T BQ,T (61,% B2,T)

T=3000

Exacta 0.00474914 0.00093843 -0.00162611

Muestral  0.00506705 0.00097231 -0.00175754

Asintotica  0.00474860 0.00093519 -0.00162371
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Método Varianza Covarianza
Bl,T Bz,:r (Bl,Ta BZ,T)
T=5000
Exacta 0.00284936 0.00056229 -0.00097509
Muestral  0.00281932 0.00052120 -0.00093939
Asintética 0.00284916 0.00056111 -0.00097423
Método Varianza Covarianza
BLT Bz;r (Bl,Ta sz)
T=10000
Exacta 0.00142463 0.00028085 -0.00048733
Muestral  0.00134595 0.00026223 -0.00045491
Asintética 0.00142458 0.00028056 -0.00048711
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Tabla 5.10: Comparacién matriz de covarianza tedrica del BLUE de 8 de una regresion

lineal con errores LSMA(2) de pardmetros 61(u) = u — 0.5, 6y(u) = 0.5y/u— 0.5y

o(u) =+0.5+u.

Método Varianza Covarianza
Brre Bare (Bire, Poro)

T=1000

Exacta 0.00800724 0.00083814 -0.00136840

Muestral  0.00757377 0.00082073 -0.00118721

Asintotica  0.00778900 0.00074928 -0.00123067

Método Varianza Covarianza
Brre Bare (Biro: Poro)

T=3000

Exacta 0.00262482 0.00026107 -0.00042800

Muestral  0.00249987 0.00025377 -0.00040002

Asintotica  0.00259633  0.00024976 -0.00041022
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Método Varianza Covarianza
BLT,@ Bz,:r,@ (Bl,T,@a BQ,T,@)
T=5000
Exacta 0.00156864 0.00015413 -0.00025288
Muestral  0.00154800 0.00015354 -0.00025606
Asintética 0.00155780 0.00014986 -0.00024613
Método Varianza Covarianza
BLT,@ Bz;r,@ (Bl,T,@a BQ,T,@)
T=10000
Exacta 0.00078177 0.00007606 -0.00012485
Muestral  0.00079948 0.00008216 -0.00013725
Asintética  0.00077890 0.00007493 -0.00012307
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Tabla 5.11: Radio de Eficiencia: Determinante varianza LSE v/s determinante va-

rianza BLUE de f de una regresion lineal con errores LSMA(2) de pardmetros

O1(u) =u—0.5, 6Oy(u)=0.5yu—05yoc(u)=+0.5+u.

R Tamano Muestral

T=1000 T=3000 T=5000 T=10000

Exacto 3.401 3.610 3.662 3.706

Asintotico 3.757 3.757 3.757 3.757

Observaciéon 5.2.2.

Las muestras de esta regresion fueron simuladas mediante el algoritmo de recursién.
La tabla 5.9 muestra el estudio de simulacion para ilustrar el célculo de la varianza
teodrica del LSE de 3 y la tabla 5.10 muestra el estudio de simulacién para ilustrar el
calculo de la varianza tedrica del BLUE de S.

Para el LSE, la varianza exacta estd dada por (5.8) y la varianza asintética estd da-
da por (5.9) y para el BLUE, la varianza exacta estd dada por (3.7) y la varianza
asintotica estd dada por (3.8). De la tabla 5.11 notamos que el determinante de la
matriz de varianza tedrica y asintética del LSE es aproximadamente un 370 % mayor

respecto al determinante de la matriz de varianza tedrica y asintotica del BLUE.
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Capitulo 6

Estimador de Whittle

En este capitulo usaremos el estimador de Whittle, introducida por Dahlhaus
(1997), para estimar los pardametros de medias méviles de variacién en el tiempo,
para asi obtener una estimacién de la varianza del BLUE. Ademés compararemos esta
varianza estimada con la varianza estimada del LSE mediante el radio de eficiencia

reltiva.

6.1. Estimacion

Dahlhaus (1997) establece la metodologia para estimar procesos localmente esta-
cionarios de corta dependencia basado en una extension local del estimador propuesto

por Whittle (1953).
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Sea # € © C R? un vector de pardmetros especificados en el modelo (2.1). Dada
una muestra {Yi r,...,Yrr} del proceso (2.1) podemos estimar ¢ minimizando la
generalizacién de la funcion de Whittle donde el periodograma usual es reemplazado
por periodogramas locales en cada uno de los segmentos de la muestra. Asi, la funcién

log-Verosimilitud de Whittle esta dada por

) = 3ap /. Z{bgf@“” 5 it

donde fp(u, \) = |Ag(u, \)|? es la densidad espectral del proceso,

) = Dt
es el periodograma con taper donde
N-1
Dy(u,\) = h <%) Yr[uT]—N/2+s+1,T€7i)\s
;Zj k(5 —ixs
Hov = 20 ()¢

T=SM-1)+N,u;=t;/T,t; =5 —1)+N/2,j=1,... M y h(-) es el taper
de los datos. De esta manera, la muestra {Y; r, ..., Y77} es subdividida en M bloques
de tamano N y salto S entre cada uno de los bloques. Luego el espectro es estimado
localmente por el periodograma local evaluado en el punto medio u; en cada uno
de los M bloques. Por lo tanto, el estimador de Whittle del vector de parametros 6

esta dado por
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O = arg min L(6)

donde la minimizacién es sobre el espacio paramétrico ©.
Note que L7(#) es una aproximacién de la funcién de verosimilitud exacta Gaussiana,
al igual que el caso estacionario, luego 67 es un estimador de maxima verosimilitud

aproximado.

6.2. Teoria Asintdotica

Para establecer propiedades asintéticas del estimador, Dahlhaus (1997) establece

algunos supuestos:

Supuestos 6.1.

S6.1 La funcion A(u, \) es diferenciable en u y A con derivadas uniformemente aco-
tadas (0/0u)(0/ON)A.

S6.2 El espacio paramétrico © C RP es compacto. La funcion fg(u, \) es uniformemen-
te acotada por arriba y por abajo. Las componentes de fo(u, \), V fo(u, \) y V2 fo(u, \)
son continuas en © x [0, 1] x [, 7|, donde V corresponde al gradiente con respecto a
6. er_ol Y VQfezl son diferenciables en u y A con derivadas uniformemente acotadas
(0/0u)(0/0N)g, donde g = (2/96:) f5," 0 g = (9/00,)(2/96;) f,!

S6.3 6y existe unicamente y se encuentra en el interior de ©
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S6.4 N,S y T cumplen con la relacion TV* < N < TY?/InT y S=N 0o S/N — 0

S6.5 El taper de los datos h : R — R con h(z) = 0 para todo x & [0, 1], es una funcion

continua en R y dos veces diferenciable.

A partir de los supuestos mencionados anteriormente, los Teoremas 3.2 y 3.4 de
Dahlhaus (1997) establecen la consistencia y la normalidad asintética del estimador de
Whittle, demostrando que b7 — 6o en probabilidad cuando T — oo, y VT (éT —b) —

N(0,I71) en distribucién cuando T — oo donde

L[t /
I = E/o /ﬂ[V]ogfgo(u,/\)][Vlogfgo(u,/\)] d\du

En el Teorema 3.6 de Dahlhaus (1996b) se demuestra que I' es el limite de la
matriz de informacién de Fisher. Por lo tanto, 67 es un estimador (Fisher) eficiente.
Si el modelo es estacionario (fy no depende de ), la varianza asintética corresponde
a la del caso estacionario, aun cuando el modelo subyacente es un proceso no estacio-
nario. Ademas, se puede obtener la distribucion asintética del estimador si se ajusta

un modelo no estacionario a una serie estacionaria.
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6.3. Simulaciones

Esta seccion trata sobre el calculo estimado de la varianza del BLUE de  para el
proceso {Y; r}+ que satisface la definicién 3.3 usando el estimador de Whittle para los
parametros 61, ...,0;, y o. Al igual que antes denotamos por BT al LSE de g, BT,@ al
BLUE de  suponiendo conocidos los pardmetros © = (01, ...,0x,0) y BT,@ al BLUE
de B con los parametros 6= (él, o ék, ) estimados por Whittle. También veremos
el comportamiento de la matriz de varianza exacta del BLUE, que estda dada por
la ecuacién (3.7) usando los pardmetros estimados por Whittle, la cual llamaremos
varianza exacta plug-in, analizaremos el comportamiento de la férmula asintotica
de la matriz de covarianzas del BLUE dada por el Teorema 3.1 usando el mismo
procedimiento, la cual llamaremos varianza asintotica plug-in y finalmente veremos la
matriz de varianza muestral plug-in. Estas comparaciones se ilustran con un proceso
LSMA(1) y LSMA(2) con pardmetros de variacién en el tiempo que evolucionan

mediante polinomios, y regresores tales que z;(-) € C?([0,1]) para i € {1, ..., k}.

Ejemplo 6.3.1.
En este primer ejemplo, estudiamos el comportamiento de la varianza del BLUE de

la media constante p de un proceso LSMA(1), definido por

Yir =p+ 9(%)@—1 + €
donde ¢ % N(0,1), O(u)=u—08, wel0,1]ypu=2.
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6(u)

serie
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0.0
-05 +
-1.0 -
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

u
Figura 6.1: Funcién de variacién en el tiempo 6(u) = u — 0.8.
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Figura 6.2: Simulaciéon de un proceso LSMA(1) con pardametro 6(u) = u — 0.8.
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Figura 6.3: ACF de un proceso LSMA(1) con pardmetro 6(u) = u — 0.8.
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Figura 6.4: PACF de un proceso LSMA(1) con pardametro (u) = u — 0.8.
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6(u)
(

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

Figura 6.5: Evolucion de 6 y o por ventanas.

Tabla 6.1: Estimaciones del LSE y BLUE de la media constante u, y estimadores de
Whittle de los parametros 6(u) = ag + aju y o(u) = by de un proceso LSMA(1).

Tamano muestral 7' = 1000.

Estimacion de p Estimacion de Whittle

i A0 Az do as bo

1.998806 1.999115 1.998948 0.79826910 -1.0122344 0.9984992
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Tabla 6.2: Comparacion de la varianza del LSE y BLUE de la media constante i de
un proceso LSMA(1) con pardametro 0(u) = u — 0.8 usando el estimador de Whittle.

Tamano muestral T = 1000.

Método
Exacta Exacta Asintética Asintética  Muestral Muestral
plug-in plug-in plug-in

Varianza
i 0.00177044 0.00175433 0.001773333 0.00175724 0.001880441 0.001880441
S 0.00143800 0.00140777 0.001440000 0.00140969 0.001494618 0.001493673
Eficiencia
R 1.23118100 1.24617700 1.231481000 1.24654100 1.258141000 1.258937000
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Observacién 6.3.1.

Las muestras de este proceso LSMA(1) fueron simuladas mediante el algoritmo de
recursion usando 1000 trayectorias de tamanos 7' = 1000. La tabla 6.2 muestra el
estudio de simulacion para ilustrar el cdlculo de la varianza del LSE y BLUE de p, en
donde se compara las varianzas exactas, asintéticas y muestrales estimadas usando el

método de Whittle. Ademds se reporta el radio de eficiencia para cada varianza.
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Ejemplo 6.3.2.
En este ejemplo, estudiamos el comportamiento de la varianza del BLUE de la media

constante p de un proceso LSMA(1), definido por

Yor = u+o(z) [0(7)e-1 + e

donde ¢, %X N(0,1), 0(u) =08—15u, o(u)=125-05u, wuel0,1]ypu=2.

10 4
05 —

0.0

6(u)

-05 —

-1.0 —

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 6.6: Funcién de variacién en el tiempo (u) = 0.8 — 1.5u.
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 6.7: Funcién de variacién en el tiempo o(u) = 1.5 — 0.5u.
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Figura 6.8: Simulacién de un proceso LSMA(1) con pardmetros #(u) = 0.8 — 1.5u y

o(u) =1.5—0.5u.
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Figura 6.9: ACF de un proceso LSMA(1) con pardmetros #(u) = 0.8 — 1.5uy o(u) =

1.5 — 0.5u.

Series y[1:200]

iy
5 3
R O I T T T —
EE
L { ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, [

Lag

Partial ACF
-010 000 010
L

Partial ACF
-02 00

-05

Figura 6.10: PACF de un proceso LSMA(1) con pardmetros 0(u) = 0.8 — 1.5u y

o(u) = 1.5 —0.5u.
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6(u)
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Figura 6.11: Evolucién de 6 y o por ventanas.

Tabla 6.3: Estimaciones del LSE y BLUE de la media constante pu, y estimadores de
Whittle de los parametros 6(u) = ag+au 'y o(u) = by +byu de un proceso LSMA(1).

Tamano muestral 7' = 1000.

Estimaciéon de p Estimacion de Whittle

i Ir.e ,ﬂrﬂ@ aop aq bo by

2.000930 2.000700 2.000684 0.7970616 -1.5168464 1.2428036 -0.4956332
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Tabla 6.4: Comparacion de la varianza del LSE y BLUE de la media constante i de
un proceso LSMA(1) con pardmetros 0(u) = 0.8 — 1.5u y o(u) = 1.5 — 0.5u usando el

estimador de Whittle. Tamano muestral T = 1000.

Método
Exacta Exacta Asintética  Asintética Muestral Muestral
plug-in plug-in plug-in

Varianza
7 0.00157761 0.00155418 0.00158250 0.00155906 0.00161610 0.00161610
A0 0.00038841 0.00035376 0.00038601 0.00035060 0.00040887 0.00041759
Eficiencia
R 4.06175800 4.39326400 4.09958600 4.44688800 3.95258700 3.87007300
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Observacién 6.3.2.

Las muestras de este proceso LSMA(1) fueron simuladas mediante el algoritmo de
recursion usando 1000 trayectorias de tamanos 7' = 1000. La tabla 6.4 muestra el
estudio de simulacion para ilustrar el cdlculo de la varianza del LSE y BLUE de p, en
donde se compara las varianzas exactas, asintéticas y muestrales estimadas usando el

método de Whittle. Ademds se reporta el radio de eficiencia para cada varianza.
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Ejemplo 6.3.3.
En este ejemplo, estudiamos el comportamiento de la varianza del BLUE de 3 de una

regresién lineal con errores LSMA(1), definido por

Yor = a1(5) b1+ 2a(7) B2 + 0 () [0 (7) et + <]

donde ¢, N(0,1), z(u)=1, z3(u)=u,uec|0,1] O(u)=0.8u—0.8 o(u)=

1+0.25u,u € [0,1] v (81, 3) = (0.5,1.0)

1.5 4 — x_1(u)
- x_2(u)

1.0 4

Regresores

05 —

0.0 —

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 6.12: Funcién de variacién en el tiempo z1(u) =1, x2(u) = u.
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 6.13: Funcién de variacién en el tiempo 6(u) = 0.8u — 0.8.
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Figura 6.14: Funcién de variacién en el tiempo o(u) = 1 + 0.25u.
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Figura 6.15: Simulacién de un proceso LSMA(1) con pardmetros #(u) = 0.8u — 0.8 y

o(u) =1+ 0.25u.
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Figura 6.16: ACF de un proceso LSMA(1) con pardmetros 0(u) = 0.8u—0.8 y o(u) =

14 0.25u.
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Figura 6.17: PACF de un proceso LSMA(1) con parametros #(u) = 0.8u — 0.8 y

o(u) =1+ 0.25u.
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Figura 6.18: Evolucién de 6 y o por ventanas.
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Tabla 6.5: Estimaciones del LSE y BLUE de [, y estimadores de Whittle de los

pardametros 6,(u) = ag + aju y o(u) = by + ¢pu de un proceso LSMA(1). Tamano

muestral 7' = 1000.

Estimacion de

BI,T BQ,T BLT,@ BZ,T,@ BLT,@ /BQ’T7é
0.5017026  0.9971180 0.5006801 0.9994745 0.5009397 0.9987200
Estimacion de Whittle

G iy bo by

-0.7887266 0.7881779 1.0011059 0.2525151
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Tabla 6.6: Comparacion de la varianza del LSE y BLUE de [ de una regresion lineal

con errores LSMA(1) de parametros (u) = 0.8u — 0.8 y o(u) = 1 + 0.25u usando el

estimador de Whittle.

Tamano muestral T = 1000.

Método
Exacta Exacta Asintética  Asintética  Muestral Muestral
plug-in plug-in plug-in

Varianza
BLT 0.00109844  0.00113824  0.00107771  0.00111767  0.00104947  0.00104947
Bl,T,@ 0.00047392  0.00050925  0.00044673  0.00048169  0.00044566  0.00045486
BQ,T 0.00800149  0.00818941  0.00795086  0.00813922  0.00793069  0.00793069
BZ,T,@ 0.00442663  0.00454755  0.00430313  0.00441643  0.00450095  0.00457879
Covarianza
(Br.r, Bo.r) -0.00252721  -0.00260042 -0.00249493 -0.00256837 -0.00243296 -0.00243296
(Prr.0,P2r0) -0.00103604 -0.00109100 -0.00097890 -0.00103195 -0.00100226 -0.00102851
Eficiencia
R 2.34495600  2.26850400  2.43136800  2.34599300  2.40051300  2.34546600
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Observacién 6.3.3.

Las muestras de este proceso LSMA(1) fueron simuladas mediante el algoritmo de
recursion usando 1000 trayectorias de tamanos 7' = 1000. La tabla 6.6 muestra el
estudio de simulacion para ilustrar el calculo de la varianza del LSE y BLUE de 3, en
donde se compara las varianzas exactas, asintéticas y muestrales estimadas usando el

método de Whittle. Ademds se reporta el radio de eficiencia para cada varianza.
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Ejemplo 6.3.4.
En este ejemplo, estudiamos el comportamiento de la varianza del BLUE de 3 de una

regresién lineal con errores LSMA(2), definido por

Yir = a1(3) B+ w2(5) B2 + 0 () [02(5) €t-2 + 01 (7) €61 + ]

donde ¢ % N(0,1), x1(u) = u, x2(u) = sin(2ru),u € [0,1] O1(u) = u —

0.7, 6a(u) =0.5u, o(u)=1.025—0.5u+0.5u*u € [0,1] y (B1,52) = (0.5,0.8).

— x_1(u)
- x_2(u)

Regresores

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 6.19: Funcién de variacion en el tiempo z;(u) = u, x2(u) = sin(27u).
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Figura 6.20: Funciénes de variacién en el tiempo 61 (u) = u — 0.7 y 5(u) = 0.5u.
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Figura 6.21: Funcién de variacién en el tiempo o(u) = 1.025 — 0.5u + 0.5u.
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Figura 6.22: Simulacién de un proceso LSMA(2) con pardmetros 6;(u) = u

0.7, 6y(u) =0.5uy o(u) = 1.025 — 0.5u + 0.5u>.
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Figura 6.23: ACF de un proceso LSMA(2) con pardmetros 6, (u) = u—0.7, 0y(u)

0.5u y o(u) = 1.025 — 0.5u + 0.5u>.
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Figura 6.24: PACF de un proceso LSMA(2) con parametros 01 (u) = u—0.7,  0o(u)

0.5u y o(u) = 1.025 — 0.5u + 0.5u?.
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Figura 6.25: Evolucién de 61, 6, y o por ventanas.
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Tabla 6.7: Estimaciones del LSE y BLUE de [, y estimadores de Whittle de los

pardmetros 61 (u) = ag+aju  Oy(u) = by +byuy o(u) = co+ cru+ cau? de un proceso

LSMA(2). Tamano muestral 7" = 1000.

Estimacién de (8

Bl,T BQ,T Bl,T,@ B2,T,® Bl,T,@ Bgy@

0.4989744 0.8000925  0.4993575  0.7998934  0.4993905  0.7999422

Estimacion de Whittle

o ay bo by éo & &
-0.67242463 0.97726643 0.02952341 0.46771851 1.05026101 -0.59153125 0.57959710
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Tabla 6.8: Comparacion de la varianza del LSE y BLUE de [ de una regresion lineal

con errores LSMA(2) de parametros 01 (u) = u—0.7,

0.5u + 0.5u? usando el estimador de Whittle. Tamano muestral T = 1000.

Oa(u) = 0.5u y o(u) = 1.025—

Método
Exacta Exacta Asintética  Asintética  Muestral Muestral
plug-in plug-in plug-in

Varianza
Bl,T 0.00555681  0.00580705  0.00556900  0.00582014  0.00526425  0.00526425
Bl,T,@ 0.00443541  0.00465052  0.00443671  0.00465266  0.00424483  0.00429117
BZT 0.00170257  0.00184183  0.00169909  0.00183854  0.00169700  0.00169700
5277“7@ 0.00119824  0.00136819  0.00119346  0.00136377  0.00122618  0.00124126
Covarianza
(Bi.1, Bor) 0.00007082  0.00014739  0.00007175  0.00014859 -0.00002111 -0.00002111
(Pr1.0,P210) -0.00027152 -0.00019119 -0.00027394 -0.00019338 -0.00031400 -0.00032839
Eficiencia
R 1.80421600  1.69689400 1.81171000 1.70261600  1.74940500  1.71176400
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Observacién 6.3.4.

Las muestras de este proceso LSMA(2) fueron simuladas mediante el algoritmo de
recursion usando 1000 trayectorias de tamanos 7' = 1000. La tabla 6.8 muestra el
estudio de simulacion para ilustrar el calculo de la varianza del LSE y BLUE de 3, en
donde se compara las varianzas exactas, asintéticas y muestrales estimadas usando el

método de Whittle. Ademds se reporta el radio de eficiencia para cada varianza.
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Ejemplo 6.3.5.
En este ejemplo, estudiamos el comportamiento de la varianza del BLUE de 3 de una

regresién lineal con errores LSMA(2), definido por

Yir = a1(3) B+ w2(5) B2 + 0 () [02(5) €t-2 + 01 (7) €61 + ]

donde ¢ % N(0,1), x1(u) = u, x2(u) = sin(2ru),u € [0,1] O1(u) = u —

0.5, 6a(u) =0.5—-05u, o(u)=125—u+u*u€cl0,1]y (81,5) = (0.5038).

— x_1(u)
- x_2(u)

Regresores

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 6.26: Funcién de variacién en el tiempo z1(u) =1, x2(u) = u.
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Figura 6.27: Funcidnes de variacion en el tiempo 6 (u) = u— 0.5y 03(u) = 0.5 —0.5u.
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Figura 6.28: Funcién de variacién en el tiempo o(u) = 1.25 — u + u?.
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Figura 6.29: Simulacién de un proceso LSMA(2) con pardmetros 60;(u) = u —

0.5, Oy(u) =05—0buyo(u)=125—u+u’
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Figura 6.30: ACF de un proceso LSMA(2) con pardametros 6 (u) = u—0.5, 0y(u) =

0.5—05uy o(u) =125 —u+ u
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Figura 6.31: PACF de un proceso LSMA(2) con parametros 01 (u) = u—0.5, 0o(u)
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Figura 6.32: Evolucién de 61, 6, y o por ventanas.
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Tabla 6.9: Estimaciones del LSE y BLUE de [, y estimadores de Whittle de los
pardmetros 61 (u) = ag+aju  Oy(u) = by +byuy o(u) = co+ cru+ cau? de un proceso

LSMA(2). Tamano muestral 7" = 1000.

Estimacién de 3

Bl,T ﬁQ,T 51,T,6 62,T,® ﬁl,T,é /827T’é

0.4983587  0.7986588 0.4977910 0.7989960  0.4977062 0.7989289

Estimacién de Whittle

ao a1 bo by Co G Ca

-0.2499242 1.0125645 0.5013871 -0.5088787 1.2510435 -1.0322133 1.0504564
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Tabla 6.10: Comparacion de la varianza del LSE y BLUE de  de una regresion

lineal con errores LSMA(2) de parametros 61(u) = u — 0.5,

Oy(u) = 0.5 — 0.5u y

o(u) = 1.25 — u + u® usando el estimador de Whittle. Tamario muestral T = 1000.

Método
Exacta Exacta Asintética  Asintética  Muestral Muestral
plug-in plug-in plug-in

Varianza
Bl,T 0.01062031 0.01086776 0.01064428 0.01089164 0.01045466 0.01045466
Bl,T,@ 0.00995891  0.01005023 0.00997982 0.01007096 0.00979010 0.00986010
BQ,T 0.00553284  0.00556790 0.00553494 0.00556991 0.00512561 0.00512561
BQ,T7@ 0.00543459 0.00543239 0.00543657 0.00543440 0.00510590 0.00512479
Covarianza
(i1, Bor) 0.00219734 0.00218796 0.00220293 0.00219335 0.00188314 0.00188314
(Prr.0, P2r0) 0.00204191 0.00199739 0.00204643 0.00200181 0.00177126 0.00178653
Eficiencia
R 1.07965400 1.10237200 1.07977900 1.10245300 1.06809700 1.057057
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Observacién 6.3.5.

Las muestras de este proceso LSMA(2) fueron simuladas mediante el algoritmo de
recursion usando 1000 trayectorias de tamanos 7' = 1000. La tabla 6.10 muestra el
estudio de simulacion para ilustrar el calculo de la varianza del LSE y BLUE de 3, en
donde se compara las varianzas exactas, asintéticas y muestrales estimadas usando el

método de Whittle. Ademds se reporta el radio de eficiencia para cada varianza.
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Capitulo 7

Aplicaciones

En este capitulo se presentard un estudio de comparacion de la varianza ajus-
tada exdcta y la varianza ajustada asintética del LSE y BLUE de g (u para X =

(1,1,...,1)") mediante la eficiencia relativa, para el modelo
}/;,T:X/(%)ﬂ—FU(%) ?:Oej(%)ﬁt,j, tzl,,T
ajustado a series reales.
El método que utilizaremos serd el siguiente: Primero modelar la tendencia de la

serie mediante una regresién polinémica ajustando el vector de parametros § utili-

zando el LSE, después de esto, obtenemos una nueva serie Y; ;v definida por
Vier = Yir — X'(%)Br.

A la cual ajustamos un modelo LSMA(q) utilizando el estimador de Whittle. Con esto
obtenemos los parametros del modelo LSMA(q) con los cuales estimamos el BLUE
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de 3, el cual lo llamamos BLUE plug-in. Luego podemos repetir el proceso y con esto

obtener un mejor ajuste de la tendencia.

7.1. Anillos de Arbol

El area de la dendrocronologia estudia el ancho de los anillos de crecimiento de
un arbol. La motivacién principal para trabajar con este tipo de datos, es que son
un muy buen proxies para la reconstruccién del clima en el pasado, el presente y el
futuro, ver Tan et al. (2003).

Las figuras 7.1 y 7.2 muestran respectivamente, la serie y la ACF del ancho anual
de anillos de drboles de Juniperus occidentalis (Western Juniper) medidos en Idaho,
EE. UU., desde el ano 1492 al 1984. Estos datos, estan disponibles en el National
Climatic Data Center, y son reportados por Holmes R. L. and Earle (1985).

La ACF muestra tres autocorrelaciones significativas, por lo que el modelo de MA
estacionario puede ser apropiado para los datos. Sin embargo, una mirada mas cercana
a la autocorrelacion sugiere que la estructura de dependencia estéa cambiando con el
tiempo, esto también lo podemos apreciar en la grafica del periodograma suavizado

(Fig. 7.3). Para explicar este cambio, se propone un modelo LSMA(q) a los datos.
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Figura 7.4: Ajuste splines.
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Ahora mediante un ajuste de splines suavizados (Fig. 7.4), vemos la evolucién de
los pardmetros en el tiempo. En primera instancia se ajusté una recta para 0 (u), o(u)
y un polinomio cuadratico para 6;(u). Pero para 6, (u) = by+bju-+byu?, las constantes
estimadas b; y by resultaron ser no significativas. Por ende se evalué las siguientes

estructura; una recta para 6;(u),o(u) y una constante para 0s(u), es decir,

O1(u) = ap + arju, Ga(u) =by, o(u)=co

Obteniendo los siguientes resultados:

Tabla 7.1: Tabla resumen ajuste.

Parametro Estimacion SD z-value  p-value
ag 0.4202 0.0969 4.3361  0.0000
ay -0.3881 0.1891 -2.0521 0.0402
bo 0.1613 0.0440 3.6677  0.0002
Co 0.2968 0.0084 35.2201 0.0000
1 -0.0601 0.0154 -3.9018 0.0001

De la tabla 7.1 se observa que todos los parametro son significativos al 5% de
significancia. Finalmente, se presenta un andlisis residual para el modelo LSMA(2)
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ajustado. Se presentan los residuos estandarizados del modelo, ACF y PACF de los
residuos y el Test de Ljung-Box (Fig. 7.5). Vemos que no se observan autocorrelaciones
significativas o autocorrelaciones parciales en los paneles. Ademas, las estadisticas de
Ljung-Box para probar el test de la blancura de los residuos indica que la hipdtesis
del ruido blanco no se rechaza considerado el nivel de significancia del 5%. Este
conjunto de datos de la vida real nos sirve como ilustraciéon de una serie de tiempo
con una estructura de dependencia que varia en el tiempo que no esta adecuadamente
adaptada por un modelo estacionario.

Una vez obtenido el modelo ajustado, procedemos a analizar la eficiencia relativa
del LSE de p versus el BLUE Plug-in. Para esto, notamos que

~ ~

01 (1) 4 05(u) = dg + ayu + by = 0.5815 — 0.3881u.

Luego del capitulo 5, vemos las figuras 5.1 y 5.2, en donde ubicamos el punto
(a,b) = (0.5815, —0.3881) sobre una zona de eficiencia relativa cercana a uno, pues se
encuentra alejada de las asintotas de la superficie R(Q(a, b))

Esto lo vemos numéricamente en 1 tabla 7.2, en donde comparamos las varianzas y
observamos que la varianza tedrica y asintética del LSE es aproximadamente un 9 %

y 20 % mayor respecto a la varianza tedrica y asintética del BLUE, respectivamente.
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Tabla 7.2: Radio de Eficiencia: Varianza LSE v/s varianza BLUE Plug-in de p de un

proceso LSMA(2)

Método
Exacta Asintética
plug-in plug-in
Varianza
i 0.0002858931  0.00028665
AT, 0.0002625421  0.00023838
Eficiencia
R 1.088942 1.202518
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Capitulo 8

Conclusiones y Trabajos Futuros

Conclusiones

La idea de este trabajo es ver de forma tedrica la eficiencia del LSE versus el
BLUE para la media constante p de un proceso LSMA(q) y también para el vector
de pardmetros  de una regresién lineal con errores LSMA(q). Por el Capitulo 5, se
concluye que para la media constante p de un proceso LSMA(1) hay ciertas regiones
en donde la eficiecia relativa se hace tan grande como sea deseable, ya que en ese
caso particular vimos curvas de nivel y una superficie para el radio de eficiencia R(#)
cuando 6(u) era una funcién lineal, es decir, (u) = a + bu. En este mismo capitulo
vimos que en la regresion lineal con errores LSMA (1), también tenemos el caso donde

el LSE es poco eficiente respecto al BLUE de . Es por esto que concluimos que la
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eficiencia asintdtica del LSE se pierde en los proceso localmente estacionarios.
Ademsds se tiene que el BLUE para la media de un proceso LSMA(q) es consis-

tente y asintéticamente normal, asi como también se tiene que el BLUE del vector de

parametros § de una regresion lineal con errores LSMA(q) es consistente y asintoti-

camente normal.

Trabajos Futuros

A continuacién daremos un listado de los trabajos futuros de esta tesis:

1. Extender los resultados conjeturados en el Capitulo 4.

2. Estudiar la eficiencia relativa para p y 8 cuando se estiman los parametros del

proceso LSMA(q) probando otros estimdores distintos al estimador de Whittle.

3. Extender los resultados a los procesos localmente estacionarios de larga memo-

ria.
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Apéndice A

Apéndice

Demostraciones a los Teoremas, Lemas y Proposiciones de la tesis.

Teoremas

Teorema 3.1.
Sea {Y; 1}t un proceso que satisface la definicion 3.3 y los supuestos S3.1 — S3.6. Sea

BT@ el BLUE de 3. Entonces

- -1

. / b X)X (u)
TVar(fre) ~ V= 5 du
"o (W[ 9;’(“)]

q
=0

En términos de la densidad espectral se tiene que
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TVar(B V=2 1X(u)X/(u)d
CLT’(B]:@) ~ = 4T i W U

Donde arp ~ by significa que ap /by — 1 cuando T — oo.

Demostracion.

El BLUE de § esta dado por

~ -1
Pre = (X'Tf_lXT) D¢ i

alz) alz) - alf)
ez) alz) - alf)

-1
Definamos Cf = - (X'Tr_lXT> X,

!

el
el

el

el
N

Sl
~—
SIS
~—

ce(z) ol

Asi tenemos que

e

Var(@;n@) = Var(CyYr)

= C}V@T(YT)CT
Y ademds Cp Xy = I, (A.2)

Con esto buscamos una matriz Cp que “minimice” (A.1) sujeto a la condicién
(A.2). Ademds notamos que esta matriz depende de los pardmetros 6 (u), ..., 0, (u),
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por esto, es que suponemos que Cr = Crp <9(u)> donde cada componente estd en

C? ([0, 1]) con derivadas acotadas.

Del célculo diferencial matricial, ver Magnus and Neudecker (1999) para mas

detalles, definimos la siguiente funciéon objetivo a minimizar
L(Cr,\) = str (C’TFCT) —tr <A’(C'TXT — Iz)), A € My (R)

La que optimizaremos usando el método de los multiplicadores de Lagrange. En efecto

tenemos que

rcr = XgpAN

ChXr = I,

De esto obtenemos que

I'Cr = Xr ((J’TF(JT): XoVi

-----

nemos las siguientes ecuaciones
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Paral € {1,...,k},

(A.3)

te{q+1,...,T—q}. Donde cz(%) es la componente ¢-ésima

de la columna i de la matriz Cr,

le{l,.k}tyje{l,...q}

Primero notamos que para z € Z,



Por otro lado
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Usando lo anterior en la ecuacién (A.3) para h € {1, ...,q} se tiene
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le{l,.. k}.
Ahora como las raices del polinomio p(z) = 1+ 61(u)z + 0(u)2® + - -+ + 0,(u)24
estén fuera del disco unitario para todo u € [0, 1] existe § > 0 tal que (1 + 6;(u) +

Os () + - -+ 04(u))* > 6 > 0.

Por otro lado, para e = §/2 existe Ty tal que

q—1

ZAq—j(%)

Jj=0

T <e, siT>1Tj
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Luego

2 g1

q
0<d—e< [ZGJ(%) +Y A (B E<kte
=0 =0
Donde
. 2
= gy | 200
Asi, de las ecuaciones (A.4) tenemos
k
>_wi(F)v
\ q = 2 g1 = a(f) +
o4 ([So0n)] + Savini)
7=0 7=0
1
q 2 q-1 O(%)
2
o0 ([Sooh] + o)
j=0 J=0
Para l € {1,...,k}, o mejor
k
O
RS = alz) +0(3)
2
o1 ([So0n)] + S o)
=0 =0

I €{1,...,k}. Luego tenemos el siguiente sistema
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a(z)e(z) = FR—— +0(72)
2
o0 ([Sooth] o)
=0 =0
Donde [,r € {1, ..., k}. Pero C}. X7 = I, entonces
T . . 1, I=r
> alf)w(f) =
=1 0, l#r
Luego al aplicar Zthl al sistema de ecuaciones (A.5) obtenemos
k
r 2 (8) S il o
i=1 ’
S . “o(}) -
ERON () SUEIES STy 0. 10
j=0 Jj=0
Ahora para T' > Tj
q—1
1 1 > Ai(7)
=0
p 2 1 - p s [ 1— p 7 T O(
Sot| ot [Sam| | [Set]|
J=0 j=0 J=0 J=0
1
- T4 2 +O(%)
>_0i(%)
Lj=0

Por tanto
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!
8
S
—~
Sl
P
(]~
3
—~
Sl
~—
!
8
S
—~
Sl
~—
(]~
3
—~
Sl

Luego del sistema de ecuaciones (A.6) se tiene
TVar(Bre)Q — I

Cuando T — oo.

Asi tenemos que

TVar(fre) — Q.
Cuando T — 0. ]

Teorema 3.2.
Sea {Y; 1} un proceso que satisface la definicion 3.3 y los supuestos S3.1 — S3.6. Sea

BT@ el BLUE de (3. Entonces BT,@ es un estimador consistente, es decir,

Bre = B.
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Cuando T — oo.

Demostracion.

Sea a un vector fijo en R* y sea € > 0, entonces

P(o/|Bro — 8| > 6) < éVar(o/BT@)

< —20/Va7"(BT7@)a
€
- 4 -1
1 b X ()X (u)
! 1
< 2T p 5 du o+ O(T) — 0
" o(u)? [Z 9j(U)]
L Jj=0 i
Cuando T' — o0. O

Teorema 3.3.
Sea {Yir}t un proceso que satisface la definicion 3.3 y los supuestos S3.1-53.6, donde
{e:}+ es una secuencia de errores independientes e idénticamente distribuidas tal que
E(e) =0, Var(e) =11y el n—ésimo cumulante k, < oo para todo n > 3. Sea fre
el BLUE de 3. Entonces

VI(Bre — ) = N(0,V)
cuando T — oo, donde V' estd dado por (3.8).

Demostracion.

Por Teorema, basta probar que para todo A € RP

VTN Bre — NB) 3 N(0,v)
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Para algin v € RT. Al igual que antes, la demostracién es una consecuencia del
Teorema de los Cumulantes. (ver Jammalamadaka et al. (2006) para més detalles)

Por el Lema 1.1.3 tenemos que

T T !
Bre =St =CpYr = <51 + Z a1, 7€k, - PBp + Z ap,k,T€k>

k=1—q k=1—q
Donde _ _
Ciq1 Ci2 - QT
, C21 C22 -+ CoT
Yy = € M,7(R).
Cp1 Cp2 "'+ CpT

Donde M, r(R) es el espacio de las matrices de p x T' con coeficientes reales y

min{T,k+q}

ayp,r = Z 0 (%) 0 (%).

t=max{1,k}
Para todo [ € {1, ..., p}.

Similar a la demostracién del Teorema 3.3, el supuesto S3.6 implica que

|al,k,T| § C (A?)

Para todo [ € {1, ..., p}. Luego calculamos los primeros 2 cumulantes de X’ Brﬂ@ =

NS, en efecto,
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Cqu()\/ST)

p T
Cumi(NSr) = Cum (Z(AzﬁhL/\l Z al,k,TQc))
=1

k=1—q
P T
= K (Z (Alﬁl + N\ Z az,k,TGk)>
=1 k=1—q
P T
= Z(Azﬁz + N\ Z az,k,TE(Gk)>
=1 k=1—q
p
= > AB
=1
= NpB.
4 T p T
Cum ( (Ahﬁzl + Ay Z ah,lﬁ,TQﬂ)»Z(Algﬁlz + i, Z al2,k2,T€k2)>
=1 k1=1—q lo=1 ko=1—q
P T p T
Cov ( </\z1511 + Ay Z all,kl,T€k1> ; Z (/\12512 + A, Z alg,kg,T‘fkg))
=1 ki1=1—¢q lo=1 ko=1—¢q

Ahora calculamos el cumulante n—ésimo para n > 3, en efecto
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Cum,,(N'St)

T

p P T
Cum (Z )\ll <Bl1 -+ Z all,/ﬁ,TEkl) s eens Z )\ln <ﬁln + Z aln,kaekn>>

=1 ki=1—q =1 kn=1—q
p p T T
d Yy ALy gy 70 Ak, TCUM(€Ry 5 5 s €y
=1 In=1k1=1—¢q ki=1—q
p p T

E ce g E /\11 Qr kT """ )\znaln,k,Tﬁn

=1 l,=lk=1—gq

D p T
Rn E E E )\llall,k,T"')\znazn,k,T
=1 In=1k=1—¢q

Se sabe del Teorema 3.1 que

TNVar(fre)\ — V

cuando T — oo, donde V' € RT. Luego por (A.7) se tiene que

P p T
|Cumy,(St)| < |/€n|zz Z ‘Azlall,k,T"'Aznaln,k,T

=1 l,=lk=1—gq

IN

P P T
|in| C1(Cp) ™) ZZ Z Ay Aty Ay e, Ty e, T

l1=11l2=1k=1—¢q

< [walCL(CP)" PNV ar(Bre) A

|/€n|01 (Op) (n=2)
- T

<T/\'Va7“(ﬂ~T,@))\) -0

Cuando T' — oo. Donde Cy = méxy, g, {| s - - i, |}-

Luego tenemos que

VT(NBre — XNB) 2 N(0,v).
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Cuando T'— oo, donde v = NV A y V estd dado por (3.8). Y por tanto
VT (Bre — B) 3 N(0,V).

Cuando T' — oo, donde V esta dado por (3.8).
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Lemas

Lema 1.1.3.
Sea {Y; 1}t un proceso definido por
P q
Yir =) wi(#)8i+0(£) 3_vi(F)e
i=1 Jj=0

Donde ¢, ~ RB(0,1), z;(-),0(-) € C?([0,1]) con derivadas acotadas para todo i =

1,...,p tal que o(u) > 0 para todo u € [0,1] y los coeficientes ¥;(u) € C*([0,1]).

Sea ) )
11 C2 -+ CGrT
, C1 C22 -+ CoT
CT -
Cp1 Cp2 Cp,T
Definimos

T T T !
C,TYT =S = (Sl,T, SQ,T» ooy Sp,T)/ = (Z C1,th,T, Z CQ,tYuT, ooy Z Cp,th,T>

t=1 t=1 t=1

Tal que E(St) = (b1, B2, ..., Bp)'. Entonces

T T T !
St = (51+ Z a1 7€k, B2 + Z A2 o, T€ks -y Bp + Z ap,k,T€k> .

k=1—q k=1-q k=1—q

Donde
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min{7T,k+q}

ap g = Z 0 (%) Vi (F).

t=max{1,k}
Para todo 1 € {1, ...,p}.
Demostracion.
Seal e {1,...,p}.
p q
aYir = Z%(%)Cl,lﬁi + Cl,lU(%) Z%’(%)Ekj
i=1 §=0
p
cagYor = Zl‘i(%)cmﬂz + G20 % Z% % €2—j
i=1 —

q

arYrr = Z (%) ClTﬁi+Cl,TU(%)Z¢j(§)ET—j

Asi obtenemos que

t t t
St = E E 33z T Cltﬂri- E E CltU ;7 ;7 €t—j

t=1 i=1 t=1 j=0

T p T t—q
t—j=k t t t
= E g i ( TcltﬂrFE E 110 (%) Vi (F)e

t=1 i=1 t=1 k=t

T p 1 k+q T—q k+q

t t t t t

= E g l‘zfcltﬁri- E E CZtUT¢tkT€k+E E CltUthkT

t=1 i=1 k=1—q t=1 k=2 t=k

T
chtU % (o k(%)
min{7T,k+q}

zi (%) B + Z Z 100 (5) Ve (F) e

t=1 i=1 k=1-—q t=max{1,k}

T p
- ZZIZ(% cefi + Z ay j; 7€k -

t=1 i=1 k=1—q

ﬂﬁ-
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Por otro lado la condicién E(Sy) = (61, fBa, ..., Bp)’ implica que E(S;r) = f;, para

todo [ € {1,...,p}. Luego

1, i=1
S (ke =

=1 0, il

Por tanto tenemos que

T
Sir =B+ E ay ., 7€k -

k=1—q

Luego se tiene que

T T T !
St = (51+ Z a1 €k, B2 + Z A2 o T€ky -y Bp + Z ap,k,TEk) -

k=1—q k=1—¢q k=1—q

Donde

min{7T,k+q}

a kT = Z Cl,ta(%)¢t—k(%)-

t=max{1,k}
Para todo [ € {1,...,p}.
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Proposiciones

Proposicion 2.2.1.

Sea el proceso de medias moviles de orden q definido por

q
Yir = p(f) +o(5) Y 0i(F) e
j=0

para t = 1,...,T, donde u(-), o(-) son funciones continuas y o(u) > 0 para todo

u € [0,1], Op(u) = 1 y {&:}+ es una secuencia de ruido blanco de media cero y varianza

uno. (e ~ RB(0,1)). Entonces

1) E(Yir) = u(

).

N

q

2) Var(Y,r) = a(%)QZHj(

N
~—
no

3) COU(Y},T, Ys,T) = J=0

parat,s=1,.., T, t>sy0;j(u)=0sij>q.

Demostracion.

La esperanza del proceso esta dada por
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i) = (u(h) - () 3l

Pues ¢, ~ RB(0,1).

La varianza del proceso estd dada por

Vartia) = Vor (u(5) +a(5) 305

Ya que ¢, ~ RB(0,1).

Sea t > s, luego la covarianza del proceso esta dada por

Cov(Yr,Yar) = Cou (u@) Fo(5) D0 (F)as n(3) +0(5) 205w
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Ya que ¢, ~ RB(0,1) y 0;(u) =0sij > q.

Luego
COU(Yt,Ta Ys,T) = i=0

Donde 6;(u) =0si j > g.

O equivalentemente
q—(—s)
Cov(Vr, Yar) =0 (£)o(3) 3 Orsri(£)0:(3)
i=0
Donde t > s.

Proposiciéon 2.4.1.

Para un proceso LSMA(1) con media constante u y o(u)? = 1, definido por
Vir =p+0(%)e-1 + e,

se tiene que

Demostracion.

La densidad espectral de este proceso esta dada por

flu,\) = %(1 +2cos(N\)0(u) + 9(u)2>, u€[0,1], X € [-m, 7.
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Luego obtenemos que

Y(u, k) = / : fu, N)eax
= /7T L (1 + 2cos(N\)0(u) + 9(u)2> e ax

o 2T

_ l/ﬂ(l +2c0s(\)f(u) + B(u)? ) cos(\k)dA

= % (/ﬂ[l + 0(u)?] cos(Ak)d\ + /Tr 20(u) cos(\) cos()\k)d)\)
- ([1 o) 29(@?22@’?)

1+60(u)? k=0

0(u) k| = 1.

Proposicién 3.2.1.
Sea {Y: 1}t un proceso que satisface la definicion 2.3 y cumple con los supuestos S3.1-

S3.6. Entonces la matriz

es invertible.

Demostracion.
Sea o € RT tal que « es distinto del vector nulo. Probaremos que o/T'a > 0. Por

contradiccion. Supongamos que o/I'a = 0. Luego
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T T
§ 5 oIy o

odTa =
r=1 s=1
T T
= Z Zaras/
r=1 s=1 [=.7]
T T
= / Z Z arasei’\(T’s)A%T()\)
[-m7] p=1 s=1
T 2
_ / S e AL (M| dA
[—m7] | p=1
Esto implica que
T 2
Z M AL (V| =0
r=1
y por ende
T
Z e AL p (N, =0
r=1

eI AL p (V)AL (N)dA

A £ (N)dA

Notamos que esta tultima ecuacién, es una combinacion lineal del conjunto U =

{et* A2 e} el cual es un subconjunto de B = {e

ian

:n € Z} el que a su vez es

una base ortonormal del espacio L*([—m,7]). Por tanto el conjunto U es linealmente

independiente, lo que implica que

(Na, =0

para todo r =1,...,T. Pero
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q
Alr(N) =0 () D 0i(F)e™ #0
=0
q
ya que por el supuesto S3.2 Zéj(%)e*“‘j # (0 pues z = e ™ estd en el circulo
=0
unitario, es decir |z| = 1. 'Y por otro lado el supuesto S3.3 implica que o(-) > 0

Por tanto «,, = 0 para todo r = 1,...,T. Lo que contradice el supuesto que el

vector a no es nulo. ]

Proposicion 5.1.1.

Sea {Y; 1} un proceso que satisface la definicion 2.3, sea jir el LSE de p dado por
/l — Z?:l yt,T
T T 3

Entonces la varianza de fir satisface que

TVar(pr) ~ /Oa(u)2[1+9(u)]2du.

Donde ap ~ by significa que ap/br — 1 cuando T — oc.
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Demostracion.

T T
Var(pr) = T2 Z Z Cov(Yi.r, Ysr)

T T
1
= ﬁ Z COU(yt,TH yt,T) + 2 Z COU(yt,T, ytl,T))
=1 t=2
1 - t )2 t)2 - ¢ t—1 t
= | 2o N+0(5)T+2) (5o (F)0(F)
t=1 t=2

_ % (Za(%)Q[l +0(7)1 + AT)

Analizamos A

T T
Arl < 2o(3)0(F)+23 lo(5)o' (£)50(5) | +2D o (£)6(£) O ()]
t=1 t=1
< btk kO(R) <kt

Donde

ko= [20(3)°0(3)]

ky = méx [20(u)?0’(u)f(u))
u€(0,1]
s 2
ks = I{gﬁﬁ}l%(w 0(u)l
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Luego

MT%OO
" 0
Por tanto
T ) 1
TVar(ir) = ) o(f) L+0(5)1=

Proposicién 5.2.1.

Sea

Yir=m (%)51 + 132(%)52 + U(%) e + 9(%)@-1];

Tal que x1(-),z2(-) € C*([0,1]), 6(-) € C*([0,1]) con derivadas acotadas y

|0(u)| <1 para todo uw € [0,1], B = (p1,02) ye ~ RB(0,1).

Sea BT el estimador LSE de [ definido por
. -1
Br = (XpXr) XpYe

Donde X1 es la matriz de diseno de la regresion dada por

) 2
)

)
)

el
el

1 (

1 (

el
el

SN

i(7) 22
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eYr=Yir,Yor,....Yrr)"

FEntonces

TVar(fr) — 271Qn

Cuando T — oo. Donde

' r1(u)? oz (u)ze(u)
o= / o (w1 + 6(u)] u

o(w)ri(u)  wa(u)?
/1 r1(u)? oz (u)za(u)
Y= du.
0 ro(u)zy(u)  wo(u)?

El LSE de (8 esta dado por

Demostracion.

R —1
Br = (X}XT> XLy = DhYy

Asi tenemos que

N

Var(fr) = Var(DyYr)
= D&—‘VCLT(YT)DT
— D,I'Ds.
-1 -1
— (X}XT> X'TFXT(X’TXT) .
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Sea I'’ X7 = C'r, Donde

Cr =

alf) -
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Por tanto

Analogamente, tomando la ecuacién (A.10) tenemos que
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q
—~
N~
N—
fua)
—
»
|+
+
SN—
8
5
—
2
|+
+
SN—
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Luego

Ahora
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o= el ([ o] o) (B o)

Asi tenemos que

%X’TFXT—> / o (u)2[1 + O(u)]? a et

du = Q
a(u)zy(u) 932(“)2
Cuando 7" — oo. De igual forma tenemos
T , T
1 St Cn@n)h
—X%XT — T t=1 t=1 T
T t t) 1 t\21
Zﬂfl(f)@(f)f Z@(T) T
=1 =1
' r(uw)? oz (u)za(u)
— du =%
0 ro(u)ry(u)  wo(u)?
Cuando T' — oo. Por tanto
TVar(fr) — S'Q8 1
Cuando T' — .
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