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5.5. Matriz de covarianza teórica del LSE de β de una regresión lineal con
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con errores LSMA(1) de parámetro θ(u) = 0.5− u2. . . . . . . . . . . 82

iv



5.7. Radio de Eficiencia: Determinante varianza LSE v/s determinante va-

rianza BLUE de β para una regresión lineal con errores LSMA(1) de
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3.5. Función de variación en el tiempo θ(u) = 0.2− u. . . . . . . . . . . . 33

3.6. Simulación de un proceso LSMA(1) con parámetro θ(u) = 0.2− u. . . 33
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5.1. Curvas de nivel de R
(
θ(a, b)

)
para θ(u) = a+ bu. . . . . . . . . . . . 69

5.2. Superficie R
(
θ(a, b)

)
para θ(u) = a+ bu. . . . . . . . . . . . . . . . . 70

6.1. Función de variación en el tiempo θ(u) = u− 0.8. . . . . . . . . . . . 96

6.2. Simulación de un proceso LSMA(1) con parámetro θ(u) = u− 0.8. . . 96
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Caṕıtulo 1

Introducción

La propiedad de estacionaridad en las series de tiempo es una hipótesis que no

necesariamente se cumple. En la práctica se pueden encontrar una gran variedad de

series de tiempo en donde la estructura de covarianza, la media y la varianza del

proceso no son constantes en el tiempo. Una de las metodoloǵıas propuestas, lla-

mada procesos localmente estacionarias (LS) desarrollada por Dahlhaus (1997) se

está convirtiendo en una herramienta importante para el análisis de series de tiempo

no estacionarias. Esta metodoloǵıa toma como hipótesis, que los parámetros de las

series de tiempo no estacionarias vaŕıan suavemente en el tiempo, con lo cuál estas

series podŕıan ser aproximadas localmente mediante series de tiempo estacionarias.

Muchos autores han sugerido definiciones para este tipo de procesos LS, incluyen-
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do a Silverman et al. (1957), Priestley (1965) y Dahlhaus (1996b) quién desarrolló una

definición formal de una familia de procesos LS que ha sido ampliamente discutida

en la literatura, como por ejemplo Dahlhaus and Giraitis (1998), Dahlhaus (2000),

Dahlhaus and Polonik (2006) entre otros.

La estimación de los parámetros ha sido estudiada por Dahlhaus (1996b), Dahl-

haus (1996a), Dahlhaus (1997) para procesos localmente estacionarios de corta me-

moria (LSSM). Sin embargo, la estimación de la media de tales procesos ha recibido

mucha menos atención.

Por otra parte, la teoŕıa de los procesos LS se ha ampliado a series de larga

memoria (LSLM), ver por ejemplo Beran (2009), Genton and Perrin (2004) y Jensen

and Whitcher (2000).

La estimación de parámetros para los proceso LSLM ha sido estudiada por Jensen

and Whitcher (2000), Beran (2009), Palma and Olea (2010), entre otros. Sin embargo,

al igual que en los procesos LSSM, la estimación de la media de tales procesos ha

recibido poca atención.

En este trabajo estudiaremos al estimador lineal e insesgado de varianza mı́nima

(BLUE) para la media de un proceso LSSM, para lo cual veremos la consistencia,

varianza asintótica y un teorema del ĺımite central para este estimador. Además

compararemos el BLUE con el estimador de mı́nimos cuadrados ordinarios (LSE),
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mediante la eficiencia relativa en donde se analizará si tienen un comportamiento

aśıntotico de igual orden o no, ya que en los procesos estacionarios de corta y larga

memoria (ARMA, ARFIMA), la eficiencia relativa converge asintóticamente a 1. Ver

Grenander and Rosenblatt (1957), Adenstedt (1974) y Palma (2007).

Los siguientes caṕıtulos de este trabajo están organizadas como sigue. En el caṕıtu-

lo 2 se introducen los procesos localmente estacionarios de corta y larga memoria, en

donde se dan algunos ejemplos clásicos. El caṕıtulo 3 se enfoca a las propiedades

asintóticas del estimador BLUE de β del siguiente modelo de regresión:

Yt,T = X ′
(
t
T

)
β + εt,T , t = 1, ..., T.

Donde X ′
(
t
T

)
=
(
x1

(
t
T

)
, ..., xk

(
t
T

))
es un vector (fila) de k componentes no es-

tocásticas, tales que xi(·) ∈ C2
(
[0, 1]

)
i = 1, ..., k, β = (β1, ..., βk)

′ un vector de

parámetros de la regresión y εt,T es un proceso localmente estacionario de medias

móviles de orden q
(
LSMA(q)

)
.

Notamos que si k = 1 y x1(u) = 1 para todo u ∈ [0, 1] tenemos el caso particular de

un proceso LSMA(q) de media constante µ. Por otro lado si k = 1 y x1(·) ∈ C2
(
[0, 1]

)
no constante, tenemos el caso particular de un proceso LSMA(q) con de tendencia de

variación en el tiempo.

El caṕıtulo 4 trata de dar una extensión de estos resultados para procesos local-

mente estacionarios autorregresivos de medias móviles de ordenes p, q respectivamente
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(
LSARMA(p, q)

)
, dando conjeturas de las varianzas a asintóticas del BLUE de β para

este caso.

En el caṕıtulo 5 se estudia la eficiencia relativa de los estimadores BLUE y LSE en

el caso de media constante y en un modelo de regresión como en el caṕıtulo anterior.

Para esto se verán simulaciones para distintos casos en donde el parámetro de medias

móviles vaŕıa en el tiempo de forma lineal, trigonométrica, etc.

En el caṕıtulo 6 se estudia la eficiencia relativa de los estimadores BLUE y LSE

en el caso de media constante y en un modelo de regresión como en el caṕıtulo

anterior pero esta vez usaremos el método de Whittle (ver Dahlhaus (1996b),Dahlhaus

(1996a),Dahlhaus (1997)) para estimar los parámetros del proceso LSMA(q). Para

esto se verán simulaciones para distintos casos en donde el parámetro de medias

móviles vaŕıa en el tiempo de forma lineal, cuadrática, etc.

En el caṕıtulo 7, se da una aplicación a datos reales, en donde se ve el estimador

BLUE comparado con el estimador LSE, esta es analizada mediante la eficiencia

relativa. Es importante mencionar que de este analisis se obtiene la respuesta si es o

no necesario buscar el estimador BLUE o simplemente quedarnos con el estimador

LSE, ya que este último es más rápido (computacionalmente) de calcular y no depende

de los parámetros. Finalmente, el caṕıtulo 8 están las conclusiones de este trabajo,

mientras que las demostraciones de los resultados establecidos se encuentran en el

apéndice.
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Caṕıtulo 2

Procesos Localmente Estacionarios

2.1. Definición

Definición 2.1.

Un proceso Localmente Estacionario con función de transferencia A0 y función de

tendencia µ puede ser definido por la representación espectral

Yt,T = µ
(
t
T

)
+

∫ π

−π
A0
t,T (λ)eiλtdB(λ) (2.1)

para t = 1, ..., T. Donde B(λ) es un un movimiento Browniano en [−π, π], µ(·) es una

función continua, y existe una constante K positiva y una función A : [0, 1]×R→ C,

2π− periódica, con A(u,−λ) = A(u, λ) tal que

sup
t,λ

∣∣A0
t,T − A

(
t
T
, λ
)∣∣ ≤ K

T
(2.2)

para todo T .
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Se tiene que la función de transferencia A0
t,T (λ) de esta clase de procesos no es-

tacionarios cambia suavemente en el tiempo de manera que se pueden aproximar

localmente por un proceso estacionario.

Para analizar las propiedades asintóticas de los procesos que satisfacen la defi-

nición 2.1, Dahlhaus (1996b) estableció un reescalamiento de el tiempo mediante el

cambio de variable u = t/T , con esto, se puede analizar de mejor manera las propie-

dades asintóticas de los estimadores, se tiene además que si T es lo suficientemente

grande, se tendrá mayor información disponible de la estructura local de la serie, ya

que se tendŕıa una grilla más fina del intevalo [0, 1].

Por otro lado se puede notar que si A0 no depende de t y T , entonces Yt,T no depende

de T , y se obtiene la representación espectral ordinaria de un proceso estacionario y

aśı la teoŕıa asintótica de los procesos estacionarios es un caso particular de este tipo

de procesos.

A continuación se presentan algunos ejemplos de procesos LS:

Ejemplo 2.1.1.

Suponga que {Yt}t es un proceso estacionario con representación espectral

Yt =

∫ π

−π
A(λ)eiλtdξ(λ)
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donde A(λ) es la función de transferencia del proceso {Yt}t. Sean

µ : [0, 1]→ R, σ : [0, 1]→ R+

funciones continuas. Entonces

Xt,T = µ
(
t
T

)
+ σ
(
t
T

)
Yt,

es un proceso LS con A0
t, T (λ) = A

(
t
T
, λ
)

= σ
(
t
T

)
A(λ).

Ejemplo 2.1.2.

Considere el siguiente proceso

Yt,T = φ
(
t
T

)
Yt−1, T + σ

(
t
T

)
εt, t ∈ Z, (2.3)

donde {εt}t una secuencia independiente idénticamente distribuida (iid) de media

cero y varianza uno. Asumimos que σ(u) y φ(u) son continuos en R con σ(u) = σ(0),

φ(u) = φ(0) para u < 0 y σ(u) = σ(1), φ(u) = φ(1) para u > 1, las restricciones para

los parámetros son |φ(u)| < 1 y σ(u) > 0 para todo u ∈ [0, 1] y además son derivables

para todo u ∈ (0, 1) con derivada acotada.

Dado que la secuencia {εt}t es iid, el Teorema de Cramer garantiza que

εt =

∫ π

−π
(2π)−1/2eiλtdξ(λ), para todo t,
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Se puede ver que

Yt,T :=

∫ π

−π
eiλtA0

t,T (λ)dξ(λ),

donde

A0
t,T (λ) =

∞∑
`=0

[
`−1∏
j=0

φ
(
t−j
T

)]
σ
(
t−`
T

)
e−iλ`.

es la solución de la ecuación (2.3). Ahora que se conoce A0
t,T (λ), se puede mostrar

que la función A(u, λ) definida por

A(u, λ) = σ(u)
(

1− φ(u)e−iλ
)−1

,

cumple que

sup
t,λ

∣∣A0
t,T (λ)− A

(
t
T
, λ
)∣∣ ≤ K

log3(T )

T
,

es decir, satisface la condición (2.2) de la definición 2.1, ver Dahlhaus (1996b)

para más detalles.

Ejemplo 2.1.3.

Otro ejemplo de procesos LS está dado por la siguiente expansión infinita de medias

móviles

Yt,T = µ+ σ
(
t
T

) ∞∑
j=0

ψj
(
t
T

)
εt−j (2.4)
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donde {εt}t es una secuencia de ruido blanco gaussiano de media cero y varianza

unitaria, y {ψj(u)}j son coeficientes que satisfacen
∑∞

j=0 ψj(u)2 < ∞ para todo u ∈

[0, 1]. En este caso, la función de transferencia del proceso dado por la ecuación

(2.4), es A0
t,T (λ) = σ

(
t
T

)∑∞
j=0 ψj

(
t
T

)
e−iλj = A

(
t
T
, λ
)
, la cual satisface trivialmente la

condición (2.2). El modelo dado por la ecuación (2.4) generaliza la expansión de Wold

para procesos lineales estacionarios permitiendo que los coeficientes de la expansión

infinita de medias móviles vaŕıen suavemente en el tiempo.

2.2. Procesos Localmente Estacionarios de Corta

Memoria

Las funciones de autocovarianza y autocorrelación se conocen como indicadores

de la memoria de una serie de tiempo. Una manera sencilla de clasificar el tipo de

memoria de una serie de tiempo estacionaria es mediante la cuantificación de la tasa de

decaimiento de autocovarianzas o autocorrelaciones. En concreto, si la autocorrelación

de un proceso {Yt}t tiene un tipo de decaimiento exponencial a cero al incrementar el

lag (k). Entonces {Yt}t es un proceso de corta memoria (SM), tales como los procesos

ARMA. Ver Brockwell and Davis (1991) para obtener más detalles. Este concepto se

puede extender a los procesos LS, mediante la siguiente definición, ver Ferreira et al.

(2013) y Palma et al. (2013).
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Definición 2.2.

Un proceso {Yt,T}t dado por la definición 2.1 con representación infinita de medias

móviles definida por la ecuación (2.4), se dice Localmente Estacionario de Corta

Memoria (LSSM) si existen constantes a y K positivas tales que los coeficientes de la

expasión de medias móviles cumplen lo siguiente

∀j ≥ 1, ∀u ∈ [0, 1], |ψj(u)| ≤ Ke−aj. (2.5)

Ejemplo 2.2.1.

Sea el proceso definido por

Yt,T =
∞∑
j=0

φ
(
t
T

)j
εt−j, (2.6)

donde {εt}t es una secuencia de ruido blanco gaussiano de media cero y varianza

unitaria, y φ(u) = 0.5u+ 0.1, u ∈ [0, 1], luego vemos que para j ≥ 1

|φ(u)j| = ej ln(0.5u+0.1)

≤ ej ln(0.6)

Luego de acuerdo a la definición 2.2, K = 1 y a = − ln(0.6). Por tanto el proceso

dado por la ecuación (2.6) es un proceso LSSM.

11



2.2.1. Procesos Localmente Estacionarios de Medias Móviles

de Orden q

Definición 2.3.

Un caso particular del proceso dado por la ecuación (2.4) es el proceso de medias

móviles de orden q definido por

Yt,T = µ
(
t
T

)
+ σ
(
t
T

) q∑
j=0

θj
(
t
T

)
εt−j (2.7)

para t = 1, ..., T , donde µ(·), σ(·) son funciones continuas y σ(u) > 0 para todo

u ∈ [0, 1], θ0(u) ≡ 1 y {εt}t es una secuencia de ruido blanco de media cero y varianza

uno. (εt ∼ RB(0, 1)). La función de transferencia es

A
(
t
T
, λ
)

= σ
(
t
T

) q∑
j=0

θj
(
t
T

)
e−iλj. (2.8)

Y la densidad espectral que vaŕıa en el tiempo está dada por

f
(
t
T
, λ
)

=
σ
(
t
T

)2

2π

∣∣∣∣∣
q∑
j=0

θj
(
t
T

)
eiλj

∣∣∣∣∣
2

(2.9)

para λ ∈ [−π, π].

Proposición 2.2.1.
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De la definición 2.3 se tienen las siguientes propiedades:

1) E(Yt,T ) = µ
(
t
T

)
.

2) V ar(Yt,T ) = σ
(
t
T

)2
q∑
j=0

θj
(
t
T

)2
.

3) Cov(Yt,T , Ys,T ) =


σ
(
t
T

)
σ
(
s
T

) q∑
j=0

θt−s+j
(
t
T

)
θj
(
s
T

)
, 0 < t− s ≤ q

0 , t− s > q

para t, s = 1, ..., T , t > s y θj(u) = 0 si j > q.

Ejemplo 2.2.2.

Un caso particular de (2.7) es un proceso localmente estacionario de medias móviles

de orden q = 1, LSMA(1), dado por

Yt,T = µ
(
t
T

)
+ σ
(
t
T

)[
θ
(
t
T

)
εt−1 + εt

]
,

t = 1, ..., T donde {εt}t es una secuencia de ruido blanco de media cero y varianza

uno. La estructura de covarianza del modelo está dada por

Cov(Yt,T , Ys,T ) =



σ
(
t
T

)2
[
1 + θ

(
t
T

)2
]

, s = t

σ
(
t
T

)
σ
(
t−1
T

)
θ
(
t
T

)
, s = t− 1

σ
(
t
T

)
σ
(
t+1
T

)
θ
(
t+1
T

)
, s = t+ 1

0 , o.c.
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En este caso, la función de transferencia está dada por

A0
t,T (λ) = A

(
t
T
, λ
)

= σ
(
t
T

)[
1 + θ

(
t
T

)
e−iλ

]
Además, la densidad espectral que vaŕıa en el tiempo es

f
(
t
T
, λ
)

=
1

2π

∣∣A( t
T
, λ
)∣∣2 =

σ
(
t
T

)2

2π

[
1 + θ

(
t
T

)2
+ 2θ

(
t
T

)
cos(λ)

]
,

ver Dahlhaus (1996a).

2.3. Procesos Localmente Estacionarios de Larga

Memoria

Un proceso de larga memoria {Yt,T}t localmente estacionario puede ser definido

especificando la decadencia hiperbólica de la función de autocovarianzas, ver Ferreira

et al. (2013) y Palma et al. (2013).

Definición 2.4.

Un proceso {Yt,T}t dado por la definición 2.1 con representación infinita de medias

móviles definida por la ecuación (2.4), se dice Localmente Estacionario de Larga

Memoria (LSLM) si existe una constante K positiva tal que los coeficientes de la

expasión de medias móviles cumplen lo siguiente

|ψj(u)| ≤ Kjd−1. (2.10)
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Para u ∈ [0, 1] y algún d ∈ (0, 1/2).

Ejemplo 2.3.1.

Una generalización del modelo de ruido fraccionario es el proceso de ruido fraccionario

localmente estacionario (LSFN), el cual está dado por la ecuación (2.4) en donde los

coeficientes

ψj(u) =
Γ[j + d(u)]

Γ[j + 1]Γ[d(u)]

donde Γ(·) es la función Gamma y d(·) es el parámetro de larga memoria que varia

suavemente en el tiempo. De Palma (2010), se tiene que las covarianzas del proceso

LSFN son

Cov(Yt,T , Ys,T ) = σ
(
t
T

)
σ
(
s
T

) Γ
[
1− d

(
s
T

)
− d
(
t
T

)]
Γ
[
s− t− d

(
s
T

)]
Γ
[
1− d

(
s
T

)]
Γ
[
d
(
s
T

)]
Γ
[
s− t+ 1− d

(
t
T

)] .
para s, t ∈ {1, ..., T}, s > t y la densidad espectral que vaŕıa en el tiempo

está dada por

f
(
t
T
, λ
)

=
σ
(
t
T

)2

2π

[
2 sin

(
λ
2

)]−2d(t/T )
,

para λ ∈ [−π, π]. Además se tiene que

f(u, λ) ∼ σ(u)2

2π
|λ|−2d(u).

Donde aλ ∼ bλ significa que aλ/bλ → 1 si |λ| → 0
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Ejemplo 2.3.2.

Otro ejemplo es el proceso localmente estacionario integrado fraccionadamente de

medias móviles LSARFIMA
(

0, d(u), 1
)

, el cual está dado por la ecuación

Yt,T = σ
(
t
T

) [
1 + θ

(
t
T

)
B
]

(1−B)−d(t/T )εt

donde B es el operador de rezagos, θ(·) es el parámetro de medias móviles que

varia suavemente en el tiempo, con la condición |θ(u)| < 1 para todo u ∈ [0, 1] y

d(·) es el parámetro de larga memoria que varia suavemente en el tiempo. De Palma

(2010), se tiene que las covarianzas del proceso LSARFIMA(0, d(u), 1) son

Cov(Yt,T , Ys,T ) = σ
(
t
T

)
σ
(
s
T

) Γ
[
1− d

(
s
T

)
− d
(
t
T

)]
Γ
[
s− t− d

(
s
T

)]
Γ
[
1− d

(
s
T

)]
Γ
[
d
(
s
T

)]
Γ
[
s− t+ 1− d

(
t
T

)]
×

[
1 + θ

(
s
T

)
θ
(
t
T

)
− θ
(
s
T

) s− t− d
(
t
T

)
s− t− 1 + d

(
s
T

) − θ( t
T

) s− t− d
(
s
T

)
s− t− 1 + d

(
t
T

)]

para s, t ∈ {1, ..., T}, s > t.

2.4. Covarianza Local

Definición 2.5.

Sea {Yt,T}t un proceso LS que satisface la definición 2.1, con densidad espectral que

evoluciona en el tiempo dada por f(u, λ) =
1

2π
|A(u, λ)|2. Se define la autocovarianza

local de lag k del proceso en el tiempo u por
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γ(u, k) =

∫ π

−π
f(u, λ)eiλkdλ, k ∈ Z. (2.11)

de Dahlhaus (1996b) se tiene que el proceso tiene a nivel local la misma función

de autocovarianza, pues

Cov(Y[uT ],T , Y[uT ]+k,T ) =

∫ π

−π
A0

[uT ],T (λ)A0
[uT ]+k,T (−λ)eiλkdλ

= γ(u, k) +O(T−1), (2.12)

uniformemente en u y k. Aśı la expresión γ(u, k) justifica la covarianza local del

proceso en el tiempo u = t/T.

Proposición 2.4.1.

Para un proceso LSMA(1) con media constante µ y σ(u)2 = 1, definido por

Yt,T = µ+ θ
(
t
T

)
εt−1 + εt,

se tiene que

γ(u, k) =


1 + θ(u)2 , k = 0

θ(u) , |k| = 1.
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Caṕıtulo 3

Regresión Lineal con Errores

LSMA(q)

En este caṕıtulo estudiamos el marco teórico de las propiedades asintóticas del

BLUE para el vector de parámetros β de una regresión lineal, en donde los k (≥ 1)

regresores son no estocásticos de variación suave en el tiempo, y las perturbaciones

son un proceso LSMA(q), es decir, analizaremos la teoŕıa suponiendo que los paráme-

tros del proceso LSMA(q) son conocidos. Además se comparan las varianzas teóricas

exactas, muestrales y asintóticas del BLUE de β mediante estudios de simulación.
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3.1. Definición

Definición 3.1.

Un proceso Localmente Estacionario con función de transferencia A0 puede ser defi-

nido por la representación espectral

Yt,T = X ′
(
t
T

)
β +

∫ π

−π
A0
t,T (λ)eiλtdB(λ) (3.1)

para t = 1, ..., T. Donde X ′
(
t
T

)
=
(
x1

(
t
T

)
, ..., xk

(
t
T

))
es un vector de k componentes

no estocásticas, tales que xi(·) ∈ C2
(
[0, 1]

)
i = 1, ..., k, β = (β1, ..., βk)

′ es un vec-

tor de parámetros desconocidos de la regresión, B(λ) es un un movimiento Browniano

en [−π, π], además existe una constante K positiva y una función A : [0, 1]×R→ C,

2π− periódica, con A(u,−λ) = A(u, λ) tal que

sup
t,λ

∣∣A0
t,T − A

(
t
T
, λ
)∣∣ ≤ K

T
(3.2)

para todo T .

Observación 3.1.1.

Notamos que si k = 1 y x1(u) = 1 para todo u ∈ [0, 1] tenemos el caso particular

de un proceso con media constante µ. Por otro lado si k = 1 y x1(·) ∈ C2
(
[0, 1]

)
no

constante, tenemos el caso particular de un proceso con de tendencia de variación en

el tiempo x1(u)β.
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Definición 3.2.

Un ejemplo de estos procesos está dado por la siguiente expansión infinita de medias

móviles

Yt,T = X ′
(
t
T

)
β + σ

(
t
T

) ∞∑
j=0

ψj
(
t
T

)
εt−j (3.3)

Donde X ′
(
t
T

)
=
(
x1

(
t
T

)
, ..., xk

(
t
T

))
es un vector de k componentes no estocásti-

cas, tales que xi(·) ∈ C2
(
[0, 1]

)
i = 1, ..., k, β = (β1, ..., βk)

′ es un vector de

parámetros desconocidos de la regresión, {εt}t es una secuencia de ruido blanco de me-

dia cero y varianza unitaria, y {ψj(u)}j son coeficientes que satisfacen
∑∞

j=0 ψj(u)2 <

∞ para todo u ∈ [0, 1].

Definición 3.3.

Otro ejemplo de estos procesos está dado por la expansión de medias móviles de orden

q dada por

Yt,T = X ′
(
t
T

)
β + σ

(
t
T

) q∑
j=0

θj
(
t
T

)
εt−j (3.4)

para t = 1, ..., T , donde θ0(u) ≡ 1 y {εt}t es una secuencia de ruido blanco de media

cero y varianza uno. X ′
(
t
T

)
=
(
x1

(
t
T

)
, ..., xk

(
t
T

))
es un vector de k componentes no

estocásticas, tales que xi(·) ∈ C2
(
[0, 1]

)
i = 1, ..., k, β = (β1, ..., βk)

′ es un vector

de parámetros desconocidos de la regresión.
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3.2. Estimación

Consideremos el proceso {Yt,T}t dado por la definición 3.3, ahora si definimos

YT = (Y1,T , Y2,T , ..., YT,T )′, XT la matriz de diseño de la regresión y Γ la matriz de

covarianzas de εT = (ε1,T , ..., εT,T )′ dada por

Γ =

{∫
[−π,π]

eiλ(r−s)A0
r,T (λ)A0

s,T (λ)dλ

}
r,s=1,...,T

,

y

A0
t,T (λ) = σ

(
t
T

) q∑
j=0

θj
(
t
T

)
e−iλj = A( t

T
, λ) (3.5)

se tiene que el BLUE de β está dado por

β̃T,Θ =
(
X ′TΓ−1XT

)−1

X ′TΓ−1YT (3.6)

donde Θ = (θ1, ..., θq, σ)′. Por otro lado, tenemos que BLUE es insesgado y su

varianza es

V ar(β̃T,Θ) =
(
X ′TΓ−1XT

)−1

. (3.7)

Ahora nos interesa estudiar el comportamiento asintótico de V ar(β̃T,Θ), pero de

(3.7) notamos que en primer lugar la matriz Γ debe ser invertible, esto se aborda en la

proposición 3.3.1. Luego necesitamos conocer la forma de Γ−1, pero por otro lado se

sabe que el número de operaciones para invertir una matriz cuadrada de dimensiones

T × T es del orden O(T 3), ver Gastinel (1966), por tanto a priori es complicado

obtener una expresión simplificada para V ar(β̃T,Θ).
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3.3. Teoŕıa Asintótica

En esta sección se darán las principales propiedades asintóticas del BLUE de β

para un proceso LSMA(q). Concretamente, se mostrará la consistencia de este estima-

dor, también veremos la tasa de crecimiento de la varianza y por último un Teorema

del Ĺımite Central. Estas propiedades estan dadas bajo las siguientes condiciones de

regularidad.

Supuestos 3.1.

S3.1 De la definición 3.3, θ0(u) ≡ 1 para todo u ∈ [0, 1], θj(·) ∈ C2
(
[0, 1]

)
para todo

j ∈ {1, ..., q} con derivadas acotadas.

S3.2 Las ráıces del polinomio p(z) = 1 + θ1(u)z + θ2(u)z2 + · · · + θq(u)zq están fuera

del disco unitario para todo u ∈ [0, 1].

S3.3 σ(·) ∈ C2
(
[0, 1]

)
tal que σ(u) > 0 para todo u ∈ [0, 1].

S3.4 Los vectores regresores no estocástico son funciones continuas tales que ĺım
t/T→u

X(t/T ) =

X(u) para todo u ∈ [0, 1].

S3.5 Cada componente del vector X(·) está en C2
(
[0, 1]

)
.

S3.6 Existen constantes positivas a y K, tales que |σ(u)ψj(u)| ≤ Ke−aj, para j ≥ 1 y

para todo u ∈ [0, 1].

Proposición 3.3.1.
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Sea {Yt,T}t un proceso que satisface la definición 2.3 y cumple con los supuestos S3.1-

S3.6. Entonces la matriz

Γ =

{∫
[−π,π]

eiλ(r−s)A0
r,T (λ)A0

s,T (λ)dλ

}
r,s=1,...,T

es invertible.

Teorema 3.1 (Varianza asintótica).

Sea {Yt,T}t un proceso que satisface la definición 3.3 y los supuestos S3.1-S3.6. Sea

β̃T,Θ el BLUE de β. Entonces

TV ar(β̃T,Θ) → V =


∫

1

0

X(u)X ′(u)

σ(u)2

[
q∑
j=0

θj(u)

]2 du


−1

. (3.8)

Cuando T →∞. En términos de la densidad espectral se tiene que

TV ar(β̃T,Θ) → V = 2π


∫

1

0

X(u)X ′(u)

f(u, 0)
du


−1

. (3.9)

Cuando T →∞.

La consistencia está establecida en el siguiente Teorema

Teorema 3.2 (Consistencia).

Sea {Yt,T}t un proceso que satisface la definición 3.3 y los supuestos S3.1-S3.6. Sea
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β̃T,Θ el BLUE de β. Entonces β̃T,Θ es un estimador consistente, es decir,

β̃T,Θ
P→ β,

cuando T →∞.

Teorema 3.3 (Normalidad).

Sea {Yt,T}t un proceso que satisface la definición 3.3 y los supuestos S3.1-S3.6, donde

{εt}t es una secuencia de errores independientes e idénticamente distribuidas tal que

E(εt) = 0, V ar(εt) = 1 y el n−ésimo cumulante κn <∞ para todo n ≥ 3. Sea β̃T,Θ

el BLUE de β. Entonces

√
T (β̃T,Θ − β)

D→ N(0, V )

cuando T →∞, donde V está dado por (3.8).

Ejemplo 3.3.1.

Sea el proceso

Yt,T = µ+ θ
(
t
T

)
εt−1 + εt, t = 1, ..., T.

Donde ∀ u ∈ [0, 1], θ(u) = θ constante, tal que |θ| < 1 y εt ∼ RB(0, 1). Es decir

{Yt,T}t es un proceso MA(1). Sea µ̃T,Θ el BLUE de µ, luego por el Teorema 3.1 se

tiene que

TV ar(µ̃T,Θ) ∼


∫

1

0

1[
1 + θ(u)

]2 du


−1

= [1 + θ]2.
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Ejemplo 3.3.2.

Sea el proceso

Yt,T = µ+ θ
(
t
T

)
εt−1 + εt, t = 1, ..., T.

Donde θ(u) = a+ bu+ cu2 , tal que las constantes a, b, c cumplen que |θ(u)| < 1 para

todo u ∈ [0, 1] y εt ∼ RB(0, 1). Es decir {Yt,T}t es un proceso LSMA(1). Sea µ̃T,Θ el

BLUE de µ, luego por el Teorema 3.1 se tiene que

TV ar(µ̃T,Θ) ∼ V =


∫

1

0

1[
1 + a+ bu+ cu2

]2 du


−1

.

Sea ∆ = 4ac− b2, luego V =
2c

∆(1 + a+ b+ c)
+

2c

∆
g(a, b, c) y

g(a, b, c) =



2√
−∆

[
arctanh

(b+ 2c√
−∆

)
− arctanh

( b√
−∆

)]
, ∆ < 0

4c

b(b+ 2c)
, ∆ = 0 y c 6= 0

2√
∆

[
arctan

(b+ 2c√
∆

)
− arctan

( b√
∆

)]
, ∆ > 0

Ver Gradshteyn and Ryzhik (2000, p. 79-80).

Ejemplo 3.3.3.

Sea el proceso

Yt,T = µ+ θ
(
t
T

)
εt−1 + εt, t = 1, ..., T.

Donde θ(u) = cos(u)3 − 1 y εt ∼ RB(0, 1). Es decir {Yt,T}t es un proceso LSMA(1).
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Sea µ̃T,Θ el BLUE de µ, luego por el Teorema 3.1 se tiene que

TV ar(µ̃T,Θ) ∼ V =


∫

1

0

1[
cos(u)3

]2 du


−1

.

De Gradshteyn and Ryzhik (2000, p. 158), se tiene que

V =
[1

5
tan(1)5 +

2

3
tan(1)3 + tan(1)

]−1

.

Ejemplo 3.3.4.

Supongamos que k = 2, q = 1 y σ(u) = 1 para todo u ∈ [0, 1], aśı tenemos el siguiente

modelo de regresión:

Yt,T = X ′
(
t
T

)
β + θ

(
t
T

)
εt−1 + εt

= x1

(
t
T

)
β1 + x2

(
t
T

)
β2 + θ

(
t
T

)
εt−1 + εt, t = 1, ..., T.

Tal que x1(·), x2(·) ∈ C2
(
[0, 1]

)
, θ(u) ∈ C2 con derivadas acotadas y |θ(u)| < 1

para todo u ∈ [0, 1], β = (β1, β2)′ y εt ∼ RB(0, 1).

Sea β̃T,Θ el BLUE de β definido por

β̃T,Θ =
(
X ′TΓ−1XT

)−1

X ′TΓ−1YT
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Donde XT es la matriz de diseño de la regresión dada por

XT =



x1

(
1
T

)
x2

(
1
T

)
x1

(
2
T

)
x2

(
2
T

)
...

...

x1

(
T
T

)
x2

(
T
T

)


,

YT = (Y1,T , Y2,T , ..., YT,T )′ y Γ−1 es la matriz inversa de V ar(YT ) = Γ.

Entonces

TV ar(β̃T,Θ)→ Ω−1

Cuando T →∞. Donde

Ω =

∫
1

0

1

[1 + θ(u)]2

 x1(u)2 x1(u)x2(u)

x2(u)x1(u) x2(u)2

 du.
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3.4. Estudio de Simulación

Esta sección trata sobre el cálculo de la varianza del BLUE de β para el proceso

{Yt,T}t que satisface la definición 3.3, se mostrará la exactitud de la fórmula asintóti-

ca dada por el Teorema 3.1, comparándola con la varianza muestral del BLUE de β

obtenida a partir de varias simulaciones y la varianza teórica del BLUE de β, dada

por la ecuación (3.7). Estas comparaciones se ilustran con un proceso LSMA(1) y

LSMA(2) con parámetros de variación en el tiempo que evolucionan mediante polino-

mios, funciones armónicas, logaŕıtmicas, etc. Y regresores tales que xi(·) ∈ C2
(
[0, 1]

)
para i ∈ {1, ..., k}.

Ejemplo 3.4.1.

En este primer ejemplo, estudiamos el comportamiento de la varianza del BLUE de

la media constante µ de un proceso LSMA(1), definido por

Yt,T = µ+ θ
(
t
T

)
εt−1 + εt

donde εt
iid∼ N(0, 1) y θ(u) = 3.5(u− 0.5)2, u ∈ [0, 1].

28



0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

u

θ(
u)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3.1: Función de variación en el tiempo θ(u) = 3.5(u− 0.5)2.
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Figura 3.2: Simulación de un proceso LSMA(1) con parámetro θ(u) = 3.5(u− 0.5)2.
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Figura 3.3: ACF de un proceso LSMA(1) con parámetro θ(u) = 3.5(u− 0.5)2.
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Figura 3.4: PACF de un proceso LSMA(1) con parámetro θ(u) = 3.5(u− 0.5)2.
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Tabla 3.1: Comparación varianza teórica del BLUE de la media constante µ de un

proceso LSMA(1) con parámetro θ(u) = 3.5(u− 0.5)2.

Método Tamaño Muestral

T=1000 T=2000 T=3000 T=4000 T=5000

Exacta 0.00149496 0.00074763 0.00049845 0.00037385 0.00029909

Muestral 0.00150447 0.00073363 0.00048347 0.00037694 0.00030638

Asintótica 0.00149555 0.00074777 0.00049851 0.00037388 0.00029912

Método Tamaño Muestral

T=6000 T=7000 T=8000 T=9000 T=10000

Exacta 0.00024924 0.00021364 0.00018693 0.00016617 0.00014955

Muestral 0.00025559 0.00020976 0.00018160 0.00016783 0.00014391

Asintótica 0.00024927 0.00021366 0.00018695 0.00016618 0.00014956
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Observación 3.4.1.

Las muestras de este proceso LSMA(1) fueron simuladas mediante el algoritmo de re-

cursión usando 1000 trayectorias de tamaños T = 1000, T = 2000, T = 3000, T =

4000, T = 5000, T = 6000, T = 7000, T = 8000, T = 9000 y T = 10000. La

tabla 3.1 muestra el estudio de simulación para ilustrar el cálculo de la varianza del

BLUE de µ, en donde se compara la varianza muestral del BLUE, la varianza exacta

del BLUE, que está dada por la ecuación (3.7) y la varianza asintótica del BLUE,

que está dada por la expresión (3.8).

Ejemplo 3.4.2.

En este ejemplo, estudiamos el comportamiento de la varianza del BLUE del paráme-

tro de tendencia β con errores LSMA(1), definido por

Yt,T = x
(
t
T

)
β + θ

(
t
T

)
εt−1 + εt

donde εt
iid∼ N(0, 1), x(u) = sin(2πu), u ∈ [0, 1] y θ(u) = 0.2− u, u ∈ [0, 1].
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Figura 3.5: Función de variación en el tiempo θ(u) = 0.2− u.
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Figura 3.6: Simulación de un proceso LSMA(1) con parámetro θ(u) = 0.2− u.
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Figura 3.7: ACF de un proceso LSMA(1) con parámetro θ(u) = 0.2− u.
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Figura 3.8: PACF de un proceso LSMA(1) con parámetro θ(u) = 0.2− u.
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Tabla 3.2: Comparación varianza teórica del BLUE del parámetro de tendencia β de

un proceso LSMA(1) con parámetro θ(u) = 0.2− u

Método Tamaño Muestral

T=1000 T=2000 T=3000 T=4000 T=5000

Exacta 0.00058534 0.00029348 0.00019584 0.00014695 0.00011760

Muestral 0.00056946 0.00029517 0.00020067 0.00014465 0.00011463

Asintótica 0.00058868 0.00029434 0.00019623 0.00014717 0.00011774

Método Tamaño Muestral

T=6000 T=7000 T=8000 T=9000 T=10000

Exacta 0.00009802 0.00008403 0.00007353 0.00006537 0.00005883

Muestral 0.00009945 0.00008835 0.00007085 0.00006972 0.00006107

Asintótica 0.00009811 0.00008410 0.00007358 0.00006541 0.00005887
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Observación 3.4.2.

Las muestras de este proceso LSMA(1) fueron simuladas mediante el algoritmo de re-

cursión usando 1000 trayectorias de tamaños T = 1000, T = 2000, T = 3000, T =

4000, T = 5000, T = 6000, T = 7000, T = 8000, T = 9000 y T = 10000. La

tabla 3.2 muestra el estudio de simulación para ilustrar el cálculo de la varianza del

BLUE de µ, en donde se compara la varianza muestral del BLUE, la varianza exacta

del BLUE, que está dada por la ecuación (3.7) y la varianza asintótica del BLUE,

que está dada por la expresión (3.8).

Ejemplo 3.4.3.

En este otro ejemplo, estudiamos el comportamiento de la varianza del BLUE de β

de una regresión lineal con errores LSMA(1), definido por

Yt,T = x1

(
t
T

)
β1 + x2

(
t
T

)
β2 + θ

(
t
T

)
εt−1 + εt

donde εt
iid∼ N(0, 1), x1(u) = u2, x2(u) = eu, u ∈ [0, 1] y θ(u) = log(0.5 +

u), u ∈ [0, 1].
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Figura 3.9: Función de variación en el tiempo θ(u) = log(0.5 + u).
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Figura 3.10: Simulación de un proceso LSMA(1) con parámetro θ(u) = log(0.5 + u).
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Figura 3.11: ACF de un proceso LSMA(1) con parámetro θ(u) = log(0.5 + u).
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Figura 3.12: PACF de un proceso LSMA(1) con parámetro θ(u) = log(0.5 + u).
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Tabla 3.3: Comparación matriz de covarianza teórica del BLUE de β de una regresión

lineal con errores LSMA(1) con parámetro θ(u) = log(0.5 + u).

Método Varianza Covarianza

β̃1,T,Θ β̃2,T,Θ (β̃1,T,Θ, β̃2,T,Θ)

T=1000

Exacta 0.01824951 0.00065214 -0.00259328

Muestral 0.01821636 0.00068231 -0.00260742

Asintótica 0.01804399 0.00063624 -0.00253320

Método Varianza Covarianza

β̃1,T,Θ β̃2,T,Θ (β̃1,T,Θ, β̃2,T,Θ)

T=3000

Exacta 0.00603814 0.00021389 -0.00085123

Muestral 0.00586865 0.00021478 -0.00084573

Asintótica 0.00601466 0.00021208 -0.00084440
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Método Varianza Covarianza

β̃1,T,Θ β̃2,T,Θ (β̃1,T,Θ, β̃2,T,Θ)

T=5000

Exacta 0.00361730 0.00012790 -0.00050911

Muestral 0.00377108 0.00012826 -0.00053240

Asintótica 0.00360880 0.00012725 -0.00050664

Método Varianza Covarianza

β̃1,T,Θ β̃2,T,Θ (β̃1,T,Θ, β̃2,T,Θ)

T=10000

Exacta 0.00180653 0.00006379 -0.00025394

Muestral 0.00181822 0.00006302 -0.00025665

Asintótica 0.00180440 0.00006362 -0.00025332
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Observación 3.4.3.

Las muestras de este proceso LSMA(1) fueron simuladas mediante el algoritmo de

recursión usando 1000 trayectorias de tamaños T = 1000, T = 3000, T = 5000 y

T = 10000. La tabla 3.3 muestra el estudio de simulación para ilustrar el cálculo de

la matriz de covarianza del BLUE de β, en donde se compara la matriz de covarianza

muestral del BLUE, la matriz de covarianza exacta del BLUE, que está dada por la

ecuación (3.7) y la matriz de covarianza asintótica del BLUE, que está dada por la

expresión (3.8).

Ejemplo 3.4.4.

En este ejemplo estudiamos el comportamiento de la varianza del BLUE de β de una

regresión lineal con errores LSMA(2), definido por

Yt,T = x1

(
t
T

)
β1 + x2

(
t
T

)
β2 + σ

(
t
T

)[
θ2

(
t
T

)
εt−2 + θ1

(
t
T

)
εt−1 + εt

]
donde εt

iid∼ N(0, 1), x1(u) = u, x2(u) = e−u, u ∈ [0, 1], σ(u) =
√

0.5 + u, u ∈

[0, 1] y θ1(u) = u− 0.5, θ2(u) = 0.5
√
u− 0.5, u ∈ [0, 1].
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Tabla 3.4: Comparación matriz de covarianza teórica del BLUE de β de una regresión

lineal con errores LSMA(2) de parámetros θ1(u) = u − 0.5, θ2(u) = 0.5
√
u − 0.5 y

σ(u) =
√

0.5 + u.

Método Varianza Covarianza

β̃1,T,Θ β̃2,T,Θ (β̃1,T,Θ, β̃2,T,Θ)

T=1000

Exacta 0.00800724 0.00083814 -0.00136840

Muestral 0.00757377 0.00082073 -0.00118721

Asintótica 0.00778900 0.00074928 -0.00123067

Método Varianza Covarianza

β̃1,T,Θ β̃2,T,Θ (β̃1,T,Θ, β̃2,T,Θ)

T=3000

Exacta 0.00262482 0.00026107 -0.00042800

Muestral 0.00249987 0.00025377 -0.00040002

Asintótica 0.00259633 0.00024976 -0.00041022
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Método Varianza Covarianza

β̃1,T,Θ β̃2,T,Θ (β̃1,T,Θ, β̃2,T,Θ)

T=5000

Exacta 0.00156864 0.00015413 -0.00025288

Muestral 0.00154800 0.00015354 -0.00025606

Asintótica 0.00155780 0.00014986 -0.00024613

Método Varianza Covarianza

β̃1,T,Θ β̃2,T,Θ (β̃1,T,Θ, β̃2,T,Θ)

T=10000

Exacta 0.00078177 0.00007606 -0.00012485

Muestral 0.00079948 0.00008216 -0.00013725

Asintótica 0.00077890 0.00007493 -0.00012307
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Observación 3.4.4.

Las muestras de este proceso fueron simuladas mediante el algoritmo de recursión

usando 1000 trayectorias de tamaños T = 1000, T = 3000, T = 5000 y T = 10000.

La tabla 3.4 muestra el estudio de simulación para ilustrar el cálculo de la matriz de

covarianza del BLUE de β, en donde se compara la matriz de covarianza muestral del

BLUE, la matriz de covarianza exacta del BLUE, que está dada por la ecuación (3.7)

y la matriz de covarianza asintótica del BLUE, que está dada por la expresión (3.8).
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Caṕıtulo 4

Extensiones

La idea de este caṕıtulo es extender a un proceso LSARMA(q) las propiedades

asintóticas del BLUE para el vector de parámetros β de una regresión lineal como fue

visto en el caṕıtulo anterior.

Realizaremos simulaciones para ver el comportamiento asintótico de la varianza del

BLUE para la media constante µ de un proceso LSARMA(p, q), es decir, analizaremos

la teoŕıa suponiendo que los parámetros del proceso LSARMA(p, q) son conocidos.

De lo anterior, extendemos el estudio de simulaciones para el caso µ
(
t
T

)
= X ′

(
t
T

)
β.

Donde X ′
(
t
T

)
=
(
x1

(
t
T

)
, ..., xk

(
t
T

))
es un vector de k componentes no estocásticas,

tales que xi(·) ∈ C2([0, 1]) i = 1, ..., k, β = (β1, ..., βk)
′.
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4.1. Extensión a un Proceso LSARMA(p, q)

Definición 4.1.

Sea el proceso

Yt,T = X ′
(
t
T

)
β +

p∑
l=1

φl
(
t
T

)(
Yt−l,T −X ′

(
t−l
T

)
β
)

+σ
(
t
T

) q∑
j=0

θj
(
t
T

)
εt−j,T (4.1)

para t = 1, ..., T. Un proceso de corta memoria LSARMA(p, q), donde X ′
(
t
T

)
=(

x1

(
t
T

)
, ..., xk

(
t
T

))
es un vector de k componentes no estocásticas, tales que xi(·) ∈

C2
(
[0, 1]

)
i = 1, ..., k, β = (β1, ..., βk)

′. Las ráıces del polinomio

Φ(z, u) = 1 + φ1(u)z + · · ·+ φp(u)zp

están fuera del disco unitario D = {z ∈ C : |z| ≤ 1} para todo u ∈ [0, 1] y εt ∼

RB(0, 1).

Sea Γ matriz de covarianzas del proceso LSARMA(p, q) dada por

Γ =

{∫
[−π,π]

eiλ(r−s)A0
r,T (λ)A0

s,T (λ)dλ

}
r,s=1,...,T

,

y

A0
t,T (λ) =

∞∑
j=0

Ψt,T,je
−iλj

Donde
∑∞

j=0 |Ψt,T,j| <∞.

La densidad espectral de este proceso está dada por

f(u, λ) =
σ(u)

2π

∣∣∣∣∣
∑q

j=0 θj(u)eiλj∑p
l=0 φl(u)eiλl

∣∣∣∣∣
2

, u ∈ [0, 1], λ ∈ [−π, π].

Donde θ0(u) = 1, φ0(u) = −1 para todo u ∈ [0, 1].
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Conjetura 4.1.1.

Para el proceso dado en la definición 4.1 se tiene que el BLUE de β está dado por

β̃T,Θ =
(
X ′TΓ−1XT

)−1

X ′TΓ−1YT

donde Θ = (θ1, ..., θq, σ)′, YT = (Y1,T , Y2,T , ..., YT,T )′ y X ′T es la matriz de diseño.

Luego la varianza de β̃T,Θ es

V ar(β̃T,Θ) =
(
X ′TΓ−1XT

)−1

. (4.2)

Luego la varianza asintótica está dada por

TV ar(β̃T,Θ) ∼ V =


∫

1

0

X(u)X ′(u)

σ(u)2


∑p

l=0 φl(u)∑q
j=0 θj(u)


2

du


−1

. (4.3)

En términos de la densidad espectral se tiene que

TV ar(β̃T,Θ) ∼ 2π

∫ 1

0

X(u)X ′(u)

f(u, 0)
du


−1

. (4.4)

Ejemplo 4.1.1.

Supongamos que k = 2, p = 1, q = 0 y σ(u) = 1 para todo u ∈ [0, 1], aśı tenemos el
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siguiente modelo

Yt,T = X ′
(
t
T

)
β + φ

(
t
T

)(
Yt−1,T −X ′

(
t−1
T

)
β
)

+ εt

= x1

(
t
T

)
β1 + x2

(
t
T

)
β2 +

φ
(
t
T

)(
Yt−1,T − x1

(
t−1
T

)
β1 + x2

(
t−1
T

)
β2

)
+ εt

para t = 1, ..., T. Tal que Y0,T = 0, x1(·), x2(·) ∈ C2
(
[0, 1]

)
, φ(u) ∈ C2

(
[0, 1]

)
con

derivadas acotadas y |φ(u)| < 1 para todo u ∈ [0, 1], β = (β1, β2)′ y εt ∼ RB(0, 1).

Sea β̃T,Θ el BLUE de β definido por

β̃T,Θ =
(
X ′TΓ−1XT

)−1

X ′TΓ−1YT

Donde XT es la matriz de diseño de la regresión dada por

XT =



x1

(
1
T

)
x2

(
1
T

)
x1

(
2
T

)
x2

(
2
T

)
...

...

x1

(
T
T

)
x2

(
T
T

)


,

YT = (Y1,T , Y2,T , ..., YT,T )′ y Γ−1 es la matriz inversa de V ar(YT ) = Γ.

Entonces

TV ar(β̃T,Θ)→ Ω−1

Cuando T →∞. Donde

Ω =

∫
1

0

[φ(u)− 1]2

 x1(u)2 x1(u)x2(u)

x2(u)x1(u) x2(u)2

 du.
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4.2. Estudio de Simulación

En esta sección estudiamos el comportamiento de la varianza teórica del BLUE me-

diante simulaciones para procesos localmente estacionarios de corta memoria LSAR(q)

y LSARMA(p, q). Compararemos las fórmulas asintóticas de las varianzas dadas por

las Conjeturas antes mostradas con la varianza muestral del BLUE de µ y la varianza

teórica del BLUE de µ, dada por la ecuación (4.2).

Ejemplo 4.2.1.

En este primer ejemplo, estudiamos el comportamiento de la varianza del BLUE de

la media constante µ del proceso LSAR(3), definido por

Yt,T = µ+ φ1

(
t
T

)(
Yt−1,T − µ

)
+ φ2

(
t
T

)(
Yt−2,T − µ

)
+ φ3

(
t
T

)(
Yt−3,T − µ

)
+ εt

donde εt
iid∼ N(0, 1), φ1(u) = 7

6
(u − 0.5)2, φ2(u) = 1

12
(12u2 − 4u + 3) y φ3(u) =

1
15

(−4u2 + 2u+ 4), u ∈ [0, 1].

52



−0.1

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

u

φ(
u)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

φ1(u)
φ2(u)
φ3(u)

Figura 4.1: Funciones de variación en el tiempo φ1(u) = 7
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(u − 0.5)2, φ2(u) =
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15
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Figura 4.2: Simulación de un proceso LSAR(3) con parámetros φ1(u) = 7
6
(u −

0.5)2, φ2(u) = 1
12

(12u2 − 4u+ 3) y φ3(u) = 1
15

(−4u2 + 2u+ 4).
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Figura 4.3: ACF de un proceso LSAR(3) con parámetros φ1(u) = 7
6
(u −

0.5)2, φ2(u) = 1
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(12u2 − 4u+ 3) y φ3(u) = 1
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Figura 4.4: PACF de un proceso LSAR(3) con parámetros φ1(u) = 7
6
(u −

0.5)2, φ2(u) = 1
12

(12u2 − 4u+ 3) y φ3(u) = 1
15

(−4u2 + 2u+ 4).
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Tabla 4.1: Comparación varianza teórica del BLUE de la media constante µ del pro-

ceso LSAR(3) con parámetros φ1(u) = 7
6
(u − 0.5)2, φ2(u) = 1

12
(12u2 − 4u + 3) y

φ3(u) = 1
15

(−4u2 + 2u+ 4).

Método Tamaño Muestral

T=1000 T=2000 T=3000 T=4000 T=5000

Exacta 0.00357312 0.00178953 0.00119369 0.00089552 0.00071653

Muestral 0.00384710 0.00179665 0.00126256 0.00085099 0.00070820

Asintótica 0.00358510 0.00179255 0.00119503 0.00089627 0.00071702

Método Tamaño Muestral

T=6000 T=7000 T=8000 T=9000 T=10000

Exacta 0.00059718 0.00051191 0.00044795 0.00039819 0.00035839

Muestral 0.00060775 0.00051299 0.00044356 0.00040788 0.00037213

Asintótica 0.00059751 0.00051215 0.00044813 0.00039834 0.00035851
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Observación 4.2.1.

Las muestras de este proceso LSAR(3) fueron simuladas mediante el algoritmo de

recursión. La tabla 4.1 muestra el estudio de simulación para ilustrar el cálculo de la

varianza teórica del BLUE de µ.

La varianza exacta está dada por (4.2) y la varianza asintótica está dada por (4.3).

Notamos que las fórmulas dadas por las Conjeturas tienen una buena precisión, con

lo cual nos queda la tarea de poder demostrar estas fórmulas.

Ejemplo 4.2.2.

Sea el proceso LSARMA(1,1) con media constante µ, definido por

Yt,T = µ+ φ1

(
t
T

)(
Yt−1,T − µ

)
+θ
(
t
T

)
εt−1,T + εt,

donde εt
iid∼ N(0, 1), φ(u) = 7

6
(u− 0.5)2 y θ(u) = 1

6
(−6u2 + 2u+ 5), u ∈ [0, 1]
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Figura 4.6: Simulación de un proceso LSARMA(1,1) con parámetros φ(u) = 7
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Figura 4.7: ACF de un proceso LSARMA(1,1) con parámetros φ(u) = 7
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Figura 4.8: PACF de un proceso LSARMA(1,1) con parámetros φ(u) = 7
6
(u − 0.5)2

y θ(u) = 1
6
(−6u2 + 2u+ 5).
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Tabla 4.2: Comparación varianza teórica del BLUE de la media constante µ de un

proceso LSARMA(1,1) con parámetros φ(u) = 7
6
(u−0.5)2 y θ(u) = 1

6
(−6u2 +2u+5).

Método Tamaño Muestral

T=1000 T=2000 T=3000 T=4000 T=5000

Exacta 0.00499939 0.00250116 0.00166780 0.00125099 0.00100086

Muestral 0.00484383 0.00240858 0.00155947 0.00130238 0.00099043

Asintótica 0.00500568 0.00250284 0.00166856 0.00125142 0.00100113

Método Tamaño Muestral

T=6000 T=7000 T=8000 T=9000 T=10000

Exacta 0.00083408 0.00071495 0.00062560 0.00055610 0.00050050

Muestral 0.00082930 0.00073423 0.00067886 0.00055901 0.00050325

Asintótica 0.00083428 0.00071509 0.00062571 0.00055618 0.00050056
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Observación 4.2.2.

Las muestras de este proceso LSARMA(1,1) fueron simuladas mediante el algoritmo

de recursión. La tabla 4.2 muestra el estudio de simulación para ilustrar el cálculo de

la varianza teórica del BLUE de µ.

La varianza exacta está dada por (4.2) y la varianza asintótica está dada por (4.3).

Al igual que el caso anterior, notamos que las fórmulas dadas por las Conjeturas

tienen una buena precisión, con lo cual nos queda la tarea de poder demostrar estas

fórmulas.

Ejemplo 4.2.3.

En este ejemplo, estudiamos el comportamiento de la varianza del BLUE de β para

un proceso LSAR(1), definido por

Yt,T = X ′
(
t
T

)
β + φ

(
t
T

)(
Yt−1,T −X ′

(
t−1
T

)
β
)

+ εt

= x1

(
t
T

)
β1 + x2

(
t
T

)
β2 +

φ
(
t
T

)(
Yt−1,T − x1

(
t−1
T

)
β1 + x2

(
t−1
T

)
β2

)
+ εt

para t = 1, ..., T. Tal que Y0,T = 0, x1(u) = u, x2(u) =
√
u, φ(u) = u − 0.2 y

εt
iid∼ N(0, 1).
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Figura 4.9: Función de variación en el tiempo φ(u) = u− 0.2.
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Figura 4.10: Simulación de un proceso LSAR(1) con parámetro φ(u) = u− 0.2.
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Figura 4.11: ACF de un proceso LSAR(1) con parámetros φ(u) = u− 0.2.
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Figura 4.12: PACF de un proceso LSAR(1) con parámetros φ(u) = u− 0.2.
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Tabla 4.3: Comparación varianza teórica del BLUE de β del proceso LSAR(1) con

parámetro φ(u) = u− 0.2.

Método Varianza Covarianza

β̃1,T,Θ β̃2,T,Θ (β̃1,T,Θ, β̃2,T,Θ)

T=1000

Exacta 0.1798362 0.08475683 -0.11910079

Muestral 0.1923121 0.08994938 -0.12680360

Asintótica 0.1804738 0.08492883 -0.11943959

Método Varianza Covarianza

β̃1,T,Θ β̃2,T,Θ (β̃1,T,Θ, β̃2,T,Θ)

T=3000

Exacta 0.06008659 0.02829029 -0.03977523

Muestral 0.06365710 0.02973039 -0.04213601

Asintótica 0.06015792 0.02830961 -0.03981320
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Método Varianza Covarianza

β̃1,T,Θ β̃2,T,Θ (β̃1,T,Θ, β̃2,T,Θ)

T=5000

Exacta 0.03606905 0.01697880 -0.02387423

Muestral 0.03625299 0.01711079 -0.02408282

Asintótica 0.03609475 0.01698577 -0.02388792

Método Varianza Covarianza

β̃1,T,Θ β̃2,T,Θ (β̃1,T,Θ, β̃2,T,Θ)

T=10000

Exacta 0.01804095 0.00849114 -0.01194054

Muestral 0.01781084 0.00836629 -0.01179634

Asintótica 0.01804738 0.00849288 -0.01194396
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Observación 4.2.3.

Las muestras de este proceso LSAR(1) fueron simuladas mediante el algoritmo de

recursión. La tabla 4.3 muestra el estudio de simulación para ilustrar el cálculo de la

varianza teórica del BLUE de β.

La varianza exacta está dada por (4.2) y la varianza asintótica está dada por (4.3).

Notamos que las fórmulas dadas por las Conjeturas tienen una buena precisión, con

lo cual nos queda la tarea de poder demostrar estas fórmulas.
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Caṕıtulo 5

Eficiencia Relativa

Este caṕıtulo trata de visualizar el comportamiento de la eficiencia relativa entre el

LSE y el BLUE de µ (constante) para el caso particular del proceso LSMA(1), donde

θ(u) toma la forma lineal y/o trigonométrica. Mostraremos la superficie y curvas de

nivel que se generan para el caso lineal θ(u) = a + bu donde |θ(u)| < 1 y veremos

ejemplos en donde la eficiencia es cercano a 1 y otros donde es muy lejano a 1.

También compararemos las matrices de covarianzas del LSE y el BLUE del vetor

de parámetros β para el caso de una regresión lineal con errores LSMA(1) y LSMA(2).
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5.1. Proceso LSMA con Media µ Constante

Estudiaremos la eficiencia relativa del LSE y BLUE para procesos localmente

estacionarios de corta memoria LSMA(1) con distintas funciones θ(u).

Definición 5.1.

Sea el proceso

Yt,T = µ+ θ
(
t
T

)
εt−1 + εt, t = 1, ..., T.

Donde θ(·) ∈ C2
(
[0, 1]

)
, tal que |θ(u)| < 1 para todo u ∈ [0, 1] y εt ∼ RB(0, 1). Es

decir {Yt,T}t es un proceso LSMA(1).

Sean µ̂T , µ̃T,θ el LSE y BLUE de µ respectivamente, con esto definimos el radio

de eficiencia relativa

R(θ) =
V ar(µ̂T )

V ar(µ̃T,θ)
. (5.1)

Proposición 5.1.1.

Sea el proceso

Yt,T = µ+ σ
(
t
T

)
[θ
(
t
T

)
εt−1 + εt], t = 1, ..., T.

Un proceso localmente estacionario de corta memoria LSMA(1), tal que ∀ u ∈

[0, 1], |θ(u)| < 1, σ(·) ∈ C2
(
[0, 1]

)
, tal que σ(u) > 0 para todo u ∈ [0, 1] y εt ∼

RB(0, 1).

Sea

µ̂T =

∑T
t=1 Yt,T
T
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El LSE de µ.

Luego el comportamiento asintótico de la varianza de este, está dado por

TV ar(µ̂T ) ∼
∫ 1

0

σ(u)2[1 + θ(u)]2du. (5.2)

Donde aT ∼ bT significa que aT/bT → 1 cuando T →∞.

5.1.1. Caso θ Constante

Sea el proceso

Yt,T = µ+ θ
(
t
T

)
εt−1 + εt, t = 1, ..., T.

Donde ∀ u ∈ [0, 1], θ(u) = θ constante, tal que |θ| < 1 y εt ∼ RB(0, 1). Es decir

{Yt,T}t es un proceso MA(1).

Sean µ̂T , µ̃T,θ el LSE y BLUE de µ respectivamente, luego por el Teorema 3.2

se tiene que

TV ar(µ̃T,θ) ∼


∫

1

0

1[
1 + θ(u)

]2 du


−1

= [1 + θ]2.

Sea µ̂T el estimador LSE de µ, luego por la Proposición 5.1.1

TV ar(µ̂T ) ∼
∫ 1

0

[1 + θ(u)]2 du = [1 + θ]2.

Luego la eficiencia relativa

R(θ) =
V ar(µ̂T )

V ar(µ̃T,θ)
∼ [1 + θ]2

[1 + θ]2
= 1.

Como fue establecido en Grenander and Rosenblatt (1957).
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5.1.2. Caso θ Función Lineal

Supongamos que la función de variación en el tiempo θ(u) sigue un comporta-

miento lineal, es decir,

θ(u) = a+ bu, u ∈ [0, 1] tal que |θ(u)| < 1 para todo u.

Aśı tenemos que el radio de eficiencia es

R
(
θ(a, b)

)
=

V ar(µ̂T )

V ar(µ̃T,θ)
(5.3)

∼
(∫ 1

0

[1 + a+ bu]2du

)(∫ 1

0

1

[1 + a+ bv]2
dv

)
(5.4)

Graficamos las curvas de nivel y la superficie R
(
θ(a, b)

)

Figura 5.1: Curvas de nivel de R
(
θ(a, b)

)
para θ(u) = a+ bu.
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Figura 5.2: Superficie R
(
θ(a, b)

)
para θ(u) = a+ bu.

70



De lo anterior apreciamos que en algunos puntos del dominio de R
(
θ(a, b)

)
el

LSE es menos eficiente, esto lo podemos notar del gráfico de las curvas de nivel.

Observamos que si a→ −1 ó si a+ b→ −1 la eficiencia relativa es mucho mayor a 1.
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Ejemplo 5.1.1.

Para observar esto definamos θ(u) = u−0.8, u ∈ [0, 1]. Luego simulamos 1000 series

de tiempo LSMA(1) de largo T = 1000, 3000, 5000 y 10000.

Y obtenemos la siguiente tabla resumen para el radio de eficiencia de los estima-

dores LSE y BLUE para la media constante µ de un proceso LSMA(1).

Tabla 5.1: Radio de Eficiencia: Varianza LSE v/s varianza BLUE de la media cons-

tante µ de un proceso LSMA(1) con parámetro θ(u) = u− 0.8.

R Tamaño Muestral

T=1000 T=3000 T=5000 T=10000

Exacto 2.35 2.37 2.38 2.38

Asintótico 2.38 2.38 2.38 2.38

Observación 5.1.1.

De la tabla 5.1 notamos que la varianza teórica y asintótica del LSE es aproximada-

mente un 238 % mayor que la varianza teórica y asintótica del BLUE de µ. El radio

exacto fue obtenido mediante la ecuación (5.3) y el radio asintótico está dado por

(5.4).
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Ejemplo 5.1.2.

Ahora definamos θ(u) = 0.2 + 0.5u, u ∈ [0, 1]. Luego simulamos 1000 series de

tiempo LSMA(1) de largo T = 1000, 3000, 5000 y 10000.

Y obtenemos la siguiente tabla resumen para el radio de eficiencia del LSE y

BLUE para la media constante µ de un proceso LSMA(1).

Tabla 5.2: Radio de Eficiencia: Varianza LSE v/s varianza BLUE de la media cons-

tante µ de un proceso LSMA(1) con parámetro θ(u) = 0.2 + 0.5u.

R Tamaño Muestral

T=1000 T=3000 T=5000 T=10000

Exacto 1.04 1.04 1.04 1.04

Asintótico 1.04 1.04 1.04 1.04

Observación 5.1.2.

De la tabla 5.2 notamos que la varianza teórica y asintótica del LSE es aproximada-

mente un 4 % mayor que la varianza teórica y asintótica del BLUE de µ, por tanto

el LSE de µ es relativamente eficiente en este caso. El radio exacto fue obtenido

mediante la ecuación (5.3) y el radio asintótico está dado por (5.4).
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5.1.3. Caso θ Función Trigonométrica

Supongamos que la función de variación en el tiempo θ(u) sigue un comporta-

miento trigonométrico, es decir,

θ(u) = sin(a+ bu), u ∈ [0, 1] tal que |θ(u)| < 1 para todo u ∈ [0, 1].

Aśı tenemos que el radio de eficiencia es

R
(
θ(a, b)

)
=

V ar(µ̂T )

V ar(µ̃T,Θ)
(5.5)

∼
(∫ 1

0

[1 + sin(a+ bu)]2du

)(∫ 1

0

1

[1 + sin(a+ bv)]2
dv

)
(5.6)

De lo anterior apreciamos que en algunos puntos del dominio de R
(
θ(a, b)

)
el

LSE es menos eficiente, esto lo podemos notar del gráfico de las curvas de nivel.

Observamos que si a + bu → −π/2 + 2kπ, k ∈ Z la eficiencia relativa es mucho

mayor a 1.
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Ejemplo 5.1.3.

Para observar esto definamos θ(u) = sin(−0.2− 1.1u), u ∈ [0, 1]. Luego simulamos

1000 series de tiempo LSMA(1) de largo T = 1000, 3000, 5000 y 10000.

Y obtenemos la siguiente tabla resumen para el radio de eficiencia del LSE y

BLUE para la media de un proceso LSMA(1).

Tabla 5.3: Radio de Eficiencia: Varianza LSE v/s varianza BLUE de la media cons-

tante µ de un proceso LSMA(1) con parámetro θ(u) = sin(−0.2− 1.1u).

R Tamaño Muestral

T=1000 T=3000 T=5000 T=10000

Exacto 8.17 9.26 10.17 10.75

Asintótico 10.97 10.97 10.97 10.97

Observación 5.1.3.

De la tabla 5.3 notamos que la varianza teórica y asintótica del LSE es aproxima-

damente un 1000 % mayor que la varianza teórica y asintótica del BLUE de la me-

dia constante µ. El radio exacto fue obtenido mediante la ecuación (5.3) y el radio

asintótico está dado por (5.4).
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Ejemplo 5.1.4.

Ahora definamos θ(u) = sin(0.5u+ 0.2), u ∈ [0, 1]. Luego simulamos 1000 series de

tiempo LSMA(1) de largo T = 1000, 3000, 5000 y 10000.

Y obtenemos la siguiente tabla resumen para el radio de eficiencia del LSE y

BLUE para la media constante µ de un proceso LSMA(1).

Tabla 5.4: Radio de Eficiencia: Varianza LSE v/s varianza BLUE para la media cons-

tante µ de un proceso LSMA(1) con parámetro θ(u) = sin(0.5u+ 0.2).

R Tamaño Muestral

T=1000 T=3000 T=5000 T=10000

Exacto 1.03 1.03 1.03 1.03

Asintótico 1.03 1.03 1.03 1.03

Observación 5.1.4.

De la tabla 5.4 notamos que la varianza teórica y asintótica del LSE es aproximada-

mente un 3 % mayor que la varianza teórica y asintótica del BLUE de µ, por tanto

el LSE de µ es relativamente eficiente en este caso. El radio exacto fue obtenido

mediante la ecuación (5.3) y el radio asintótico está dado por (5.4).
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5.2. Regresión Lineal con Errores LSMA

En esta sección compararemos las matrices de covarianzas del LSE y el BLUE del

vetor de parámetros β para el caso de una regresión lineal con errores LSMA(1).

Definición 5.2.

Sea el proceso

Yt,T = x1

(
t
T

)
β1 + x2

(
t
T

)
β2 + θ

(
t
T

)
εt−1 + εt, t = 1, ..., T.

Tal que x1(·), x2(·) ∈ C2
(
[0, 1]

)
, θ(·) ∈ C2

(
[0, 1]

)
con derivadas acotadas y |θ(u)| <

1 para todo u ∈ [0, 1], β = (β1, β2)′ y εt ∼ RB(0, 1).

Sean β̂T , β̃T,θ el LSE y BLUE de β respectivamente, con esto definimos el radio

de eficiencia relativa

R(θ) =
det
(
V ar(β̂T )

)
det
(
V ar(β̃T,θ)

) . (5.7)

Proposición 5.2.1.

Sea

Yt,T = x1

(
t
T

)
β1 + x2

(
t
T

)
β2 + σ

(
t
T

)
[θ
(
t
T

)
εt−1 + εt], t = 1, ..., T.

Tal que x1(·), x2(·) ∈ C2
(
[0, 1]

)
, θ(·) ∈ C2

(
[0, 1]

)
con derivadas acotadas y

|θ(u)| < 1 para todo u ∈ [0, 1], β = (β1, β2)′ y εt ∼ RB(0, 1).

Sea β̂T el estimador LSE de β definido por

β̂T =
(
X ′TXT

)−1

X ′TYT
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Donde XT es la matriz de diseño de la regresión dada por

XT =



x1

(
1
T

)
x2

(
1
T

)
x1

(
2
T

)
x2

(
2
T

)
...

...

x1

(
T
T

)
x2

(
T
T

)


,

e YT = (Y1,T , Y2,T , ..., YT,T )′.

Se tiene que

V ar(β̂T ) =
(
X ′TXT

)−1

X ′TΓXT

(
X ′TXT

)−1

. (5.8)

Entonces

TV ar(β̂T ) → Σ−1ΩΣ−1. (5.9)

Cuando T →∞. Donde

Ω =

∫
1

0

σ(u)2[1 + θ(u)]2

 x1(u)2 x1(u)x2(u)

x2(u)x1(u) x2(u)2

 du
y

Σ =

∫
1

0

 x1(u)2 x1(u)x2(u)

x2(u)x1(u) x2(u)2

 du.
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Ejemplo 5.2.1.

En este ejemplo, estudiamos el comportamiento de la varianza del BLUE de β de una

regresión lineal con errores LSMA(1), definido por

Yt,T = x1

(
t
T

)
β1 + x2

(
t
T

)
β2 + θ

(
t
T

)
εt−1 + εt

Donde εt
iid∼ N(0, 1), x1(u) = u, x2(u) = sin(2πu), u ∈ [0, 1] y θ(u) = 0.5 −

u2, u ∈ [0, 1]. Luego simulamos 1000 series de tiempo LSMA(1) de largo T =

1000, 3000, 5000 y 10000.
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Tabla 5.5: Matriz de covarianza teórica del LSE de β de una regresión lineal con

errores LSMA(1) de parámetro θ(u) = 0.5− u2.

Método Varianza Covarianza

β̂1,T β̂2,T (β̂1,T , β̂2,T )

T=1000

Exacta 0.00423115 0.00420429 0.00268254

Muestral 0.00401619 0.00417747 0.00268177

Asintótica 0.00424268 0.00420828 0.00268747

Método Varianza Covarianza

β̂1,T β̂2,T (β̂1,T , β̂2,T )

T=3000

Exacta 0.00141295 0.00140232 0.00089528

Muestral 0.00136537 0.00136908 0.00086790

Asintótica 0.00141423 0.00140276 0.00089582
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Método Varianza Covarianza

β̂1,T β̂2,T (β̂1,T , β̂2,T )

T=5000

Exacta 0.00084808 0.0008415 0.00053730

Muestral 0.00090352 0.00085823 0.00055899

Asintótica 0.00084854 0.00084166 0.00053749

Método Varianza Covarianza

β̂1,T β̂2,T (β̂1,T , β̂2,T )

T=10000

Exacta 0.00042415 0.00042079 0.00026870

Muestral 0.00043715 0.00045810 0.00028685

Asintótica 0.00042427 0.00042083 0.00026875
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Tabla 5.6: Matriz de covarianza teórica del BLUE de β de una regresión lineal con

errores LSMA(1) de parámetro θ(u) = 0.5− u2.

Método Varianza Covarianza

β̃1,T,Θ β̃2,T,Θ (β̃1,T,Θ, β̃2,T,Θ)

T=1000

Exacta 0.00293252 0.00359134 0.00194498

Muestral 0.00271893 0.00345475 0.00174226

Asintótica 0.00292604 0.00358879 0.00193800

Método Varianza Covarianza

β̃1,T,Θ β̃2,T,Θ (β̃1,T,Θ, β̃2,T,Θ)

T=3000

Exacta 0.00097608 0.00119655 0.00064679

Muestral 0.00092131 0.00117628 0.00060615

Asintótica 0.00097535 0.00119626 0.00064600
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Método Varianza Covarianza

β̃1,T,Θ β̃2,T,Θ (β̃1,T,Θ, β̃2,T,Θ)

T=5000

Exacta 0.00058547 0.00071786 0.00038789

Muestral 0.00057087 0.00069827 0.00038477

Asintótica 0.00058521 0.00071776 0.00038760

Método Varianza Covarianza

β̃1,T,Θ β̃2,T,Θ (β̃1,T,Θ, β̃2,T,Θ)

T=10000

Exacta 0.00029267 0.00035891 0.00019387

Muestral 0.00028689 0.00038069 0.00019915

Asintótica 0.00029260 0.00035888 0.00019380
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Tabla 5.7: Radio de Eficiencia: Determinante varianza LSE v/s determinante varianza

BLUE de β para una regresión lineal con errores LSMA(1) de parámetro θ(u) =

0.5− u2.

R Tamaño Muestral

T=1000 T=3000 T=5000 T=10000

Exacto 1.569 1.574 1.574 1.575

Asintótico 1.576 1.576 1.576 1.576

Tabla 5.8: Radio de Eficiencia: Varianza LSE v/s varianza BLUE para β1 de una

regresión lineal con errores LSMA(1) de parámetro θ(u) = 0.5− u2.

R Tamaño Muestral

T=1000 T=3000 T=5000 T=10000

Exacto 1.442 1.447 1.448 1.449

Asintótico 1.449 1.449 1.449 1.449
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Observación 5.2.1.

Las muestras de esta regresión fueron simuladas mediante el algoritmo de recursión.

La tabla 5.5 muestra el estudio de simulación para ilustrar el cálculo de la varianza

teórica del LSE de β y la tabla 5.6 muestra el estudio de simulación para ilustrar el

cálculo de la varianza teórica del BLUE de β.

Para el LSE, la varianza exacta está dada por (5.8) y la varianza asintótica está dada

por (5.9) y para el BLUE, la varianza exacta está dada por (3.7) y la varianza asintóti-

ca está dada por (3.8). De la tabla 5.7 notamos que el determinante de la matriz de

varianza teórica y asintótica del LSE es aproximadamente un 57 % mayor respecto al

determinante de la matriz de varianza teórica y asintótica del BLUE. Y de la tabla

5.8 notamos que la varianza teórica y asintótica del LSE de β1 es aproximadamente

un 44 % mayor respecto a la varianza teórica y asintótica del BLUE de β1.

Ejemplo 5.2.2.

En este ejemplo estudiamos el comportamiento de la varianza del BLUE de β de una

regresión lineal con errores LSMA(2)

Yt,T = x1

(
t
T

)
β1 + x2

(
t
T

)
β2 + σ

(
t
T

)[
θ2

(
t
T

)
εt−2 + θ1

(
t
T

)
εt−1 + εt

]
donde εt

iid∼ N(0, 1), x1(u) = u, x2(u) = e−u, u ∈ [0, 1], σ(u) =
√

0.5 + u, u ∈

[0, 1] y θ1(u) = u− 0.5, θ2(u) = 0.5
√
u− 0.5, u ∈ [0, 1].
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Tabla 5.9: Comparación matriz de covarianza teórica del LSE de β de una regresión

lineal con errores LSMA(2) de parámetros θ1(u) = u − 0.5, θ2(u) = 0.5
√
u − 0.5 y

σ(u) =
√

0.5 + u.

Método Varianza Covarianza

β̂1,T β̂2,T (β̂1,T , β̂2,T )

T=1000

Exacta 0.01425052 0.00283452 -0.00489251

Muestral 0.01485995 0.00297628 -0.00512581

Asintótica 0.01424579 0.00280557 -0.00487114

Método Varianza Covarianza

β̂1,T β̂2,T (β̂1,T , β̂2,T )

T=3000

Exacta 0.00474914 0.00093843 -0.00162611

Muestral 0.00506705 0.00097231 -0.00175754

Asintótica 0.00474860 0.00093519 -0.00162371
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Método Varianza Covarianza

β̂1,T β̂2,T (β̂1,T , β̂2,T )

T=5000

Exacta 0.00284936 0.00056229 -0.00097509

Muestral 0.00281932 0.00052120 -0.00093939

Asintótica 0.00284916 0.00056111 -0.00097423

Método Varianza Covarianza

β̂1,T β̂2,T (β̂1,T , β̂2,T )

T=10000

Exacta 0.00142463 0.00028085 -0.00048733

Muestral 0.00134595 0.00026223 -0.00045491

Asintótica 0.00142458 0.00028056 -0.00048711
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Tabla 5.10: Comparación matriz de covarianza teórica del BLUE de β de una regresión

lineal con errores LSMA(2) de parámetros θ1(u) = u − 0.5, θ2(u) = 0.5
√
u − 0.5 y

σ(u) =
√

0.5 + u.

Método Varianza Covarianza

β̃1,T,Θ β̃2,T,Θ (β̃1,T,Θ, β̃2,T,Θ)

T=1000

Exacta 0.00800724 0.00083814 -0.00136840

Muestral 0.00757377 0.00082073 -0.00118721

Asintótica 0.00778900 0.00074928 -0.00123067

Método Varianza Covarianza

β̃1,T,Θ β̃2,T,Θ (β̃1,T,Θ, β̃2,T,Θ)

T=3000

Exacta 0.00262482 0.00026107 -0.00042800

Muestral 0.00249987 0.00025377 -0.00040002

Asintótica 0.00259633 0.00024976 -0.00041022
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Método Varianza Covarianza

β̃1,T,Θ β̃2,T,Θ (β̃1,T,Θ, β̃2,T,Θ)

T=5000

Exacta 0.00156864 0.00015413 -0.00025288

Muestral 0.00154800 0.00015354 -0.00025606

Asintótica 0.00155780 0.00014986 -0.00024613

Método Varianza Covarianza

β̃1,T,Θ β̃2,T,Θ (β̃1,T,Θ, β̃2,T,Θ)

T=10000

Exacta 0.00078177 0.00007606 -0.00012485

Muestral 0.00079948 0.00008216 -0.00013725

Asintótica 0.00077890 0.00007493 -0.00012307
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Tabla 5.11: Radio de Eficiencia: Determinante varianza LSE v/s determinante va-

rianza BLUE de β de una regresión lineal con errores LSMA(2) de parámetros

θ1(u) = u− 0.5, θ2(u) = 0.5
√
u− 0.5 y σ(u) =

√
0.5 + u.

R Tamaño Muestral

T=1000 T=3000 T=5000 T=10000

Exacto 3.401 3.610 3.662 3.706

Asintótico 3.757 3.757 3.757 3.757

Observación 5.2.2.

Las muestras de esta regresión fueron simuladas mediante el algoritmo de recursión.

La tabla 5.9 muestra el estudio de simulación para ilustrar el cálculo de la varianza

teórica del LSE de β y la tabla 5.10 muestra el estudio de simulación para ilustrar el

cálculo de la varianza teórica del BLUE de β.

Para el LSE, la varianza exacta está dada por (5.8) y la varianza asintótica está da-

da por (5.9) y para el BLUE, la varianza exacta está dada por (3.7) y la varianza

asintótica está dada por (3.8). De la tabla 5.11 notamos que el determinante de la

matriz de varianza teórica y asintótica del LSE es aproximadamente un 370 % mayor

respecto al determinante de la matriz de varianza teórica y asintótica del BLUE.
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Caṕıtulo 6

Estimador de Whittle

En este caṕıtulo usaremos el estimador de Whittle, introducida por Dahlhaus

(1997), para estimar los parámetros de medias móviles de variación en el tiempo,

para aśı obtener una estimación de la varianza del BLUE. Además compararemos esta

varianza estimada con la varianza estimada del LSE mediante el radio de eficiencia

reltiva.

6.1. Estimación

Dahlhaus (1997) establece la metodoloǵıa para estimar procesos localmente esta-

cionarios de corta dependencia basado en una extensión local del estimador propuesto

por Whittle (1953).
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Sea θ ∈ Θ ⊂ Rp un vector de parámetros especificados en el modelo (2.1). Dada

una muestra {Y1,T , ..., YT,T} del proceso (2.1) podemos estimar θ minimizando la

generalización de la función de Whittle donde el periodograma usual es reemplazado

por periodogramas locales en cada uno de los segmentos de la muestra. Aśı, la función

log-Verosimilitud de Whittle está dada por

LT (θ) =
1

4π

1

M

∫ π

−π

M∑
j=1

{
log fθ(uj, λ) +

IN(uj, λ)

fθ(uj, λ)

}
dλ

donde fθ(u, λ) = |Aθ(u, λ)|2 es la densidad espectral del proceso,

IN(u, λ) =
|DN(u, λ)|2

2πH2,N(0)

es el periodograma con taper donde

DN(u, λ) =
N−1∑
s=0

h
( s
N

)
Y[uT ]−N/2+s+1,T e

−iλs

Hk,N =
N−1∑
s=0

hk
( s
N

)
e−iλs

T = S(M − 1) +N, uj = tj/T, tj = S(j − 1) +N/2, j = 1, ...,M y h(·) es el taper

de los datos. De esta manera, la muestra {Y1,T , ..., YT,T} es subdividida en M bloques

de tamaño N y salto S entre cada uno de los bloques. Luego el espectro es estimado

localmente por el periodograma local evaluado en el punto medio uj en cada uno

de los M bloques. Por lo tanto, el estimador de Whittle del vector de parámetros θ

está dado por
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θ̂T = arg min LT (θ)

donde la minimización es sobre el espacio paramétrico Θ.

Note que LT (θ) es una aproximación de la función de verosimilitud exacta Gaussiana,

al igual que el caso estacionario, luego θ̂T es un estimador de máxima verosimilitud

aproximado.

6.2. Teoŕıa Asintótica

Para establecer propiedades asintóticas del estimador, Dahlhaus (1997) establece

algunos supuestos:

Supuestos 6.1.

S6.1 La función A(u, λ) es diferenciable en u y λ con derivadas uniformemente aco-

tadas (∂/∂u)(∂/∂λ)A.

S6.2 El espacio paramétrico Θ ⊂ Rp es compacto. La función fθ(u, λ) es uniformemen-

te acotada por arriba y por abajo. Las componentes de fθ(u, λ),∇fθ(u, λ) y ∇2fθ(u, λ)

son continuas en Θ× [0, 1]× [−π, π], donde ∇ corresponde al gradiente con respecto a

θ. ∇f−1
θ0

y ∇2f−1
θ0

son diferenciables en u y λ con derivadas uniformemente acotadas

(∂/∂u)(∂/∂λ)g, donde g = (∂/∂θi)f
−1
θ0

o g = (∂/∂θi)(∂/∂θj)f
−1
θ0

S6.3 θ0 existe únicamente y se encuentra en el interior de Θ
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S6.4 N,S y T cumplen con la relación T 1/4 � N � T 1/2/ lnT y S = N o S/N → 0

S6.5 El taper de los datos h : R→ R con h(x) = 0 para todo x 6∈ [0, 1], es una función

continua en R y dos veces diferenciable.

A partir de los supuestos mencionados anteriormente, los Teoremas 3.2 y 3.4 de

Dahlhaus (1997) establecen la consistencia y la normalidad asintótica del estimador de

Whittle, demostrando que θ̂T → θ0 en probabilidad cuando T →∞, y
√
T (θ̂T−θ0)→

N(0,Γ−1) en distribución cuando T →∞ donde

Γ =
1

4π

∫ 1

0

∫ π

−π
[∇ log fθ0(u, λ)][∇ log fθ0(u, λ)]

′
dλdu

En el Teorema 3.6 de Dahlhaus (1996b) se demuestra que Γ es el ĺımite de la

matriz de información de Fisher. Por lo tanto, θ̂T es un estimador (Fisher) eficiente.

Si el modelo es estacionario (fθ no depende de u), la varianza asintótica corresponde

a la del caso estacionario, aun cuando el modelo subyacente es un proceso no estacio-

nario. Además, se puede obtener la distribución asintótica del estimador si se ajusta

un modelo no estacionario a una serie estacionaria.
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6.3. Simulaciones

Esta sección trata sobre el cálculo estimado de la varianza del BLUE de β para el

proceso {Yt,T}t que satisface la definición 3.3 usando el estimador de Whittle para los

parámetros θ1, ..., θk y σ. Al igual que antes denotamos por β̂T al LSE de β, β̃T,Θ al

BLUE de β suponiendo conocidos los parámetros Θ = (θ1, ..., θk, σ) y β̃T,Θ̂ al BLUE

de β con los parámetros Θ̂ = (θ̂1, ..., θ̂k, σ̂) estimados por Whittle. También veremos

el comportamiento de la matriz de varianza exacta del BLUE, que está dada por

la ecuación (3.7) usando los parámetros estimados por Whittle, la cual llamaremos

varianza exacta plug-in, analizaremos el comportamiento de la fórmula asintótica

de la matriz de covarianzas del BLUE dada por el Teorema 3.1 usando el mismo

procedimiento, la cual llamaremos varianza asintótica plug-in y finalmente veremos la

matriz de varianza muestral plug-in. Estas comparaciones se ilustran con un proceso

LSMA(1) y LSMA(2) con parámetros de variación en el tiempo que evolucionan

mediante polinomios, y regresores tales que xi(·) ∈ C2
(
[0, 1]

)
para i ∈ {1, ..., k}.

Ejemplo 6.3.1.

En este primer ejemplo, estudiamos el comportamiento de la varianza del BLUE de

la media constante µ de un proceso LSMA(1), definido por

Yt,T = µ+ θ
(
t
T

)
εt−1 + εt

donde εt
iid∼ N(0, 1), θ(u) = u− 0.8, u ∈ [0, 1] y µ = 2.
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Figura 6.1: Función de variación en el tiempo θ(u) = u− 0.8.
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Figura 6.2: Simulación de un proceso LSMA(1) con parámetro θ(u) = u− 0.8.
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Figura 6.3: ACF de un proceso LSMA(1) con parámetro θ(u) = u− 0.8.
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Figura 6.4: PACF de un proceso LSMA(1) con parámetro θ(u) = u− 0.8.

97



●

●

●

●

●

●

●

●

●

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

−1.0

−0.5

0.0

0.5

1.0

u.

θ(
u)

● ● ● ● ● ● ●
●

●

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

u.

σ(
u)

Figura 6.5: Evolución de θ y σ por ventanas.

Tabla 6.1: Estimaciones del LSE y BLUE de la media constante µ, y estimadores de

Whittle de los parámetros θ(u) = a0 + a1u y σ(u) = b0 de un proceso LSMA(1).

Tamaño muestral T = 1000.

Estimación de µ Estimación de Whittle

µ̂T µ̃T,Θ µ̃T,Θ̂ â0 â1 b̂0

1.998806 1.999115 1.998948 0.79826910 -1.0122344 0.9984992
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Tabla 6.2: Comparación de la varianza del LSE y BLUE de la media constante µ de

un proceso LSMA(1) con parámetro θ(u) = u − 0.8 usando el estimador de Whittle.

Tamaño muestral T = 1000.

Método

Exacta Exacta Asintótica Asintótica Muestral Muestral
plug-in plug-in plug-in

Varianza

µ̂T 0.00177044 0.00175433 0.001773333 0.00175724 0.001880441 0.001880441

µ̃T,Θ 0.00143800 0.00140777 0.001440000 0.00140969 0.001494618 0.001493673

Eficiencia

R 1.23118100 1.24617700 1.231481000 1.24654100 1.258141000 1.258937000
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Observación 6.3.1.

Las muestras de este proceso LSMA(1) fueron simuladas mediante el algoritmo de

recursión usando 1000 trayectorias de tamaños T = 1000. La tabla 6.2 muestra el

estudio de simulación para ilustrar el cálculo de la varianza del LSE y BLUE de µ, en

donde se compara las varianzas exactas, asintóticas y muestrales estimadas usando el

método de Whittle. Además se reporta el radio de eficiencia para cada varianza.
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Ejemplo 6.3.2.

En este ejemplo, estudiamos el comportamiento de la varianza del BLUE de la media

constante µ de un proceso LSMA(1), definido por

Yt,T = µ+ σ
(
t
T

)[
θ
(
t
T

)
εt−1 + εt

]
donde εt

iid∼ N(0, 1), θ(u) = 0.8−1.5u, σ(u) = 1.25−0.5u, u ∈ [0, 1] y µ = 2.
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Figura 6.6: Función de variación en el tiempo θ(u) = 0.8− 1.5u.
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Figura 6.7: Función de variación en el tiempo σ(u) = 1.5− 0.5u.
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Figura 6.8: Simulación de un proceso LSMA(1) con parámetros θ(u) = 0.8 − 1.5u y

σ(u) = 1.5− 0.5u.
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Figura 6.9: ACF de un proceso LSMA(1) con parámetros θ(u) = 0.8− 1.5u y σ(u) =

1.5− 0.5u.
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Figura 6.10: PACF de un proceso LSMA(1) con parámetros θ(u) = 0.8 − 1.5u y

σ(u) = 1.5− 0.5u.
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Figura 6.11: Evolución de θ y σ por ventanas.

Tabla 6.3: Estimaciones del LSE y BLUE de la media constante µ, y estimadores de

Whittle de los parámetros θ(u) = a0 +a1u y σ(u) = b0 + b1u de un proceso LSMA(1).

Tamaño muestral T = 1000.

Estimación de µ Estimación de Whittle

µ̂T µ̃T,Θ µ̃T,Θ̂ â0 â1 b̂0 b̂1

2.000930 2.000700 2.000684 0.7970616 -1.5168464 1.2428036 -0.4956332
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Tabla 6.4: Comparación de la varianza del LSE y BLUE de la media constante µ de

un proceso LSMA(1) con parámetros θ(u) = 0.8− 1.5u y σ(u) = 1.5− 0.5u usando el

estimador de Whittle. Tamaño muestral T = 1000.

Método

Exacta Exacta Asintótica Asintótica Muestral Muestral
plug-in plug-in plug-in

Varianza

µ̂T 0.00157761 0.00155418 0.00158250 0.00155906 0.00161610 0.00161610

µ̃T,Θ 0.00038841 0.00035376 0.00038601 0.00035060 0.00040887 0.00041759

Eficiencia

R 4.06175800 4.39326400 4.09958600 4.44688800 3.95258700 3.87007300
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Observación 6.3.2.

Las muestras de este proceso LSMA(1) fueron simuladas mediante el algoritmo de

recursión usando 1000 trayectorias de tamaños T = 1000. La tabla 6.4 muestra el

estudio de simulación para ilustrar el cálculo de la varianza del LSE y BLUE de µ, en

donde se compara las varianzas exactas, asintóticas y muestrales estimadas usando el

método de Whittle. Además se reporta el radio de eficiencia para cada varianza.
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Ejemplo 6.3.3.

En este ejemplo, estudiamos el comportamiento de la varianza del BLUE de β de una

regresión lineal con errores LSMA(1), definido por

Yt,T = x1

(
t
T

)
β1 + x2

(
t
T

)
β2 + σ

(
t
T

)[
θ
(
t
T

)
εt−1 + εt

]
donde εt

iid∼ N(0, 1), x1(u) = 1, x2(u) = u, u ∈ [0, 1] θ(u) = 0.8u−0.8 σ(u) =

1 + 0.25u, u ∈ [0, 1] y (β1, β2)′ = (0.5, 1.0)
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Figura 6.12: Función de variación en el tiempo x1(u) = 1, x2(u) = u.
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Figura 6.13: Función de variación en el tiempo θ(u) = 0.8u− 0.8.
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Figura 6.14: Función de variación en el tiempo σ(u) = 1 + 0.25u.
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Figura 6.15: Simulación de un proceso LSMA(1) con parámetros θ(u) = 0.8u− 0.8 y

σ(u) = 1 + 0.25u.
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Figura 6.16: ACF de un proceso LSMA(1) con parámetros θ(u) = 0.8u−0.8 y σ(u) =

1 + 0.25u.
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Figura 6.17: PACF de un proceso LSMA(1) con parámetros θ(u) = 0.8u − 0.8 y

σ(u) = 1 + 0.25u.
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Figura 6.18: Evolución de θ y σ por ventanas.
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Tabla 6.5: Estimaciones del LSE y BLUE de β, y estimadores de Whittle de los

parámetros θ1(u) = a0 + a1u y σ(u) = b0 + cbu de un proceso LSMA(1). Tamaño

muestral T = 1000.

Estimación de β

β̂1,T β̂2,T β̃1,T,Θ β̃2,T,Θ β̃1,T,Θ̂ β̃2,T,Θ̂

0.5017026 0.9971180 0.5006801 0.9994745 0.5009397 0.9987200

Estimación de Whittle

â0 â1 b̂0 b̂1

-0.7887266 0.7881779 1.0011059 0.2525151

111



Tabla 6.6: Comparación de la varianza del LSE y BLUE de β de una regresión lineal

con errores LSMA(1) de parámetros θ(u) = 0.8u− 0.8 y σ(u) = 1 + 0.25u usando el

estimador de Whittle. Tamaño muestral T = 1000.

Método

Exacta Exacta Asintótica Asintótica Muestral Muestral
plug-in plug-in plug-in

Varianza

β̂1,T 0.00109844 0.00113824 0.00107771 0.00111767 0.00104947 0.00104947

β̃1,T,Θ 0.00047392 0.00050925 0.00044673 0.00048169 0.00044566 0.00045486

β̂2,T 0.00800149 0.00818941 0.00795086 0.00813922 0.00793069 0.00793069

β̃2,T,Θ 0.00442663 0.00454755 0.00430313 0.00441643 0.00450095 0.00457879

Covarianza

(β̂1,T , β̂2,T ) -0.00252721 -0.00260042 -0.00249493 -0.00256837 -0.00243296 -0.00243296

(β̃1,T,Θ, β̃2,T,Θ) -0.00103604 -0.00109100 -0.00097890 -0.00103195 -0.00100226 -0.00102851

Eficiencia

R 2.34495600 2.26850400 2.43136800 2.34599300 2.40051300 2.34546600
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Observación 6.3.3.

Las muestras de este proceso LSMA(1) fueron simuladas mediante el algoritmo de

recursión usando 1000 trayectorias de tamaños T = 1000. La tabla 6.6 muestra el

estudio de simulación para ilustrar el cálculo de la varianza del LSE y BLUE de β, en

donde se compara las varianzas exactas, asintóticas y muestrales estimadas usando el

método de Whittle. Además se reporta el radio de eficiencia para cada varianza.
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Ejemplo 6.3.4.

En este ejemplo, estudiamos el comportamiento de la varianza del BLUE de β de una

regresión lineal con errores LSMA(2), definido por

Yt,T = x1

(
t
T

)
β1 + x2

(
t
T

)
β2 + σ

(
t
T

)[
θ2

(
t
T

)
εt−2 + θ1

(
t
T

)
εt−1 + εt

]
donde εt

iid∼ N(0, 1), x1(u) = u, x2(u) = sin(2πu), u ∈ [0, 1] θ1(u) = u −

0.7, θ2(u) = 0.5u, σ(u) = 1.025− 0.5u+ 0.5u2, u ∈ [0, 1] y (β1, β2)′ = (0.5, 0.8).

−2

−1

0

1

2

u

R
eg

re
so

re
s

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

x_1(u)
x_2(u)

Figura 6.19: Función de variación en el tiempo x1(u) = u, x2(u) = sin(2πu).
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Figura 6.20: Funciónes de variación en el tiempo θ1(u) = u− 0.7 y θ2(u) = 0.5u.
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Figura 6.21: Función de variación en el tiempo σ(u) = 1.025− 0.5u+ 0.5u2.

115



−4

−2

0

2

4

tiempo

se
rie

0 200 400 600 800 1000

Figura 6.22: Simulación de un proceso LSMA(2) con parámetros θ1(u) = u −

0.7, θ2(u) = 0.5u y σ(u) = 1.025− 0.5u+ 0.5u2.

0 5 10 15 20

−
0.

5
0.

0
0.

5
1.

0

Lag

A
C

F

Series  y[1:200]

0 5 10 15 20

0.
0

0.
4

0.
8

Lag

A
C

F

Series  y[401:600]

0 5 10 15 20

0.
0

0.
4

0.
8

Lag

A
C

F

Series  y[801:1000]

Figura 6.23: ACF de un proceso LSMA(2) con parámetros θ1(u) = u− 0.7, θ2(u) =

0.5u y σ(u) = 1.025− 0.5u+ 0.5u2.
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Figura 6.24: PACF de un proceso LSMA(2) con parámetros θ1(u) = u−0.7, θ2(u) =

0.5u y σ(u) = 1.025− 0.5u+ 0.5u2.
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Figura 6.25: Evolución de θ1, θ2 y σ por ventanas.
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Tabla 6.7: Estimaciones del LSE y BLUE de β, y estimadores de Whittle de los

parámetros θ1(u) = a0 +a1u θ2(u) = b0 + b1u y σ(u) = c0 + c1u+ c2u
2 de un proceso

LSMA(2). Tamaño muestral T = 1000.

Estimación de β

β̂1,T β̂2,T β̃1,T,Θ β̃2,T,Θ β̃1,T,Θ̂ β̃2,T,Θ̂

0.4989744 0.8000925 0.4993575 0.7998934 0.4993905 0.7999422

Estimación de Whittle

â0 â1 b̂0 b̂1 ĉ0 ĉ1 ĉ2

-0.67242463 0.97726643 0.02952341 0.46771851 1.05026101 -0.59153125 0.57959710
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Tabla 6.8: Comparación de la varianza del LSE y BLUE de β de una regresión lineal

con errores LSMA(2) de parámetros θ1(u) = u−0.7, θ2(u) = 0.5u y σ(u) = 1.025−

0.5u+ 0.5u2 usando el estimador de Whittle. Tamaño muestral T = 1000.

Método

Exacta Exacta Asintótica Asintótica Muestral Muestral
plug-in plug-in plug-in

Varianza

β̂1,T 0.00555681 0.00580705 0.00556900 0.00582014 0.00526425 0.00526425

β̃1,T,Θ 0.00443541 0.00465052 0.00443671 0.00465266 0.00424483 0.00429117

β̂2,T 0.00170257 0.00184183 0.00169909 0.00183854 0.00169700 0.00169700

β̃2,T,Θ 0.00119824 0.00136819 0.00119346 0.00136377 0.00122618 0.00124126

Covarianza

(β̂1,T , β̂2,T ) 0.00007082 0.00014739 0.00007175 0.00014859 -0.00002111 -0.00002111

(β̃1,T,Θ, β̃2,T,Θ) -0.00027152 -0.00019119 -0.00027394 -0.00019338 -0.00031400 -0.00032839

Eficiencia

R 1.80421600 1.69689400 1.81171000 1.70261600 1.74940500 1.71176400
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Observación 6.3.4.

Las muestras de este proceso LSMA(2) fueron simuladas mediante el algoritmo de

recursión usando 1000 trayectorias de tamaños T = 1000. La tabla 6.8 muestra el

estudio de simulación para ilustrar el cálculo de la varianza del LSE y BLUE de β, en

donde se compara las varianzas exactas, asintóticas y muestrales estimadas usando el

método de Whittle. Además se reporta el radio de eficiencia para cada varianza.
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Ejemplo 6.3.5.

En este ejemplo, estudiamos el comportamiento de la varianza del BLUE de β de una

regresión lineal con errores LSMA(2), definido por

Yt,T = x1

(
t
T

)
β1 + x2

(
t
T

)
β2 + σ

(
t
T

)[
θ2

(
t
T

)
εt−2 + θ1

(
t
T

)
εt−1 + εt

]
donde εt

iid∼ N(0, 1), x1(u) = u, x2(u) = sin(2πu), u ∈ [0, 1] θ1(u) = u −

0.5, θ2(u) = 0.5− 0.5u, σ(u) = 1.25− u+ u2, u ∈ [0, 1] y (β1, β2)′ = (0.5, 0.8).
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Figura 6.26: Función de variación en el tiempo x1(u) = 1, x2(u) = u.
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Figura 6.27: Funciónes de variación en el tiempo θ1(u) = u−0.5 y θ2(u) = 0.5−0.5u.
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Figura 6.28: Función de variación en el tiempo σ(u) = 1.25− u+ u2.
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Figura 6.29: Simulación de un proceso LSMA(2) con parámetros θ1(u) = u −

0.5, θ2(u) = 0.5− 0.5u y σ(u) = 1.25− u+ u2.
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Figura 6.30: ACF de un proceso LSMA(2) con parámetros θ1(u) = u− 0.5, θ2(u) =

0.5− 0.5u y σ(u) = 1.25− u+ u2.
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Figura 6.31: PACF de un proceso LSMA(2) con parámetros θ1(u) = u−0.5, θ2(u) =

0.5− 0.5u y σ(u) = 1.25− u+ u2.
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Figura 6.32: Evolución de θ1, θ2 y σ por ventanas.
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Tabla 6.9: Estimaciones del LSE y BLUE de β, y estimadores de Whittle de los

parámetros θ1(u) = a0 +a1u θ2(u) = b0 + b1u y σ(u) = c0 + c1u+ c2u
2 de un proceso

LSMA(2). Tamaño muestral T = 1000.

Estimación de β

β̂1,T β̂2,T β̃1,T,Θ β̃2,T,Θ β̃1,T,Θ̂ β̃2,T,Θ̂

0.4983587 0.7986588 0.4977910 0.7989960 0.4977062 0.7989289

Estimación de Whittle

â0 â1 b̂0 b̂1 ĉ0 ĉ1 ĉ2

-0.2499242 1.0125645 0.5013871 -0.5088787 1.2510435 -1.0322133 1.0504564
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Tabla 6.10: Comparación de la varianza del LSE y BLUE de β de una regresión

lineal con errores LSMA(2) de parámetros θ1(u) = u − 0.5, θ2(u) = 0.5 − 0.5u y

σ(u) = 1.25− u+ u2 usando el estimador de Whittle. Tamaño muestral T = 1000.

Método

Exacta Exacta Asintótica Asintótica Muestral Muestral
plug-in plug-in plug-in

Varianza

β̂1,T 0.01062031 0.01086776 0.01064428 0.01089164 0.01045466 0.01045466

β̃1,T,Θ 0.00995891 0.01005023 0.00997982 0.01007096 0.00979010 0.00986010

β̂2,T 0.00553284 0.00556790 0.00553494 0.00556991 0.00512561 0.00512561

β̃2,T,Θ 0.00543459 0.00543239 0.00543657 0.00543440 0.00510590 0.00512479

Covarianza

(β̂1,T , β̂2,T ) 0.00219734 0.00218796 0.00220293 0.00219335 0.00188314 0.00188314

(β̃1,T,Θ, β̃2,T,Θ) 0.00204191 0.00199739 0.00204643 0.00200181 0.00177126 0.00178653

Eficiencia

R 1.07965400 1.10237200 1.07977900 1.10245300 1.06809700 1.057057
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Observación 6.3.5.

Las muestras de este proceso LSMA(2) fueron simuladas mediante el algoritmo de

recursión usando 1000 trayectorias de tamaños T = 1000. La tabla 6.10 muestra el

estudio de simulación para ilustrar el cálculo de la varianza del LSE y BLUE de β, en

donde se compara las varianzas exactas, asintóticas y muestrales estimadas usando el

método de Whittle. Además se reporta el radio de eficiencia para cada varianza.
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Caṕıtulo 7

Aplicaciones

En este caṕıtulo se presentará un estudio de comparación de la varianza ajus-

tada exácta y la varianza ajustada asintótica del LSE y BLUE de β (µ para X =

(1, 1, ..., 1)′) mediante la eficiencia relativa, para el modelo

Yt,T = X ′
(
t
T

)
β + σ

(
t
T

)∑q
j=0 θj

(
t
T

)
εt−j, t = 1, ..., T.

ajustado a series reales.

El método que utilizaremos será el siguiente: Primero modelar la tendencia de la

serie mediante una regresión polinómica ajustando el vector de parámetros β utili-

zando el LSE, después de esto, obtenemos una nueva serie Y1,t,T definida por

Y1,t,T = Yt,T −X ′
(
t
T

)
β̂T .

A la cual ajustamos un modelo LSMA(q) utilizando el estimador de Whittle. Con esto

obtenemos los parámetros del modelo LSMA(q) con los cuales estimamos el BLUE
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de β, el cual lo llamamos BLUE plug-in. Luego podemos repetir el proceso y con esto

obtener un mejor ajuste de la tendencia.

7.1. Anillos de Árbol

El área de la dendrocronoloǵıa estudia el ancho de los anillos de crecimiento de

un árbol. La motivación principal para trabajar con este tipo de datos, es que son

un muy buen proxies para la reconstrucción del clima en el pasado, el presente y el

futuro, ver Tan et al. (2003).

Las figuras 7.1 y 7.2 muestran respectivamente, la serie y la ACF del ancho anual

de anillos de árboles de Juniperus occidentalis (Western Juniper) medidos en Idaho,

EE. UU., desde el año 1492 al 1984. Estos datos, están disponibles en el National

Climatic Data Center, y son reportados por Holmes R. L. and Earle (1985).

La ACF muestra tres autocorrelaciones significativas, por lo que el modelo de MA

estacionario puede ser apropiado para los datos. Sin embargo, una mirada más cercana

a la autocorrelación sugiere que la estructura de dependencia está cambiando con el

tiempo, esto también lo podemos apreciar en la gráfica del periodograma suavizado

(Fig. 7.3). Para explicar este cambio, se propone un modelo LSMA(q) a los datos.
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Figura 7.1: Datos anillos de árbol.
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Figura 7.2: ACF.
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Figura 7.3: Periodograma suavizado.
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Figura 7.4: Ajuste splines.
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Ahora mediante un ajuste de splines suavizados (Fig. 7.4), vemos la evolución de

los parámetros en el tiempo. En primera instancia se ajustó una recta para θ1(u), σ(u)

y un polinomio cuadrático para θ2(u). Pero para θ2(u) = b0+b1u+b2u
2, las constantes

estimadas b1 y b2 resultaron ser no significativas. Por ende se evaluó las siguientes

estructura; una recta para θ1(u), σ(u) y una constante para θ2(u), es decir,

θ1(u) = a0 + a1u, θ2(u) = b0, σ(u) = c0

Obteniendo los siguientes resultados:

Tabla 7.1: Tabla resumen ajuste.

Parámetro Estimación SD z-value p-value

a0 0.4202 0.0969 4.3361 0.0000

a1 -0.3881 0.1891 -2.0521 0.0402

b0 0.1613 0.0440 3.6677 0.0002

c0 0.2968 0.0084 35.2201 0.0000

c1 -0.0601 0.0154 -3.9018 0.0001

De la tabla 7.1 se observa que todos los parámetro son significativos al 5 % de

significancia. Finalmente, se presenta un análisis residual para el modelo LSMA(2)
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Figura 7.5: Análisis de residuos.
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Figura 7.6: Ajuste.
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ajustado. Se presentan los residuos estandarizados del modelo, ACF y PACF de los

residuos y el Test de Ljung-Box (Fig. 7.5). Vemos que no se observan autocorrelaciones

significativas o autocorrelaciones parciales en los paneles. Además, las estad́ısticas de

Ljung-Box para probar el test de la blancura de los residuos indica que la hipótesis

del ruido blanco no se rechaza considerado el nivel de significancia del 5 %. Este

conjunto de datos de la vida real nos sirve como ilustración de una serie de tiempo

con una estructura de dependencia que vaŕıa en el tiempo que no está adecuadamente

adaptada por un modelo estacionario.

Una vez obtenido el modelo ajustado, procedemos a analizar la eficiencia relativa

del LSE de µ versus el BLUE Plug-in. Para esto, notamos que

θ̂1(u) + θ̂2(u) = â0 + â1u+ b̂0 = 0.5815− 0.3881u.

Luego del caṕıtulo 5, vemos las figuras 5.1 y 5.2, en donde ubicamos el punto

(a, b) = (0.5815,−0.3881) sobre una zona de eficiencia relativa cercana a uno, pues se

encuentra alejada de las aśıntotas de la superficie R
(
θ(a, b)

)
.

Esto lo vemos numéricamente en l tabla 7.2, en donde comparamos las varianzas y

observamos que la varianza teórica y asintótica del LSE es aproximadamente un 9 %

y 20 % mayor respecto a la varianza teórica y asintótica del BLUE, respectivamente.
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Tabla 7.2: Radio de Eficiencia: Varianza LSE v/s varianza BLUE Plug-in de µ de un

proceso LSMA(2)

Método

Exacta Asintótica
plug-in plug-in

Varianza

µ̂T 0.0002858931 0.00028665

µ̃T,Θ 0.0002625421 0.00023838

Eficiencia

R 1.088942 1.202518
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Caṕıtulo 8

Conclusiones y Trabajos Futuros

Conclusiones

La idea de este trabajo es ver de forma teórica la eficiencia del LSE versus el

BLUE para la media constante µ de un proceso LSMA(q) y también para el vector

de parámetros β de una regresión lineal con errores LSMA(q). Por el Caṕıtulo 5, se

concluye que para la media constante µ de un proceso LSMA(1) hay ciertas regiones

en donde la eficiecia relativa se hace tan grande como sea deseable, ya que en ese

caso particular vimos curvas de nivel y una superficie para el radio de eficiencia R(θ)

cuando θ(u) era una función lineal, es decir, θ(u) = a + bu. En este mismo caṕıtulo

vimos que en la regresión lineal con errores LSMA(1), también tenemos el caso donde

el LSE es poco eficiente respecto al BLUE de β. Es por esto que concluimos que la
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eficiencia asintótica del LSE se pierde en los proceso localmente estacionarios.

Además se tiene que el BLUE para la media de un proceso LSMA(q) es consis-

tente y asintóticamente normal, aśı como también se tiene que el BLUE del vector de

parámetros β de una regresión lineal con errores LSMA(q) es consistente y asintóti-

camente normal.

Trabajos Futuros

A continuación daremos un listado de los trabajos futuros de esta tesis:

1. Extender los resultados conjeturados en el Caṕıtulo 4.

2. Estudiar la eficiencia relativa para µ y β cuando se estiman los parámetros del

proceso LSMA(q) probando otros estimdores distintos al estimador de Whittle.

3. Extender los resultados a los procesos localmente estacionarios de larga memo-

ria.
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Apéndice A

Apéndice

Demostraciones a los Teoremas, Lemas y Proposiciones de la tesis.

Teoremas

Teorema 3.1.

Sea {Yt,T}t un proceso que satisface la definición 3.3 y los supuestos S3.1−S3.6. Sea

β̃T,Θ el BLUE de β. Entonces

TV ar(β̃T,Θ) ∼ V =


∫

1

0

X(u)X ′(u)

σ(u)2

[
q∑
j=0

θj(u)

]2 du


−1

.

En términos de la densidad espectral se tiene que
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TV ar(β̃T,Θ) ∼ V = 2π


∫

1

0

X(u)X ′(u)

f(u, 0)
du


−1

.

Donde aT ∼ bT significa que aT/bT → 1 cuando T →∞.

Demostración.

El BLUE de β está dado por

β̃T,Θ =
(
X ′TΓ−1XT

)−1

X ′TΓ−1YT .

Definamos C ′T =



c1

(
1
T

)
c1

(
2
T

)
· · · c1

(
T
T

)
c2

(
1
T

)
c2

(
2
T

)
· · · c2

(
T
T

)
...

...
...

ck
(

1
T

)
ck
(

2
T

)
· · · ck

(
T
T

)


=
(
X ′TΓ−1XT

)−1

X ′TΓ−1,

Aśı tenemos que

V ar(β̃T,Θ) = V ar(C ′TYT )

= C ′TV ar(YT )CT

= C ′TΓCT . (A.1)

Y además C ′TXT = Ik. (A.2)

Con esto buscamos una matriz CT que ”minimice”(A.1) sujeto a la condición

(A.2). Además notamos que esta matriz depende de los parámetros θ1(u), ..., θq(u),
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por esto, es que suponemos que CT = CT

(
θ(u)

)
donde cada componente está en

C2
(
[0, 1]

)
con derivadas acotadas.

Del cálculo diferencial matricial, ver Magnus and Neudecker (1999) para más

detalles, definimos la siguiente función objetivo a minimizar

L(CT ,Λ) = 1
2
tr
(
C ′TΓCT

)
−tr

(
Λ′(C ′TXT − I2)

)
, Λ ∈Mk×k(R)

La que optimizaremos usando el método de los multiplicadores de Lagrange. En efecto

tenemos que

ΓCT = XTΛ′

C ′TXT = Ik

De esto obtenemos que

ΓCT = XT

(
C ′TΓCT

)
= XTVT

Donde VT ∈Mk×k(R) simétrica tal que V ar(β̃T,Θ) = VT = (vi,j)i,j=1,...,k. Aśı obte-

nemos las siguientes ecuaciones

140



k∑
i=1

xi
(
t
T

)
vli = σ

(
t
T

)
σ
(
t−q
T

)
θq
(
t
T

)
cl
(
t−q
T

)
+ σ
(
t+q
T

)
σ
(
t
T

)
θq
(
t+q
T

)
cl
(
t+q
T

)
+

σ
(
t
T

)
σ
( t−(q−1)

T

)[ 1∑
j=0

θj+q−1

(
t
T

)
θj
( t−(q−1)

T

)]
cl
( t−(q−1)

T

)
+

σ
( t+(q−1)

T

)
σ
(
t
T

)[ 1∑
j=0

θj+q−1

(
t+q−1
T

)
θj
(
t
T

)]
cl
(
t+q−1
T

)
+

σ
(
t
T

)
σ
( t−(q−2)

T

)[ 2∑
j=0

θj+q−2

(
t
T

)
θj
( t−(q−2)

T

)]
cl
( t−(q−2)

T

)
+

σ
( t+(q−2)

T

)
σ
(
t
T

)[ 2∑
j=0

θj+q−2

(
t+q−2
T

)
θj
(
t
T

)]
cl
(
t+q−2
T

)
+ · · ·+

σ
(
t
T

)
σ
(
t−1
T

)[ q−1∑
j=0

θj+1

(
t
T

)
θj
(
t−1
T

)]
cl
(
t−1
T

)
+

σ
(
t+1
T

)
σ
(
t
T

)[ q−1∑
j=0

θj+1

(
t+1
T

)
θj
(
t
T

)]
cl
(
t+1
T

)
+

σ
(
t
T

)2

[
q∑
j=0

θj
(
t
T

)2

]
cl
(
t
T

)
(A.3)

Para l ∈ {1, ..., k}, t ∈ {q + 1, ..., T − q}. Donde ci(
t
T

)
es la componente t-ésima

de la columna i de la matriz CT , i = 1, 2.

Primero notamos que para z ∈ Z, l ∈ {1, ..., k} y j ∈ {1, ..., q}

σ
(
t+z
T

)
= σ

(
t
T

)
+ σ′

(
t
T

)
z
T

+O
(

1
T 2

)
θj
(
t+z
T

)
= θj

(
t
T

)
+ θ′j

(
t
T

)
z
T

+O
(

1
T 2

)
cl
(
t+z
T

)
= c

(
t
T

)
+ c′

(
t
T

)
z
T

+O
(

1
T 2

)
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Por otro lado

q−h∑
j=0

θj+h
(
t
T

)
θj
(
t−h
T

)
=

q−h∑
j=0

θj+h
(
t
T

)
θj
(
t
T

)
− θj+h

(
t
T

)
θ′j
(
t
T

)
h
T

+O
(

1
T 2

)
q−h∑
j=0

θj+h
(
t+h
T

)
θj
(
t
T

)
=

q−h∑
j=0

θj+h
(
t
T

)
θj
(
t
T

)
+ θ′j+h

(
t
T

)
θj
(
t
T

)
h
T

+O
(

1
T 2

)
Ahora
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σ
(
t−h
T

)[q−h∑
j=0

θj+h
(
t
T

)
θj
(
t−h
T

)]
cl
(
t−h
T

)
+ σ
(
t+h
T

)[q−h∑
j=0

θj+h
(
t+h
T

)
θj
(
t
T

)]
cl
(
t+h
T

)
=

[
q−h∑
j=0

θj+h
(
t
T

)
θj
(
t
T

)](
σ
(
t−h
T

)
cl
(
t−h
T

)
+ σ
(
t+h
T

)
cl
(
t+h
T

))
−

σ
(
t−h
T

)[q−h∑
j=0

θj+h
(
t
T

)
θ′j
(
t
T

)]
cl
(
t−h
T

)
h
T

+

σ
(
t+h
T

)[q−h∑
j=0

θ′j+h
(
t
T

)
θj
(
t
T

)]
cl
(
t+h
T

)
h
T

+O
(

1
T 2

)

= 2σ
(
t
T

)[q−h∑
j=0

θj+h
(
t
T

)
θj
(
t
T

)]
cl
(
t
T

)
− σ

(
t−h
T

)[q−h∑
j=0

θj+h
(
t
T

)
θ′j
(
t
T

)]
cl
(
t−h
T

)
h
T

+

σ
(
t+h
T

)[q−h∑
j=0

θ′j+h
(
t
T

)
θj
(
t
T

)]
cl
(
t+h
T

)
h
T

+O
(

1
T 2

)

= 2σ
(
t
T

)[q−h∑
j=0

θj+h
(
t
T

)
θj
(
t
T

)]
cl
(
t
T

)
− σ

(
t
T

)[q−h∑
j=0

θj+h
(
t
T

)
θ′j
(
t
T

)]
cl
(
t
T

)
h
T

+

σ
(
t
T

)[q−h∑
j=0

θ′j+h
(
t
T

)
θj
(
t
T

)]
cl
(
t
T

)
h
T

+O
(

1
T 2

)

= 2σ
(
t
T

)[q−h∑
j=0

θj+h
(
t
T

)
θj
(
t
T

)]
cl
(
t
T

)
+

σ
(
t
T

)[q−h∑
j=0

θ′j+h
(
t
T

)
θj
(
t
T

)
− θj+h

(
t
T

)
θ′j
(
t
T

)]
cl
(
t
T

)
h
T

+O
(

1
T 2

)

= 2σ
(
t
T

)[q−h∑
j=0

θj+h
(
t
T

)
θj
(
t
T

)]
cl
(
t
T

)
+ σ
(
t
T

)
∆h

(
t
T

)
cl
(
t
T

)
1
T

+O
(

1
T 2

)
Donde

∆h

(
t
T

)
= h

[
q−h∑
j=0

θ′j+h
(
t
T

)
θj
(
t
T

)
− θj+h

(
t
T

)
θ′j
(
t
T

)]
.

Usando lo anterior en la ecuación (A.3) para h ∈ {1, ..., q} se tiene
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k∑
i=1

xi
(
t
T

)
vli = 2σ

(
t
T

)2
θq
(
t
T

)
cl
(
t
T

)
+ σ
(
t
T

)2
∆q

(
t
T

)
cl
(
t
T

)
1
T

+

2σ
(
t
T

)2

[
1∑
j=0

θj+q−1

(
t
T

)
θj
(
t
T

)]
cl
(
t
T

)
+ σ
(
t
T

)2
∆q−1

(
t
T

)
cl
(
t
T

)
1
T

+

2σ
(
t
T

)2

[
2∑
j=0

θj+q−2

(
t
T

)
θj
(
t
T

)]
cl
(
t
T

)
+ σ
(
t
T

)2
∆q−2

(
t
T

)
cl
(
t
T

)
1
T

+ · · ·+

2σ
(
t
T

)2

[
q−1∑
j=0

θj+1

(
t
T

)
θj
(
t
T

)]
cl
(
t
T

)
+ σ
(
t
T

)2
∆1

(
t
T

)
cl
(
t
T

)
1
T

+

σ
(
t
T

)2

[
q∑
j=0

θj
(
t
T

)2

]
cl
(
t
T

)
+O

(
1
T 2

)
l ∈ {1, ..., k}. Por tanto

k∑
i=1

xi
(
t
T

)
vli = σ

(
t
T

)2

[
q∑
j=0

θj
(
t
T

)]2

cl
(
t
T

)
+ σ
(
t
T

)2
q−1∑
j=0

∆q−j
(
t
T

)
cl
(
t
T

)
1
T

+O
(

1
T 2

)

= σ
(
t
T

)2

[ q∑
j=0

θj
(
t
T

)]2

+

q−1∑
j=0

∆q−j
(
t
T

)
1
T

 cl
(
t
T

)
+O

(
1
T 2

)
(A.4)

l ∈ {1, ..., k}.

Ahora como las ráıces del polinomio p(z) = 1 + θ1(u)z + θ2(u)z2 + · · · + θq(u)zq

están fuera del disco unitario para todo u ∈ [0, 1] existe δ > 0 tal que
(
1 + θ1(u) +

θ2(u) + · · ·+ θq(u)
)2 ≥ δ > 0.

Por otro lado, para ε = δ/2 existe T0 tal que∣∣∣∣∣
q−1∑
j=0

∆q−j
(
t
T

)∣∣∣∣∣
T

< ε, si T > T0
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Luego

0 < δ − ε <

[
q∑
j=0

θj
(
t
T

)]2

+

q−1∑
j=0

∆q−j
(
t
T

)
1
T
< k + ε

Donde

k = máx
u∈[0,1]

[
q∑
j=0

θj(u)

]2

Aśı, de las ecuaciones (A.4) tenemos

k∑
i=1

xi
(
t
T

)
vli

σ
(
t
T

)2

([
q∑
j=0

θj
(
t
T

)]2

+

q−1∑
j=0

∆q−j
(
t
T

)
1
T

) = cl
(
t
T

)
+

1

σ
(
t
T

)2

([
q∑
j=0

θj
(
t
T

)]2

+

q−1∑
j=0

∆q−j
(
t
T

)
1
T

)O( 1
T 2

)

Para l ∈ {1, ..., k}, o mejor

k∑
i=1

xi
(
t
T

)
vli

σ
(
t
T

)2

([
q∑
j=0

θj
(
t
T

)]2

+

q−1∑
j=0

∆q−j
(
t
T

)
1
T

) = cl
(
t
T

)
+O

(
1
T 2

)

l ∈ {1, ..., k}. Luego tenemos el siguiente sistema
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cl
(
t
T

)
xr
(
t
T

)
=

xr(
t
T

) k∑
i=1

xi
(
t
T

)
vli

σ
(
t
T

)2

([
q∑
j=0

θj
(
t
T

)]2

+

q−1∑
j=0

∆q−j
(
t
T

)
1
T

) +O
(

1
T 2

)
(A.5)

Donde l, r ∈ {1, ..., k}. Pero C ′TXT = Ik entonces

T∑
t=1

cl
(
t
T

)
xr
(
t
T

)
=


1, l = r

0, l 6= r

Luego al aplicar
∑T

t=1 al sistema de ecuaciones (A.5) obtenemos

T∑
t=1

xr
(
t
T

) k∑
i=1

xi
(
t
T

)
vli

σ
(
t
T

)2

([
q∑
j=0

θj
(
t
T

)]2

+

q−1∑
j=0

∆q−j
(
t
T

)
1
T

) +O
(

1
T

)
=


1, l = r

0, l 6= r

(A.6)

Ahora para T > T0

1[
q∑
j=0

θj
(
t
T

)]2

+

q−1∑
j=0

∆q−j
(
t
T

)
1
T

=
1[

q∑
j=0

θj
(
t
T

)]2

1−

q−1∑
j=0

∆q−j
(
t
T

)
[

q∑
j=0

θj
(
t
T

)]2

T

+O
(

1
T 2

)


=
1[

q∑
j=0

θj
(
t
T

)]2 +O
(

1
T

)

Por tanto
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T∑
t=1

xr
(
t
T

) k∑
i=1

xi
(
t
T

)
σ
(
t
T

)2

([
q∑
j=0

θj
(
t
T

)]2

+

q−1∑
j=0

∆q−j
(
t
T

)
1
T

) 1

T
=

T∑
t=1

xr
(
t
T

) k∑
i=1

xi
(
t
T

)
σ
(
t
T

)2

[
q∑
j=0

θj
(
t
T

)]2

1

T
+O

(
1
T

)

T→∞−→

∫
1

0

xr(u)
k∑
i=1

xi(u)

σ(u)2

[
q∑
j=0

θj(u)

]2du

Luego del sistema de ecuaciones (A.6) se tiene

TV ar(β̃T,Θ)Ω→ Ik

Cuando T →∞.

Ω =

∫
1

0

X ′(u)X(u)

σ(u)2

[
q∑
j=0

θj(u)

]2du.

Aśı tenemos que

TV ar(β̃T,Θ)→ Ω−1.

Cuando T →∞.

Teorema 3.2.

Sea {Yt,T}t un proceso que satisface la definición 3.3 y los supuestos S3.1−S3.6. Sea

β̃T,Θ el BLUE de β. Entonces β̃T,Θ es un estimador consistente, es decir,

β̃T,Θ
P→ β.
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Cuando T →∞.

Demostración.

Sea α un vector fijo en Rk y sea ε > 0, entonces

P(α′|β̃T,Θ − β| > ε) ≤ 1

ε2
V ar(α′β̃T,Θ)

≤ 1

ε2
α′V ar(β̃T,Θ)α

≤ 1

ε2T
α′


∫

1

0

X(u)X ′(u)

σ(u)2

[
q∑
j=0

θj(u)

]2 du


−1

α +O
(

1
T

)
→ 0

Cuando T →∞.

Teorema 3.3.

Sea {Yt,T}t un proceso que satisface la definición 3.3 y los supuestos S3.1-S3.6, donde

{εt}t es una secuencia de errores independientes e idénticamente distribuidas tal que

E(εt) = 0, V ar(εt) = 1 y el n−ésimo cumulante κn <∞ para todo n ≥ 3. Sea β̃T,Θ

el BLUE de β. Entonces

√
T (β̃T,Θ − β)

D→ N(0, V )

cuando T →∞, donde V está dado por (3.8).

Demostración.

Por Teorema, basta probar que para todo λ ∈ Rp

√
T (λ′β̃T,Θ − λ′β)

D→ N(0, v)
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Para algún v ∈ R+. Al igual que antes, la demostración es una consecuencia del

Teorema de los Cumulantes. (ver Jammalamadaka et al. (2006) para más detalles)

Por el Lema 1.1.3 tenemos que

β̃T,Θ = ST = C ′TYT =

(
β1 +

T∑
k=1−q

a1,k,T εk, ..., βp +
T∑

k=1−q

ap,k,T εk

)′
Donde

C ′T =



c1,1 c1,2 · · · c1,T

c2,1 c2,2 · · · c2,T

...
...

...

cp,1 cp,2 · · · cp,T


∈Mp,T (R).

Donde Mp,T (R) es el espacio de las matrices de p× T con coeficientes reales y

al,k,T =

mı́n{T,k+q}∑
t=máx{1,k}

cl,tσ
(
t
T

)
θt−k

(
t
T

)
.

Para todo l ∈ {1, ..., p}.

Similar a la demostración del Teorema 3.3, el supuesto S3.6 implica que

|al,k,T | ≤ C. (A.7)

Para todo l ∈ {1, ..., p}. Luego calculamos los primeros 2 cumulantes de λ′β̃T,Θ =

λ′ST , en efecto,
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Cum1(λ′ST ) = Cum

(
p∑
l=1

(
λlβl + λl

T∑
k=1−q

al,k,T εk

))

= E

(
p∑
l=1

(
λlβl + λl

T∑
k=1−q

al,k,T εk

))

=

p∑
l=1

(
λlβl + λl

T∑
k=1−q

al,k,TE(εk)
)

=

p∑
l=1

λlβl

= λ′β.

Cum2(λ′ST ) = Cum

(
p∑

l1=1

(
λl1βl1 + λl1

T∑
k1=1−q

al1,k1,T εk1

)
,

p∑
l2=1

(
λl2βl2 + λl2

T∑
k2=1−q

al2,k2,T εk2

))

= Cov

(
p∑

l1=1

(
λl1βl1 + λl1

T∑
k1=1−q

al1,k1,T εk1

)
,

p∑
l2=1

(
λl2βl2 + λl2

T∑
k2=1−q

al2,k2,T εk2

))

=

p∑
l1=1

p∑
l2=1

T∑
k1=1−q

T∑
k2=1−q

λl1al1,k1,Tλl2al2,k1,T cov(εk1 , εk2)

=

p∑
l1=1

p∑
l2=1

T∑
k=1−q

λl1λl2al1,k,Tal2,k,T

= λ′V ar(β̃T,Θ)λ.

Ahora calculamos el cumulante n−ésimo para n ≥ 3, en efecto
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Cumn(λ′ST ) = Cum

(
p∑

l1=1

λl1

(
βl1 +

T∑
k1=1−q

al1,k1,T εk1

)
, ...,

p∑
ln=1

λln

(
βln +

T∑
kn=1−q

aln,kn,T εkn

))

=

p∑
l1=1

· · ·
p∑

ln=1

T∑
k1=1−q

· · ·
T∑

kl=1−q

λl1al1,k1,T · · ·λlnaln,kn,TCum(εk1 , , ..., εkn)

=

p∑
l1=1

· · ·
p∑

ln=1

T∑
k=1−q

λl1al1,k,T · · ·λlnaln,k,Tκn

= κn

p∑
l1=1

· · ·
p∑

ln=1

T∑
k=1−q

λl1al1,k,T · · ·λlnaln,k,T

Se sabe del Teorema 3.1 que

Tλ′V ar(β̃T,Θ)λ→ V

cuando T →∞, donde V ∈ R+. Luego por (A.7) se tiene que

|Cumn(ST )| ≤ |κn|
p∑

l1=1

· · ·
p∑

ln=1

T∑
k=1−q

∣∣∣λl1al1,k,T · · ·λlnaln,k,T ∣∣∣
≤ |κn|C1(Cp)(n−2)

p∑
l1=1

p∑
l2=1

T∑
k=1−q

λl1λl2al1,k,Tal2,k,T

≤ |κn|C1(Cp)(n−2)λ′V ar(β̃T,Θ)λ

≤ |κn|C1(Cp)(n−2)

T

(
Tλ′V ar(β̃T,Θ)λ

)
→ 0

Cuando T →∞. Donde C1 = máxl3,...,ln{|λl3 · · ·λln|}.

Luego tenemos que

√
T (λ′β̃T,Θ − λ′β)

D→ N(0, v).
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Cuando T →∞, donde v = λ′V λ y V está dado por (3.8). Y por tanto

√
T (β̃T,Θ − β)

D→ N(0, V ).

Cuando T →∞, donde V está dado por (3.8).
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Lemas

Lema 1.1.3.

Sea {Yt,T}t un proceso definido por

Yt,T =

p∑
i=1

xi
(
t
T

)
βi + σ

(
t
T

) q∑
j=0

ψj
(
t
T

)
εt−j,

Donde εt ∼ RB(0, 1), xi(·), σ(·) ∈ C2
(
[0, 1]

)
con derivadas acotadas para todo i =

1, ..., p tal que σ(u) > 0 para todo u ∈ [0, 1] y los coeficientes ψj(u) ∈ C2
(
[0, 1]

)
.

Sea

C ′T =



c1,1 c1,2 · · · c1,T

c2,1 c2,2 · · · c2,T

...
...

...

cp,1 cp,2 · · · cp,T


.

Definimos

C ′TYT = ST = (S1,T , S2,T , ..., Sp,T )′ =

(
T∑
t=1

c1,tYt,T ,
T∑
t=1

c2,tYt,T , ...,

T∑
t=1

cp,tYt,T

)′

Tal que E(ST ) = (β1, β2, ..., βp)
′. Entonces

ST =

(
β1 +

T∑
k=1−q

a1,k,T εk, β2 +
T∑

k=1−q

a2,k,T εk, ..., βp +
T∑

k=1−q

ap,k,T εk

)′
.

Donde
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al,k,T =

mı́n{T,k+q}∑
t=máx{1,k}

cl,tσ
(
t
T

)
ψt−k

(
t
T

)
.

Para todo l ∈ {1, ..., p}.

Demostración.

Sea l ∈ {1, ..., p}.

cl,1Y1,T =

p∑
i=1

xi
(

1
T

)
cl,1βi + cl,1σ

(
1
T

) q∑
j=0

ψj
(

1
T

)
ε1−j

cl,2Y2,T =

p∑
i=1

xi
(

2
T

)
cl,2βi + cl,2σ

(
2
T

) q∑
j=0

ψj
(

2
T

)
ε2−j

... =
...

cl,TYT,T =

p∑
i=1

xi
(
T
T

)
cl,Tβi + cl,Tσ

(
T
T

) q∑
j=0

ψj
(
T
T

)
εT−j

Aśı obtenemos que

Sl,T =
T∑
t=1

p∑
i=1

xi
(
t
T

)
cl,tβi +

T∑
t=1

q∑
j=0

cl,tσ
(
t
T

)
ψj
(
t
T

)
εt−j

t−j=k
=

T∑
t=1

p∑
i=1

xi
(
t
T

)
cl,tβi +

T∑
t=1

t−q∑
k=t

cl,tσ
(
t
T

)
ψt−k

(
t
T

)
εk

=
T∑
t=1

p∑
i=1

xi
(
t
T

)
cl,tβi +

1∑
k=1−q

k+q∑
t=1

cl,tσ
(
t
T

)
ψt−k

(
t
T

)
εk +

T−q∑
k=2

k+q∑
t=k

cl,tσ
(
t
T

)
ψt−k

(
t
T

)
εk

+
T∑

k=T−q+1

T∑
t=k

cl,tσ
(
t
T

)
ψt−k

(
t
T

)
εk

=
T∑
t=1

p∑
i=1

xi
(
t
T

)
cl,tβi +

T∑
k=1−q

mı́n{T,k+q}∑
t=máx{1,k}

cl,tσ
(
t
T

)
ψt−k

(
t
T

)
εk

=
T∑
t=1

p∑
i=1

xi
(
t
T

)
cl,tβi +

T∑
k=1−q

al,k,T εk.
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Por otro lado la condición E(ST ) = (β1, β2, ..., βp)
′ implica que E(Sl,T ) = βl, para

todo l ∈ {1, ..., p}. Luego

T∑
t=1

xi
(
t
T

)
cl,t =


1, i = l

0, i 6= l

Por tanto tenemos que

Sl,T = βl +
T∑

k=1−q

al,k,T εk.

Luego se tiene que

ST =

(
β1 +

T∑
k=1−q

a1,k,T εk, β2 +
T∑

k=1−q

a2,k,T εk, ..., βp +
T∑

k=1−q

ap,k,T εk

)′
.

Donde

al,k,T =

mı́n{T,k+q}∑
t=máx{1,k}

cl,tσ
(
t
T

)
ψt−k

(
t
T

)
.

Para todo l ∈ {1, ..., p}.
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Proposiciones

Proposición 2.2.1.

Sea el proceso de medias móviles de orden q definido por

Yt,T = µ
(
t
T

)
+ σ
(
t
T

) q∑
j=0

θj
(
t
T

)
εt−j

para t = 1, ..., T , donde µ(·), σ(·) son funciones continuas y σ(u) > 0 para todo

u ∈ [0, 1], θ0(u) ≡ 1 y {εt}t es una secuencia de ruido blanco de media cero y varianza

uno. (εt ∼ RB(0, 1)). Entonces

1) E(Yt,T ) = µ
(
t
T

)
.

2) V ar(Yt,T ) = σ
(
t
T

)2
q∑
j=0

θj
(
t
T

)2
.

3) Cov(Yt,T , Ys,T ) =


σ
(
t
T

)
σ
(
s
T

) q∑
j=0

θt−s+j
(
t
T

)
θj
(
s
T

)
, 0 < t− s ≤ q

0 , t− s > q

para t, s = 1, ..., T , t > s y θj(u) = 0 si j > q.

Demostración.

La esperanza del proceso está dada por
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E(Yt,T ) = E

(
µ
(
t
T

)
+ σ
(
t
T

) q∑
j=0

θj
(
t
T

)
εt−j

)

= µ
(
t
T

)
+ σ
(
t
T

) q∑
j=0

θj
(
t
T

)
E(εt−j)

= µ
(
t
T

)
.

Pues εt ∼ RB(0, 1).

La varianza del proceso está dada por

V ar(Yt,T ) = V ar

(
µ
(
t
T

)
+ σ
(
t
T

) q∑
j=0

θj
(
t
T

)
εt−j

)

= σ
(
t
T

)2
q∑
j=0

θj
(
t
T

)2
V ar(εt−j)

= σ
(
t
T

)2
q∑
j=0

θj
(
t
T

)2
.

Ya que εt ∼ RB(0, 1).

Sea t > s, luego la covarianza del proceso está dada por

Cov(Yt,T , Ys,T ) = Cov

(
µ
(
t
T

)
+ σ
(
t
T

) q∑
j=0

θj
(
t
T

)
εt−j, µ

(
s
T

)
+ σ
(
s
T

) q∑
i=0

θi
(
s
T

)
εs−i

)

= σ
(
t
T

)
σ
(
s
T

)∑q
j=0

q∑
i=0

θj
(
t
T

)
θi
(
s
T

)
Cov(εt−j, εs−i)

= σ
(
t
T

)
σ
(
s
T

) q∑
i=0

θt−s+i
(
t
T

)
θi
(
s
T

)
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Ya que εt ∼ RB(0, 1) y θj(u) = 0 si j > q.

Luego

Cov(Yt,T , Ys,T ) =


σ
(
t
T

)
σ
(
s
T

) q∑
i=0

θt−s+i
(
t
T

)
θi
(
s
T

)
, 0 < t− s ≤ q

0 , t− s > q

Donde θj(u) = 0 si j > q.

O equivalentemente

Cov(Yt,T , Ys,T ) = σ
(
t
T

)
σ
(
s
T

) q−(t−s)∑
i=0

θt−s+i
(
t
T

)
θi
(
s
T

)
Donde t > s.

Proposición 2.4.1.

Para un proceso LSMA(1) con media constante µ y σ(u)2 = 1, definido por

Yt,T = µ+ θ
(
t
T

)
εt−1 + εt,

se tiene que

γ(u, k) =


1 + θ(u)2 , k = 0

θ(u) , |k| = 1.

Demostración.

La densidad espectral de este proceso está dada por

f(u, λ) =
1

2π

(
1 + 2 cos(λ)θ(u) + θ(u)2

)
, u ∈ [0, 1], λ ∈ [−π, π].
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Luego obtenemos que

γ(u, k) =

∫ π

−π
f(u, λ)eiλkdλ

=

∫ π

−π

1

2π

(
1 + 2 cos(λ)θ(u) + θ(u)2

)
eiλkdλ

=
1

π

∫ π

0

(
1 + 2 cos(λ)θ(u) + θ(u)2

)
cos(λk)dλ

=
1

π

(∫ π

0

[1 + θ(u)2] cos(λk)dλ+

∫ π

0

2θ(u) cos(λ) cos(λk)dλ

)

=
1

π

(
[1 + θ(u)2]

sin(πk)

k
− 2θ(u)k

sin(πk)

k2 − 1

)

=


1 + θ(u)2 , k = 0

θ(u) , |k| = 1.

Proposición 3.2.1.

Sea {Yt,T}t un proceso que satisface la definición 2.3 y cumple con los supuestos S3.1-

S3.6. Entonces la matriz

Γ =

{∫
[−π,π]

eiλ(r−s)A0
r,T (λ)A0

s,T (λ)dλ

}
r,s=1,...,T

es invertible.

Demostración.

Sea α ∈ RT tal que α es distinto del vector nulo. Probaremos que α′Γα > 0. Por

contradicción. Supongamos que α′Γα = 0. Luego
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α′Γα =
T∑
r=1

T∑
s=1

αrΓr,sαs

=
T∑
r=1

T∑
s=1

αrαs

∫
[−π,π]

eiλ(r−s)A0
r,T (λ)A0

s,T (λ)dλ

=

∫
[−π,π]

T∑
r=1

T∑
s=1

αrαse
iλ(r−s)A0

r,T (λ)A0
s,T (λ)dλ

=

∫
[−π,π]

∣∣∣∣∣
T∑
r=1

eiλrA0
r,T (λ)αr

∣∣∣∣∣
2

dλ

Esto implica que

∣∣∣∣∣
T∑
r=1

eiλrA0
r,T (λ)αr

∣∣∣∣∣
2

= 0

y por ende

T∑
r=1

eiλrA0
r,T (λ)αr = 0

Notamos que esta última ecuación, es una combinación lineal del conjunto U =

{eiλ, eiλ2, ..., eiλT} el cual es un subconjunto de B = {eiλn : n ∈ Z} el que a su vez es

una base ortonormal del espacio L2([−π, π]). Por tanto el conjunto U es linealmente

independiente, lo que implica que

A0
r,T (λ)αr = 0

para todo r = 1, ..., T. Pero
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A0
r,T (λ) = σ

(
r
T

) q∑
j=0

θj
(
r
T

)
e−iλj 6= 0

ya que por el supuesto S3.2

q∑
j=0

θj
(
r
T

)
e−iλj 6= 0 pues z = e−iλ está en el circulo

unitario, es decir |z| = 1. Y por otro lado el supuesto S3.3 implica que σ(·) > 0

Por tanto αr = 0 para todo r = 1, ..., T. Lo que contradice el supuesto que el

vector α no es nulo.

Proposición 5.1.1.

Sea {Yt,T}t un proceso que satisface la definición 2.3, sea µ̂T el LSE de µ dado por

µ̂T =

∑T
t=1 yt,T
T

,

Entonces la varianza de µ̂T satisface que

TV ar(µ̂T ) ∼
∫ 1

0

σ(u)2[1 + θ(u)]2du.

Donde aT ∼ bT significa que aT/bT → 1 cuando T →∞.
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Demostración.

V ar(µ̂T ) =
1

T 2

T∑
t=1

T∑
s=1

Cov(yt,T , ys,T )

=
1

T 2

(
T∑
t=1

Cov(yt,T , yt,T ) + 2
T∑
t=2

Cov(yt,T , yt−1,T )

)

=
1

T 2

(
T∑
t=1

σ
(
t
T

)2
[1 + θ

(
t
T

)2
] + 2

T∑
t=2

σ
(
t
T

)
σ
(
t−1
T

)
θ
(
t
T

))

=
1

T 2

(
T∑
t=1

σ
(
t
T

)2
[1 + θ

(
t
T

)2
]

+2
T∑
t=2

[
σ
(
t
T

)2
θ
(
t
T

)
− σ

(
t
T

)
σ′
(
t
T

)
1
T
θ
(
t
T

)
+ σ
(
t
T

)
θ
(
t
T

)
O
(

1
T 2

)])

=
1

T 2

(
T∑
t=1

σ
(
t
T

)2
[1 + 2θ

(
t
T

)
+ θ
(
t
T

)2
]

−2σ
(

1
T

)2
θ
(

1
T

)
− 2

T∑
t=2

[
σ
(
t
T

)
σ′
(
t
T

)
1
T
θ
(
t
T

)
− σ

(
t
T

)
θ
(
t
T

)
O
(

1
T 2

)])

=
1

T 2

(
T∑
t=1

σ
(
t
T

)2
[1 + θ

(
t
T

)
]2 + ∆T

)

Analizamos ∆T

|∆T | ≤ |2σ
(

1
T

)2
θ
(

1
T

)
|+ 2

T∑
t=1

|σ
(
t
T

)
σ′
(
t
T

)
1
T
θ
(
t
T

)
|+ 2

T∑
t=1

|σ
(
t
T

)
θ
(
t
T

)
O
(

1
T 2

)
|

≤ k1 + k2 + k3O
(

1
T

)
≤ k1 + k2 +

k4

T

Donde

k1 = |2σ
(

1
T

)2
θ
(

1
T

)
|

k2 = máx
u∈[0,1]

|2σ(u)2σ′(u)θ(u)|

k3 = máx
u∈[0,1]

|2σ(u)2θ(u)|
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Luego

|∆T |
T

T→∞→ 0

Por tanto

TV ar(µ̂T ) =
T∑
t=1

σ
(
t
T

)2
[1 + θ

(
t
T

)
]2

1

T
+

∆T

T

T→∞→
∫ 1

0

σ(u)2[1 + θ(u)]2du.

Proposición 5.2.1.

Sea

Yt,T = x1

(
t
T

)
β1 + x2

(
t
T

)
β2 + σ

(
t
T

)
[εt + θ

(
t
T

)
εt−1], t = 1, ..., T.

Tal que x1(·), x2(·) ∈ C2
(
[0, 1]

)
, θ(·) ∈ C2

(
[0, 1]

)
con derivadas acotadas y

|θ(u)| < 1 para todo u ∈ [0, 1], β = (β1, β2)′ y εt ∼ RB(0, 1).

Sea β̂T el estimador LSE de β definido por

β̂T =
(
X ′TXT

)−1

X ′TYT

Donde XT es la matriz de diseño de la regresión dada por

XT =



x1

(
1
T

)
x2

(
1
T

)
x1

(
2
T

)
x2

(
2
T

)
...

...

x1

(
T
T

)
x2

(
T
T

)


,
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e YT = (Y1,T , Y2,T , ..., YT,T )′.

Entonces

TV ar(β̂T )→ Σ−1ΩΣ−1.

Cuando T →∞. Donde

Ω =

∫
1

0

σ(u)2[1 + θ(u)]2

 x1(u)2 x1(u)x2(u)

x2(u)x1(u) x2(u)2

 du
y

Σ =

∫
1

0

 x1(u)2 x1(u)x2(u)

x2(u)x1(u) x2(u)2

 du.
Demostración.

El LSE de β está dado por

β̂T =
(
X ′TXT

)−1

X ′TYT = D′TYT

Aśı tenemos que

V ar(β̂T ) = V ar(D′TYT )

= D′TV ar(YT )DT

= D′TΓDT . (A.8)

=
(
X ′TXT

)−1

X ′TΓXT

(
X ′TXT

)−1

.
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Sea ΓXT = CT , Donde

CT =



c1

(
1
T

)
c2

(
1
T

)
c1

(
2
T

)
c2

(
2
T

)
...

...

c1

(
T
T

)
c2

(
T
T

)


Con esto obtenemos las siguientes ecuaciones

c1

(
t
T

)
= (A.9)

σ
(
t
T

)2
[
1 + θ

(
t
T

)2
]
x1

(
t
T

)
+ σ
(
t
T

)
σ
(
t−1
T

)
θ
(
t
T

)
x1

(
t−1
T

)
+ σ
(
t+1
T

)
σ
(
t
T

)
θ
(
t+1
T

)
x1

(
t+1
T

)
c2

(
t
T

)
= (A.10)

σ
(
t
T

)2
[
1 + θ

(
t
T

)2
]
x2

(
t
T

)
+ σ
(
t
T

)
σ
(
t−1
T

)
θ
(
t
T

)
x2

(
t−1
T

)
+ σ
(
t+1
T

)
σ
(
t
T

)
θ
(
t+1
T

)
x2

(
t+1
T

)
Para t ∈ {3, ..., T − 2}. Tomando la ecuación (A.9) vemos lo siguiente

σ
(
t−1
T

)
θ
(
t
T

)
x1

(
t−1
T

)
=

[
σ
(
t
T

)
− σ′

(
t
T

)
1
T

+O
(

1
T 2

)]
θ
(
t
T

)[
x1

(
t
T

)
− x′1

(
t
T

)
1
T

+O
(

1
T 2

)]
= σ

(
t
T

)
θ
(
t
T

)
x1

(
t
T

)
− σ

(
t
T

)
θ
(
t
T

)
x′1
(
t
T

)
1
T
− σ′

(
t
T

)
θ
(
t
T

)
x1

(
t
T

)
1
T

+O
(

1
T 2

)

y
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σ
(
t+1
T

)
θ
(
t+1
T

)
x1

(
t+1
T

)
=
[
σ
(
t
T

)
+ σ′

(
t
T

)
1
T

+O
(

1
T 2

)][
θ
(
t
T

)
+ θ′

(
t
T

)
1
T

+O
(

1
T 2

)][
x1

(
t
T

)
+ x′1

(
t
T

)
1
T

+O
(

1
T 2

)]
= σ

(
t
T

)
θ
(
t
T

)
x1

(
t
T

)
+ σ
(
t
T

)
θ
(
t
T

)
x′1
(
t
T

)
1
T

+ σ
(
t
T

)
θ′
(
t
T

)
x1

(
t
T

)
1
T

+ σ′
(
t
T

)
θ
(
t
T

)
x1

(
t
T

)
1
T

+O
(

1
T 2

)
Luego

σ
(
t−1
T

)
θ
(
t
T

)
x1

(
t−1
T

)
+ σ
(
t+1
T

)
θ
(
t+1
T

)
x1

(
t+1
T

)
= 2σ

(
t
T

)
θ
(
t
T

)
x1

(
t
T

)
+ σ
(
t
T

)
θ′
(
t
T

)
x1

(
t
T

)
1
T

+O
(

1
T 2

)
Usando lo anterior en la ecuación (A.9) vemos que

σ
(
t
T

)2
[
1 + θ

(
t
T

)2
]
x1

(
t
T

)
+ σ
(
t
T

)
σ
(
t−1
T

)
θ
(
t
T

)
x1

(
t−1
T

)
+ σ
(
t+1
T

)
σ
(
t
T

)
θ
(
t+1
T

)
x1

(
t+1
T

)
=

σ
(
t
T

)2
[
1 + θ

(
t
T

)2
]
x1

(
t
T

)
+ 2σ

(
t
T

)2
θ
(
t
T

)
x1

(
t
T

)
+ σ
(
t
T

)2
θ′
(
t
T

)
x1

(
t
T

)
1
T

+O
(

1
T 2

)
=

σ
(
t
T

)2
[
1 + θ

(
t
T

)]2

x1

(
t
T

)
+ σ
(
t
T

)2
θ′
(
t
T

)
x1

(
t
T

)
1
T

+O
(

1
T 2

)
Por tanto

σ
(
t
T

)2
([

1 + θ
(
t
T

)]2

+ θ′
(
t
T

)
1
T

)
x1

(
t
T

)
+O

(
1
T 2

)
= c1

(
t
T

)
(A.11)

Analogamente, tomando la ecuación (A.10) tenemos que
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σ
(
t
T

)2
([

1 + θ
(
t
T

)]2

+ θ′
(
t
T

)
1
T

)
x2

(
t
T

)
+O

(
1
T 2

)
= c2

(
t
T

)
(A.12)

Luego

X ′TΓXT =

 a b

b c


Ahora

a =
T∑
t=1

σ
(
t
T

)2
([

1 + θ
(
t
T

)]2

+ θ′
(
t
T

)
1
T

)
x1

(
t
T

)2 1
T

+O
(

1
T

)
=

T∑
t=1

σ
(
t
T

)2
[
1 + θ

(
t
T

)]2

x1

(
t
T

)2 1
T

+
T∑
t=1

σ
(
t
T

)2
θ′
(
t
T

)
x1

(
t
T

)2 1
T 2 +O

(
1
T

)
=

T∑
t=1

σ
(
t
T

)2
[
1 + θ

(
t
T

)]2

x1

(
t
T

)2 1
T

+O
(

1
T

)
T→∞−→

∫ 1

0

σ(u)2
[
1 + θ(u)

]2
x1(u)2du

Análogamente

b =
T∑
t=1

σ
(
t
T

)2
([

1 + θ
(
t
T

)]2

+ θ′
(
t
T

)
1
T

)
x1

(
t
T

)
x2

(
t
T

)
1
T

+O
(

1
T

)
T→∞−→

∫ 1

0

σ(u)2
[
1 + θ(u)

]2
x1(u)x2(u)du
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c =
T∑
t=1

σ
(
t
T

)2
([

1 + θ
(
t
T

)]2

+ θ′
(
t
T

)
1
T

)
x2

(
t
T

)2 1
T

+O
(

1
T

)
T→∞−→

∫ 1

0

σ(u)2
[
1 + θ(u)

]2
x2(u)2du

Aśı tenemos que

1

T
X ′TΓXT →

∫
1

0

σ(u)2[1 + θ(u)]2

 x1(u)2 x1(u)x2(u)

x2(u)x1(u) x2(u)2

 du = Ω.

Cuando T →∞. De igual forma tenemos

1

T
X ′TXT =


T∑
t=1

x1

(
t
T

)2 1
T

T∑
t=1

x1

(
t
T

)
x2

(
t
T

)
1
T

T∑
t=1

x1

(
t
T

)
x2

(
t
T

)
1
T

T∑
t=1

x2

(
t
T

)2 1
T



→

∫
1

0

 x1(u)2 x1(u)x2(u)

x2(u)x1(u) x2(u)2

 du = Σ.

Cuando T →∞. Por tanto

TV ar(β̂T )→ Σ−1ΩΣ−1.

Cuando T →∞.
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